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Vorwort

Zu Beginn will ich Thnen kurz ein paar generelle Bemerkungen zu dieser Vorlesung
und dem Stoff geben, der hier behandelt werden soll.

Die Vorlesung zerféllt in zwei Teile. Im ersten Teil werden wir uns hauptséchlich mit
Fragen der Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigen, wihrend das kommende Seme-
ster der Statistik gewidmet ist. Diese beiden Vorlesungen sind in Osnabriick wie auch
an den meisten anderen Universitdten Pflichtveranstaltungen, weil die Wahrschein-
lichkeitsrechnung einen zentralen Forschungsgegenstand und einen der wichtigsten
Anwendungsbereiche der Mathematik beschreibt. Stochastische und statistische Fra-
gestellungen werden Thnen in Threm spéteren Berufsleben also noch sehr haufig be-
gegnen. Aufgrund dieser Bedeutung wird die Wahrscheinlichkeitsrechnung schon seit
Jahren in den Gymnasien iiblicherweise behandelt. Von solchen Grundkenntnissen
wird aber allenfalls nur der Stoff eines normalen Kurses Wahrscheinlichkeitsrechnung
des Gymnasiums vorausgesetzt.

Zu jeder dieser Vorlesungen gibt es eine Ubung. Der Leistungsnachweis fiir die er-
ste Veranstaltung WUST I ist fiir Studenten des Diplomstudienganges Pflicht, weil
man nur so die noétige Vertrautheit mit den Begriffen erwirbt. Der Nachweis fiir
die Veranstaltung WUST II sollte Pflicht sein, weil man von einem Mathematiker
die Kenntnis elementarer statistischer Verfahren erwartet. Ich empfehle Ihnen daher
nachdriicklich:

Bearbeiten Sie regelmdftig und griindlich die Ubungsaufgaben.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik haben heute einen breiten Anwendungs-
bereich. Kaum eine Wissenschaft kann ohne sie auskommen; man denke z.B. an
die vielfiltigen Anwendungen in der Physik, Biologie, Medizin, Volkswirtschaft oder
Sozialwissenschaft.

Dennoch ist die Wahrscheinlichkeitstheorie eine abstrakte mathematische Theorie,
auf Axiomen aufgebaut wie jede mathematische Disziplin. Genausowenig wie man
z.B. in der Geometrie “Geraden” und “Punkte” definieren kann, genausowenig kann
man “Ereignisraum” und “Wahrscheinlichkeit” definieren. Man legt sie durch ihre
Grundeigenschaften axiomatisch fest. Hierbei wird man natiirlich von einer gewissen
Anschauung, die aus einfachen Beispielen wie dem Wiirfelspiel gewonnen wird, ge-
leitet; wie man auch in der Geometrie von einer intuitiven Anschauung von Geraden
und Punkten geleitet wird. Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie ist es nun, aus
diesen Axiomen Schliisse zu ziehen. Obwohl diese Schliisse selbst abstrakt sind, stam-
men die zu l6senden Probleme wieder aus den Anwendungen. Auf diese Art besteht
eine enge Beziehung zwischen abstrakter Theorie und Anwendungen in der Praxis:
Probleme auflerhalb der Mathematik fithren zu neuen theoretischen Fragestellungen
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und Ergebnissen, neue theoretische Ergebnisse ziehen neue, vorher oft unbekannte
Anwendungen nach sich. Streng genommen ist auch die Herleitung des Modells, d.h.
des Ereignisraumes und der Wahrscheinlichkeiten, fiir einen bestimmten Vorgang
nicht Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie sondern wird von auflen vorgegeben.
Solche Modelle stellen stets eine Idealisierung des tatsédchlichen Vorgangs dar.

Diese grundlegenden Uberlegungen gelten fiir jede mathematische Disziplin, da jede
auch noch so abstrakte Theorie einen praktischen Hintergrund hat. Da bei der Wahr-
scheinlichkeitstheorie die Anwendungen besonders nahe liegen, ist es wichtig, auf den
axiomatischen Charakter der Wahrscheinlichkeitstheorie hinzuweisen. Die besonde-
re Anschaulichkeit hat Vor- und Nachteile: einmal erleichtert sie das Verstdndnis,
andererseits besteht jedoch die Gefahr, sich zu sehr von der Anschauung leiten zu
lassen, was leicht zu Fehlschliissen fithren kann. Es ist daher, wie auch in anderen Ge-
bieten der Mathematik notwendig, die Bereiche Intuitiver Hintergrund der Theorie,
axiomatischer Aufbau und Anwendungen, sorgfiltig auseinanderzuhalten.

Auch in dieser Vorlesung werden wir uns an den axiomatischen Stil halten, wie er von
Kolmogorov begriindet wurde. In diesem Sinne ist diese Vorlesung daher Standard,
da der Stoff weitgehend kanonisch ist. Trotzdem soll diese Vorlesung dariiberhinaus
eher beispiel- und anwendungsorientiert sein, d.h. der formale Rahmen wird durch
die Axiome und die Theorie bestimmt, aber Beispiele, Anwendungen und Begriffsbil-
dung stehen im Vordergrund. Aus diesem Grunde werde ich daher héufig auch auf
die Beweise komplizierter mafitheoretischer Sétze verzichten und eher Anwendun-
gen und Spezialfille betrachten. Die Anwendungsorientierung bringt einen weiteren
Gesichtspunkt mit sich, ndmlich den des Wahrscheinlichkeitsmodells. Dieser Begriff
und die damit verbundene Grundhaltung wird fiir diese Vorlesung zentral sein, so
daB wir die Vorlesung auch “Wahrscheinlichkeitsmodelle” nennen kénnten.

Der Aufbau dieser Vorlesung ist grob wie folgt:

1. Zufall, Wahrscheinlichkeit und Modelle

2. Diskrete und geometrische Modelle

3. Die Axiome

4. Mafitheorie

5. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

6. Spezielle Verteilungen und ihre Anwendungen

7. Grenzwertsétze
Die Wahrscheinlichkeitstheorie hat inzwischen vielerlei Anwendungen gefunden z.B.:

e Stochastische Prozesse (Warteschlangen, Lagerhaltung, stat. Physik, stocha-
stische Modelle der Biologie)

e Versicherungsmathematik

e Zuverlassigkeitstheorie



e Stochastische Optimierung

e Stochastische Differentialgleichungen

Wahrscheinlich werden wir aber keines dieser Gebiete hier ansprechen kénnen.

Auch die Statistik 148t sich als ein Anwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie auffassen. Im Gegensatz zur Wahrscheinlichkeitstheorie, die eine mathematisch
geschlossene, einheitliche Theorie darstellt, gilt dies so nicht fiir die Statistik, die
immer noch aus einer Vielzahl von Methoden ohne einheitliche Theorie besteht.
Sie kann daher noch nicht als einheitliches Ganzes angesehen werden. Dies erging
jedoch jeder mathematischen Disziplin in ihren Anfingen so. Das Axiomensystem
der Wahrscheinlichkeitstheorie z.B. ist erst in unserem Jahrhundert von dem russi-
schen Mathematiker Kolmogorov (1933) aufgestellt worden, wihrend die Anfinge
der Wahrscheinlichkeitstheorie im 17. Jahrhundert liegen. In den Grundlagen der
Statistik hat sich sogar etwas wie ein Glaubensstreit entwickelt (vgl. hierzu den
Artikel von B. Effron in Am. Math. Monthly 1978). Fiir die Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gab es lange Zeit dhnliche Probleme mit der Rechtfertigung
und Grundlegung der Axiome. Fiir Details sei auf das Buch von Schnoor verwiesen.
Wir wollen hier den {iblichen, naiven Zugang zur Begriindung der Wahrscheinlich-
keitstheorie wéhlen.
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Kapitel 1

Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Zufall, Wahrscheinlichkeit und Modelle

In der Wahrscheinlichkeitstheorie (W.Th.) hat man es mit Erscheinungen zu tun,
deren Ausgang ungewif3, zufillig ist. Unter Zufall verstehen wir dabei das absichts-
lose, unbestimmte plan- und regellose Eintreffen von Vorgéingen und Ereignissen.
In diesem Zusammenhang sprechen wir auch von Zufallserscheinungen oder zufdlli-
gen Ereignissen. Beispielsweise ist das Ergebnis beim Miinzwurf zuféllig, denn wir
konnen vorher nicht mit Sicherheit sagen, ob Kopf oder Zahl f&llt. Gleichfalls ist der
Ausgang beim Wiirfelexperiment ungewify. Dagegen stehen Erscheinungen, die durch
eine Theorie vollstédndig beschrieben sind und vorausberechnet werden konnen, wie
etwa Planetenbewegung oder chemische Reaktionen.

Obwohl es im Prinzip mit Hilfe der Gesetze der klassischen Mechanik moglich ist,
im voraus bei einer geworfenen Miinze zu bestimmen, ob Kopf oder Zahl féllt (De-
terminismus), fassen wir doch den Miinzwurf als ein Zufallsexperiment auf, da das
Ergebnis von einer so groflen Zahl von Anfangsdaten abhéngt, dafl eine Berechnung
praktisch unmoglich ist.

Ohne néher auf die philosophischen Probleme mit Begriffen wie Zufall, Determi-
nismus und Kausalitdt einzugehen, sagen wir: Zufdillige Ereignisse sind solche, die
aufserhalb einer bestimmten oder auflerhalb jeder Gesetzmdfigkeit ablaufen. Hier ei-
nige Beispiele.

Beispiel 1.1 Zufallsgerite: Hierunter fallen fast alle Geratschaften, die in Gliicks-
spielen verwendet werden, wie etwa:
a) Wiirfel
b)
¢) Roulette
d) Lotto

Beispiel 1.2
a) Das Ereignis, dafl ein Neugeborenes ein Junge oder ein Madchen ist, ist zufallig.

Karten
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Gleiches gilt fiir

b) Haarfarbe

c¢) Gewicht etc.

bei Neugeborenen, innerhalb gewisser Grenzen.

Beispiel 1.3 Viele Vorgénge sind zufillig in der Zeit, wie etwa

a) Brenndauer einer Gliihbirne
b) Zerfall eines bestimmten radioaktiven Atoms

c¢) Das Platzen eines Popkorns im heilen Topf.

Alle diese Beispiele haben noch eine weitere Eigenschaft: Sie lassen sich beliebig
héufig wiederholen. Solche Erscheinungen nennen wir Zufallsexperimente.

Zufallsexperimente sind also zufillige Ereignisse, die sich unter gleichen, wohldefi-
nierten Bedingungen beliebig hdufig wiederholen lassen.

Dabei wollen wir unter beliebig haufig wiederholen nicht unbedingt eine zeitliche
Abfolge verstehen. Sondern wir meinen damit auch das gleichzeitige Nebeneinan-
derablaufen von Zufallserscheinungen. Beispiel hierfiir sind der Fall von Regentrop-
fen, das Keimen von Saatgut oder Entscheidungen fiir eine politische Partei. Wir
sprechen dabei dann von Massenerscheinungen.

Sicherlich wére der Ausbruch eines Krieges im néchsten Jahr ein zufélliges Ereignis,
aber jedoch kein Zufallsexperiment. Ahnliches gilt fiir den Anstieg von Aktienkursen
und &hnlichen Ereignissen in der Wirtschaft.

Das Maf fiir die Zufélligkeit eines Ereignisses ist seine Wahrscheinlichkeit (W).
Ereignisse konnen dadurch hinsichtlich ihrer Zufélligkeit verglichen und eingeordnet

werden. Die Skala reicht dabei von sicher bis unméglich. Typische Aussagen dieser
Art sind

1) HSV wird fast sicher Deutscher Meister

ii) Im n&chsten Jahr gibt es wahrscheinlich keinen Krieg

)
)
iii) Das Pferd ,Blue Boy“ gewinnt wahrscheinlich
)
)
)

iv) Der Aufschwung kommt sicher bald

v) Die Wahrscheinlichkeit 8 Augen mit 2 Wiirfeln zu wiirfeln, ist 5/36

vi) Die Zuverldssigkeit einer Minuteman ist 0,8

Von diesen Aussagen sind die letzten beiden quantitativer Natur. Aussagen dieser
Art macht die Wahrscheinlichkeitstheorie.

Das quantitative Maf fir die Zufdlligkeit eines Ereignisses ist die (mathematische)
Wahrscheinlichkeit.

Man unterscheidet dabei grob die folgenden drei Unterbegriffe:
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Subjektive Wahrscheinlichkeit

Die subjektive Wahrscheinlichkeit ist ein quantitatives Maf fiir die Moglichkeit, das
Eintreffen eines Ereignisses aufgrund der Einschitzung eines Individuums (Subjek-
tes). Sie kann von Person zu Person verschieden sein, sollte jedoch gewissen Kon-
sistenzbedingungen geniigen. Dieser Begriff wurde axiomatisch zuerst von Savage
(The foundations of statistics) 1954 eingefiithrt. Formal wird dieser Wert iiber ” Wet-
ten” festgelegt. Ein Beispiel mag dies verdeutlichen. Wenn ich sage: ,,Morgen scheint
mit der Wahrscheinlichkeit 0,4 die Sonne“, so bedeutet dies, dafl ich bereit bin, eine
Wette 4:6 dafiir einzugehen, ungiinstigere wie 5:5 aber nicht.

Die subjektive Wahrscheinlichkeit ist wegen ihrer mangelnden Objektivitit etwas
in Verruf geraten, wird aber doch héufiger angewandt als man wahrhaben méchte.
Sie tritt meist in Wahrscheinlichkeitsmodellen auf, die keine Zufallsexperimente be-
schreiben. Beispiele hierzu sind mathematische Entscheidungsmodelle fiir die Wirt-
schaft, Zuverlassigkeit, Politik und das Militéar.

A Priori Wahrscheinlichkeit

Diese Wahrscheinlichkeit wird theoretisch logisch, erfahrungsunabhéngig begriindet.
Als Beispiel dazu betrachten wir einen idealen, homogenen unsymmetrischen Wiirfel.
Bei einem solchen Wiifel ist keine der Seiten ausgezeichnet, so dafl beim Wiirfeln
alle Augenwerte die gleiche Wahrscheinlichkeit, ndmlich % haben.

Allgemeiner gelten solche Betrachtungen fiir die iiblichen Zufallsgerite, die meist
gerade so konstruiert sind, daff alle Ereignisse gleichwahrscheinlich sind. Hierbei sei
etwa an das Lotto-Kugelgerit erinnert, das allwochentlich im Fernsehen zu betrach-
ten ist und wo ein Notar etwaige Manipulationen auschlieft.

In diesem Zusammenhang spricht man haufig von fairen Zufallsgerdten und meint
damit, daf} alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich sind.

Empirische Wahrscheinlichkeit

Die empirische Wahrscheinlichkeit wird mit Hilfe einer Folge von Zufallsexperimen-
ten bestimmt. Nehmen wir an, dieses Zufallsexperiment werde n-mal durchgefiihrt
und das Ereignis A werde n(A) mal beobachtet. Man nennt dann

pn(A) = n(A)/n (1.1)

die relative Haufigkeit fiir das Eintreffen von A. Falls dann limp,(A) = p(A) exi-
stiert, so wird man p(A) die empirische Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A nen-
nen. Diese Definition setzt neben der beliebigen Wiederholbarkeit des Experimentes
also auch noch die Existenz des Grenzwertes fiir jedes Ergebnis voraus. In der Praxis
wird man p(A) durch p,(A) fiir grofle n ersetzen.

Die empirische Wahrscheinlichkeit ist fiir die Theorie von grofier Bedeutung, da ihr
Wert am ehesten einen objektiven Charakter hat und sie die in den Naturwissen-
schaften geforderte Reproduzierbarkeit erfiillt. Auch die a priori Wahrscheinlichkeit
erfiillt diese Bedingungen. Allerdings sollte man sich dariiber klar sein, daf3 diese
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Begriffe in ihrer reinen Form daher auch praktisch nur in den Naturwissenschaften
auftreten.

Beispiel 1.4 Wahrscheinlichkeitsaussagen bei der Wettervorhersage sind zum Teil
empirischer Natur.

Beispiel 1.5 Die Zuverlassigkeit der amerikanischen Minutemen wird mit ungefahr
0,8 angegeben. Trotzdem hat noch keine der Raketen die ,realistische” Polarroute
geflogen. Es gab wegen eines moglichen ’bias” in der Trefferverteilung der Raketen
deshalb mehrere Anhoérungen.

Beispiel 1.6 Wenn ein Tennisspieler einen anderen bei 5 Spielen viermal geschlagen
hat, so ist 0,8 sicher eine mogliche Gewinnwahrscheinlichkeit, empirisch wird man
sie aber kaum nennen koénnen.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie soll verwandt werden, um Zufallserscheinungen zu

beschreiben. Eine solche Beschreibung geschieht im Rahmen eines mathematischen
Modells.

Aufgabe 1.1 Ist die Frage ,,Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit mit einem beliebi-
gen Wiirfel eine ,,6“ zu wiirfeln sinnvoll?* Wie 148t sich diese Frage sinnvoll machen?

Aufgabe 1.2 Wie gro8 ist die a priori Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis 1, 2, 3,
4,5, 6 beim ,6 aus 49“ Lotto?

Aufgabe 1.3 Ein Spekulant schétzt die Gewinnchancen fiir ein Borsengeschéft als
0,3. Wie hoch muf3 der zu erwartende Gewinn mindestens sein, um ihn zu veranlas-
sen, mit DM 10.000,— einzusteigen?

Mathematisches Modell

Ein mathematisches Modell eines ,realen* Systems ist ein in sich vollstdndiges und
widerspruchfreies System von Gleichungen oder Relationen, die dem realen System
entsprechen.

Modellieren vollzieht sich dabei meist in folgenden Schritten:

Isolieren i
Reales Mathematisches
_ Prototyp Modell
System Vereinfachen
Gleichungen mathem. Gleichungen
Beziehungen Relationen
Symmetrien Invarianzgruppe

Parameter mathem. Parameter
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Das Attribut ‘real’” wird dabei bewuft im naiven Sinne verwandt. Dabei sollen
natiirlich die wesentlichen Eigenschaften des Prototyps im Modell reflektiert wer-
den, d.h. das Modell soll die wichtigsten Strukturen des Prototyps darstellen. Das
Modellieren ist also eine Art des Homomorphismus. In der Regel wird das Modell ei-
ne vereinfachte Darstellung des Systems sein, d.h. die unwesentlichen Eigenschaften
werden weggelassen. Der Grund dafiir ist, dal man dann an dem so vereinfachten
System-Modell viele Beziehungen und Regeln leichter erkennen kann, die in dem
meist sehr komplexen System nicht offensichtlich sind. Schon dies aber zeigt, dafl
es fiir ein ‘reales System’ meist viele Modelle gibt, die sich in der Genauigkeit ihrer
Beschreibung unterscheiden.

Als wichtigste Typen seien hier die diskreten Modelle und die kontinuierlichen Mo-
delle genannt. Bei einem diskreten Modell werden die Parameter des Systems durch
diskrete Variable, d.h. Grolen die nur abzéahlbar viele Werte annehmen kénnen, be-
schrieben. Bei einem stetigen Modell durchlaufen die Parameter reelle Intervalle. Ein
diskretes Modell heiit endlich, wenn alle Parameter nur endlich viele Werte anneh-
men konnen. Natiirlich kann man argumentieren, daf letztlich alle Modelle endlich
sein kénnten oder sollten, da die Welt endlich ist. Dies ist jedoch nur vordergriindig
richtig, da die Giite eines Modells durch die Genauigkeit der Vorhersagen und den
(mathematischen) Aufwand bestimmt wird. Ohne stetige Modelle wéiren etwa alle
Anwendungen der Differentialgleichung etc. iiberfliissig, und durch entsprechende
diskretisierte Varianten zu ersetzen.

Ferner sind unendliche (diskrete) Modelle notwendig, da sie als Approximation fiir
endliche Modelle mit grolen aber ungenau bekannten Wertbereichen gelten. Implizit
wird dabei natiirlich gefordert, dafl die entsprechenden Limiten existieren, wihrend
bei kontinuierlichen Modellen haufig implizit Stetigkeitsannahmen iiber verwandte
Funktionen gemacht werden.

Ein mathematisches Modell sollte jedoch die wichtigsten Strukturen moglichst ge-
nau wiederspiegeln. Die im Modell verwandten Groflen sollten daher eine direkte
Bedeutung haben und entsprechend interpretierbar sein. Die Moglichkeit so etwas
fiir die verschiedensten Strukturen zu leisten, die Flexibilitidt der Mathematik, ist
der Hauptgrund fiir ihre weite Anwendbarkeit.

Mit der Hilfe eines Modells lassen sich mathematische Ergebnisse ableiten, die zu
Vorhersagen, neuen Einsichten oder neuen gezielten Experimenten fithren. Stimmen
die Vorhersagen nicht mit beobachteten Ergebnissen iiberein, mufl das Modell revi-
diert werden. Auch eine Verfeinerung oder Verbesserung aufgrund der Vorhersagen
ist moglich. Dies fithrt dann zu einer Riickkoppelung vom Modell zum System. Diese
Uberlegungen gelten natiirlich fiir alle Typen mathematischer Modelle.

Wir wollen uns nun noch {iiberlegen, wie ein typisches Wahrscheinlichkeitsmodell
(WM) auszusehen hat. Wir werden dabei schon von dem isolierten Prototyp ausge-
hen und auch nur ganz einfache Systeme beschreiben.

Womit konnen wir ein Zufallsexperiment beschreiben? Zunéchst einmal miissen wir
die Menge aller moglichen Ausgénge (Ergebnisse) eines Zufallsexperiments kennen.
Im Fall des Wiirfelns sind dies z.B. (1, 2, 3, 4, 5, 6) und im Fall des Geschlechtes
von Kindern (J, M).

Die Menge aller Ausgdnge eines Zufallsexperimentes wird der Ereignisraum genannt.
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Beispiele von Ereignisrdumen:

Beispiel 1.7 Wiurfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}

Beispiel 1.8 Miinzwerfen: Q = {K, Z}

Beispiel 1.9 Zweimaliges Minzwerfen: Q = {KK, KZ 7K, ZZ}

Beispiel 1.10 Anzahl der Unfille auf den Bundesautobahnen am 01.03.1984: 2 =
{0,1,2,...}

In dem letzten Beispiel wird schon eine Idealisierung deutlich. Obwohl es am
01.03.1984 sicher weniger als 61,5 Mio. Unfille gibt, wiahlt man 2 = N. Ahnliches
gilt bei

Beispiel 1.11 Bei der Bildung von Polymeren entstehen Ketten verschiedener Léan-
ge. Messen wir die Lange der Molekiileinheiten, so ist Q = {1,2,3,...}.

Noch komplizierter wird das System beim Auftreten kontinuierlicher Gréfen.

Beispiel 1.12 Brenndauer von Glithbirnen: Wahlt man hier 2 = {¢|t > 0} als Men-
ge der Ergebnisse, so bedeutet dies eben auch, daf} eine Aussage wie: ,,Die Brenndau-
er der Glithbirnen XY Z ist 1007 /e*h sinnvoll ist“. Neben Q = [0, 00) kénnte man
natiirlich auch Q = {0,1,2,...} wahlen, wenn die Brenndauer nur auf 1 h genau
bestimmt wird.

Ahnliches wie Beispiel 1.12 ist

Beispiel 1.13 Lassen wir eine Kugel auf einen ebenen Fulboden fallen, so ist 2 =
{Punkte des Fubodens}.

Aufgabe 1.4 Gebe die Ereignisrdume fiir die folgenden Zufallsexperimente an:

a) 30 Studenten werden gefragt, ob sie regelméflig in der Mensa essen. Die Anzahl
der Studenten, die dies tun, wird notiert.
b) Das Gewicht von Mastochsen wird bestimmt (auf 1 kg genau).

c¢) Die Lebensdauer von Radiorshren wird festgehalten (die Lebensdauer kann mit
perfekter Genauigkeit gemessen werden).

d) Es wird 3mal hintereinander eine Miinze geworfen.
e) Es wird das ,,6 aus 49“ Lotto gespielt.
Die Wahl des Ereignisraumes ist zum Teil durch die Art der Information bestimmt,

die man haben will. Interessiert beim Wiirfeln beispielsweise nur, ob eine ,,6“ gefallen
ist, so wird man als Ereignisraum

Q = {6, nicht 6}

wahlen.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie will man Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit
von Ereignissen machen. Beispiele fiir Ereignisse sind dabei
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Beispiel 1.14 Es wird eine gerade Zahl gewiirfelt.

Beispiel 1.15 Es geschehen mehr als 100 Unfélle am 01.03.1997 auf den Bundes-
autobahnen.

Beispiel 1.16 Beim zweimaligen Wiirfeln ist die Augensumme 7.

Beispiel 1.17 Beim 6 aus 49 Lotto ist eine der Zahlen die 1.

Beispiel 1.18 Die Lebensdauer der Gliihbirne liegt zwischen 100 h und 150 h.
Beispiel 1.19 Die Kugel liegt in dem Rechteck [a, b1] X [az, bs].

Ereignisse entsprechen also Teilmengen des Ereignisraumes.

Gelegentlich nennt man auch die Einpunktmengen des Ereignisraumes Elementarer-
etgnisse.

Aufgabe 1.5 Gebe fiir die folgenden Beispiele den Ereignisraum und die Ereignisse
an:

a) Zweimaliges Wiirfeln, Ereignis = Gesamtaugenzahl < 10.

b) Bei einer Untersuchung werden die Personen nach ihren Geburtstagen befragt.
Ereignis = Hat im Marz Geburtstag.

c) Es wird die Studiendauer (in Semestern) von Studenten der Universitdt X
untersucht. Ereignis = studiert héchstens 6 Semester.

Wir haben oben Ergebnisse (Ereignisse) als Teilmengen des Ereignisraumes inter-
pretiert.

Im Falle stetiger Modelle bedeutet dies aber noch nicht, dafl auch alle Teilmengen von
2 messbaren Ereignissen entsprechen. Allerdings gibt es hier Mengen, die besonders
ausgezeichnet sind. Falls 2 = R, so sind dies Intervalle, denn beispielsweise ist es
sinnvoll zu sagen: Die Lebensdauer der Gliihbirne liegt zwischen 100 h und 160 h.
Falls 2 € R", so sind die entsprechenden Mengen n-dimensionale Rechtecke oder
Kugeln. Wir wollen solche Ereignisse (Mengen) natirliche Mengen nennen.

Im Falle diskreter Modelle wahlen wir einfach die Elementarereignisse als natiirliche
Mengen.

Aufgabe 1.6
a) Man bestimme die relative Haufigkeit der Buchstaben A, B, ... in einem deut-
schen (englischen, franzosischen) Text.
b) Analog bestimme man die relative Hiufigkeit von Worten mit 1,2, ... Buchsta-
ben.

Aufgabe 1.7 Bestimme aus 1000 Zufallszahlen die relative Haufigkeit fiir:

a) 1. Ziffer ist ungerade
b) 2. Ziffer ist 7
c¢) 1. Ziffer plus 2. Ziffer < 6
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1.2 Die Algebra der Ereignisse

Wir haben in 1.1 Ergebnisse als Teilmengen des Ereignisraumes () interpretiert.
Dies erlaubt es uns, auf besonders einfache Weise die Beziehungen zwischen den
Ereignissen durch Mengenoperationen auszudriicken.

Betrachten wir zunédchst das Beispiel des zweimaligen Wiirfelns. Der Ereignisraum
Q2 besteht dann aus allen Paaren von Zahlen 1,2,....6.

QO =1{(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),....(6,6)}.

Betrachten wir hier die folgenden Ereignisse

A:  Die Augensumme ist gerade
B: Die Augensumme ist > 10
C:  Es wird mindestens einmal die 6 gewiirfelt.

Wir konnen dann auch schreiben:

Q = {(m,n)mn=12,...6}
A = {(m,n) € Qm+n € 2N}
B = {(m,n) € Qm+n > 10}
C = {(6,n),(n,6)n=1,2,...,6}

Das Ereignis: Die Augensumme ist ungerade, ist dann genau die Menge
A = {(m,n) € Qf(m,n) ¢ A}.

Das Ereignis: Die Augensumme ist gerade und > 10 ist offensichtlich genau die
Menge AN B.
AN B = {(m,n)lm+n = 10,12}

Dagegen ist A U B das Ereignis: Die Augenzahl ist gerade oder > 10. Wie wir se-
hen, haben die Operationen Durchschnitt, Vereinigung und Komplement eine grofie
Bedeutung fiir Ereignisse. Offensichtlich tritt das Ereignis €2 immer ein, denn beim
zweimaligen Wiirfeln féllt genau ein Zahlenpaar.

Q selber wird daher als das sichere Ereignis bezeichnet. Dagegen bezeichnet () das
unmdgliche Ereignis. Die Beziechung A C D bedeutet also in unserer Sprache: Wann
immer A eintritt, tritt auch D ein.

Wir fassen diese Regeln nun zusammen. Dabei bezeichnet €2 einen Ereignisraum und
A, B, ... seien Ereignisse.

Bedeutung
Q das sichere Ereignis
0 das unmogliche Ereignis
ACB A impliziert B; wenn A dann B
ANB A und B geschehen gleichzeitig
AUB A oder B geschehen
O\A = A° A tritt nicht ein

Aufgabe 1.8
a) Wie sieht die Menge aus, die das Ereignis: A oder B geschehen, aber es treten

nicht A und B gleichzeitig ein, beschreibt?
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b) Beschreibe das Ereignis A N (Q\B) in Worten.

c¢) Beschreibe das Ereignis A N BN C in Worten und bestimme AN B N C im
obigen Beispiel.

Gilt fiir Ereignisse A;,i = 1,..., A4, N A; = 0 fiir ¢ # j, so nennt man sie disjunkt.
Disjunkte Ereignisse konnen also nicht simultan eintreten, sie schliefen einander aus.
Die Vereinigung disjunkter Ereignisse werden wir mit ) A; bezeichnen.

Aufgrund der oben motivierten Operation wird man nun fiir das System » aller
Ereignisse fordern.

Yoy e

Yot AedY = A=0N\Ae)

Y3 ABe) =AuBe);

Y1, o und ) . sind gerade die Axiome fiir eine Mengenalgebra. Wir nennen daher
auch ) die Ereignisalgebra. Eine unmittelbare Konsequenz aus » 3;, >, und ) _, ist

A A €Y = AU UAL AN . NA €. (1.2)

Aufgabe 1.9 Beweise (77).

Lemma 1.1 Sind ) ;i € I Mengenalgebren iiber der gleichen Grundmenge €, so
ist auch > = n >, eine Mengenalgebra.
1€

Beweis: Offensichtlich gilt Q € . fiir alle ¢ € I. Also gilt auch Q € ). Es sei nun
A,Be) ,dh A Be)  Viel. Alsogilt auch A, AUB € ), Vi € I. Daher mufl
auch A°, AUB € ) sein.

Ist nun &£ ein beliebiges System von Teilmengen einer nichtleeren Menge €2, so ist
offensichtlich

Z(S) = ﬂ Z, Z ist Mengenalgebra, und & C Z

die kleinste Mengenalgebra, die £ enthélt.
Definition 1.1 > (&) ist die von &£ erzeugte Mengenalgebra.

Wir haben schon die Bedeutung der natiirlichen Ereignisse hervorgehoben, denn es
sind genau solche Ereignisse, die im Rahmen eines Modells eine besonders einfache
Interpretation haben. Diese sollten daher unbedingt zu > gehoren.

Wir fordern daher zusétzlich fiir das System & der natiirlichen Ereignisse

Y £C).

FEine unmittelbare Konsequenz davon ist

2.(€) €2

Unendliche und stetige Systeme stellen Idealisierungen tatséchlicher Gegebenheiten

dar. Man wird daher auch noch zusétzliche “Stetigkeitsbedingungen” bei unendli-
chen Wahrscheinlichkeitsmodellen fordern. Von solcher Art ist

Yost A Ay e, AchQCAS...:iLjIAieZ.
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> 5 bedeutet gerade, daf8 ) auch stabil ist beziiglich des Grenzprozesses UA;, wenn
A; T

Lemma 1.2 Gilt fiir eine Mengenalgebra | das Axiom ) . so ist ) abgeschlos-
sen unter abzihlbaren Durchschnitten und Vereinigungen, d.h. insbesondere gilt fiir

A Ay, €Y

i) i:leAi €y

i) NAey
iii) limA; = nogl ?jn Aey

n=1 i=n

Beweis: Es gilt B; = (A1 U...UA;) t dh. B, C B;y; und B; € ). Wegen ) . gilt
dann UA; = UB; € 3. Es ist ,‘Flei = ((NA4;)°)c = (UA9)°.

Nach dem eben gezeigten, gehort aber AS und UAS zu ). Also gilt auch NA4; € ).
Die restlichen Aussagen sind nun trivial.

Aufgabe 1.10 Man zeige: Fiir eine Mengenalgebra ) sind dquivalent:
s Aied AT = OL;AiEZ

Yot Aied =>OZLin€Z

S A€, AL dh Ay C A = OriA,- ey
s A€ =>C§A¢€Z
>os, 0 Ai €20, A disjunkt = OZLin = iAi €y

Definition 1.2 Eine Mengenalgebra ), die ) . bzw. eine der dazu dquivalenten
Bedingungen Zsi,i =1,...,4, erfiillt, heifit o-Algebra.

Aufgabe 1.11 Es sei () eine nichtleere Menge. Dann sind

a) > = {20}

b) > o =1{A C Q|A oder A° ist endlich }
Mengenalgebren.

c) P(Q2) = {A|A C Q} die Potenzmenge von (2

d) >, ={A]A C Q, A oder A ist abzéhlbar }

sind sogar o-Algebren.

Aufgabe 1.12 Sind ) .,i € I, o-Algebren iiber €, so ist auch > = (] )_, eine
iel

o-Algebra.
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Aufgabe 1.13 Es sei () eine nichtleere Menge und A;,..., A, C Q. Fir & =
{Ay,..., An} zeige, daB > (&) endlich ist und schétze | Y (€)|, die Anzahl von ) (€)
ab.

1.3 Die Wahrscheinlichkeit

In 1.2 haben wir den zufélligen Ereignissen Elemente der o-Algebra ) der Er-
eignisalgebra zugewiesen. Es gilt nun noch die Wahrscheinlichkeit fiir jedes dieser
Ereignisse festzulegen. Wir werden uns dabei am Begriff der empirischen Wahr-
scheinlichkeit orientieren.

Nehmen wir also an, A sei ein Ereignis bei einem Zufallsexperiment. Fithren wir
dieses Experiment n-mal unabhéngig durch und beobachten dabei n -mal A, so
haben wir mit

P,(4)="4

n

die relative Hdufigkeit von A bezeichnet. Es gilt nun offensichtlich:
P,(Q) =1, P,(0) =0, 0< P, (A) <1
Sind A und B disjunkte Ereignisse, so sieht man auch leicht
P,(A+ B) = P,(A) + P.(B).

Fiir die empirische Wahrscheinlichkeit P(A) = limP,(A) hat dies die folgenden
Konsequenzen:

P : P(A)>0

P2 . P(Q) =1

Py;: P(A+ B)=P(A)+ P(B)

Durch Induktion folgt hieraus ohne grofie Schwierigkeit

(54) - S

In Zukunft wollen wir fiir die Wahrscheinlichkeit stets P, P, und P; voraussetzen,
auch wenn es sich nicht um empirische Wahrscheinlichkeit, wie in den folgenden
Beispielen handelt.

Beispiel 1.20 Bei einmaligem Wiirfeln mit einem , fairen® Wiirfel sind alle Zahlen
gleichwahrscheinlich. Da Q = {1,2,3,4,5,6} und P({1}) = P({6}) muf} also wegen
P2 und P3 P({i}) = 1/6 sein.

Beispiel 1.21 Zieht man aus einem Skatspiel jeweils 1 Karte, so kommt jede Kar-
te gleichwahrscheinlich dran. Wir haben also Q = {1,2,...,32}, und die gleiche

Uberlegung, wie in Beispiel 1.20 zeigt P({i}) = =
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Beispiel 1.22 Es wird ein Paar fairer Wiirfel geworfen. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, da} die Augensumme 7 ist? Da wir annehmen, dafl die Wiirfel fair
sind, ist jedes Ergebnis (m,n), m,n = 1,...,6, gleichwahrscheinlich. Da es insgesamt
36 solcher Paare gibt, tritt jedes Paar (m,n) mit der Wahrscheinlichkeit 1/36 ein.
Gefragt aber ist nach dem Eintreffen des Ereignisses {(1,6), (2,5), (3,4), (4, 3), (5, 2),

(6,1)}. Wegen P3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir & = ¢.

Aufgabe 1.14 3 faire Miinzen werden geworfen. Berechne die Wahrscheinlichkeit
fiir die folgenden Ereignisse:

A = Es fillt genau 1 mal Kopf
B = Es fallt genau 2 mal Kopf
C = Es fillt hochstens 1 mal Kopf.

Aufgabe 1.15 Wie grof§ ist beim 2-maligen Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel die
Wahrscheinlichkeit, daf§ die Augensumme < 8 (9,10, 11,12) ist?

Beim Miinzenwerfen wird man bei einer halbwegs ebenméfligen Miinze, diese als fair
ansehen konnen. Dies ist tatséchlich der Fall, wie die Experimente der Mathematiker
Buffon und Pearson gezeigt haben (k = Kopf).
n g P,
Buffon 4040 2048 10,5080
K. Pearson 12000 6019 0,5016
K. Pearson 24000 12012 0,5005
Das Modell, das das Miinzewerfen beschreibt, hat daher die Form

Q={K.z}, ) =PQ), P{K})=1/2=P({Z})

Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsmodellen wird im Allgemeinen Py, P, und Pj
nicht ausreichen um P zu bestimmen und um fiir P ein Kalkiil zu entwickeln. Wir
brauchen also noch eine weitere Annahme, die die Stetigkeit von P beziiglich der
durch ). zugelassenen Grenzoperationen garantiert. Sinnvoll ist hier

Pr: Ai€ Y Ait= P(A) 1 P(UA).

Man konnte auch

Py A€ Z disjunkt = iP(AZ-) = P(i,qi)

oder
Py, : A;€) A l= P(A) | P(NA;)

fordern. Wie wir sehen werden, sind diese Bedingungen #quivalent.
Lemma 1.3 Die Bedingungen Py, Py, , Py, sind dquivalent.

Beweis: P, = P,,: Es seien Ay, Ay, ... disjunkt. Dann haben wir

n

S P(A) =P (ZA> + PUA)
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und daraus folgt die Behauptung
Py, = P, : Essei B; = A;\A;_1, Ao = 0. Dann sind die B; disjunkt und A,, = EJlBZ-.
Dies gibt

P(4,) =S P(By) 1Y p(B:) = P (3 Bi) = P(UA),

Fiir die restliche Behauptung verwende Komplemente.

Definition 1.3 Es sei 2 eine nichtleere Menge und ) eine o-Algebra iiber 2. Eine
Funktion P : > — R heiit Wahrscheinlichkeitsmafi (W.MaB), wenn P1, P2, P3, P4
gilt.

Definition 1.4 Ein Tripel (£2,), P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum (W.Raum),
wenn {2 eine nichtleere Menge ist, > eine o-Algebra iiber  ist und P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf " ist.

Beispiel 1.23 Eine faire Miinze werde so haufig geworfen, bis zum erstenmal Kopf
fallt. Es ist hier
ON={K,ZK,ZZK,ZZZK,...}.

Schreiben wir fiir
Z...ZK=7"K,
1
so gilt offensichtlich
P(Z"K) = 2~ (1),

denn die Reihenfolge Z...ZK = Z"K ist eine von 2""! gleichwahrscheinlichen
Méglichkeiten. Sicherlich definiert die Festlegung P(Z"K) = 2"+ zusammen mit
P3 ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2, wenn man

P(A)= > P(Z'K)= Y 27
ZnKecA Z"KeA

definiert. Denn dann gilt trivialerweise P1. Ferner ist
P(Q) =) P(Z'K)=) 27" =1,
n=0 n=0

Die Wahrscheinlichkeit etwa, dafl das Spiel vor dem 5. Wurf abbricht, ist
1 1 1 1 15
PHK,ZK,ZZK,ZZZK})=-+ -+ -+ — = —.

Wir haben bisher die Eigenschaften von P und > so festgelegt, daf sie aufeinan-
der bezogen sind. Dies betrifft insbesondere die Stetigkeitsforderungen » . und Pj.
Natiirlich kénnte man auch ) . durch

St A€) iel=UAED .

Dann miifite man entsprechend auch

fordern. Daf3 dies zu einem Widerspruch fiihrt, sieht man aus folgendem
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Beispiel 1.24 Drehen eines Gliicksrades. Die Position eines Gliicksrades wird durch
den Winkel o bestimmt. Es ist also 2 = [0, 27). Ist A ein Winkelintervall, so werden

wir
_ Bogenlénge von A

setzen.
27

P(A)

Wenn nun ) = P(Q2) und wenn Pj fiir beliebige Vereinigungen gilt, so haben wir
fir Aed’

P(A)=) P({w})=> 0=0.

weA w€EA
Das aber ist unméglich.

Also kann man die Axiome ). und P, nicht durch die wesentlich stérkeren Annah-
men, namlich )., und Py ersetzen.

Aufgabe 1.16 Eine faire Miinze werde solange geworfen, bis zweimal das gleiche
Ergebnis hintereinander féllt. Beschreibe den Ereignisraum und gebe die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Elementarereignisse an.

Definition 1.5 Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, >, P) heiit diskret (endlich),
wenn ) abzidhlbar (endlich) ist.

Satz 1.1 Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes
(Q,>7,P) mit >, = P(Q) ist eindeutig durch seine Werte P, = P({w}) auf den

Elementarereignissen bestimmt.

Beweis: Es gilt fiir A C

P(A) =) P({w})

w€eA

wegen P, .

Satz 1.2 Ist umgekehrt €2 eine abzéhlbare Menge und p : 2 — R eine Funktion, so
daB p(w) > 0 und > p(w) =1, so wird durch
weN

P(A) =) plw)

wEA

ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf P(§2) definiert.
Beweis: Definiert man nun P(A) wie oben, so gilt offensichtlich

P(A) >0, P(Q)=1und P(A+ B) = P(A) + P(B).

Es seien nun Ay, ... disjunkt. Dann gilt
Y P(A) =) Y plw)= ) plw) = P(UA),
7 i ijAi ijUAi

da die Reihe rechts absolut konvergiert und da absolut konvergente Reihen beliebig
umgeordnet werden diirfen.
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Aufgabe 1.17 Es sei ) eine Mengenalgebra und P : Y — R eine Funktion, die
Py, P, und P erfiillt. Dann gilt fiir A, B,... € >

i) Ac B= P(A) < P(B)

i) P(A°) =1— P(A)

i) P(AUB) + P(AN B) = P(A) + P(B)
) P

( 4;) < ;P(fm

i

1ii

iv

Aufgabe 1.18 Es sei (2, , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B,C € ).
Dann gilt PLAUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANnB)—P(ANC)—P(BN
C)+ P(ANBNCO).

Beispiel 1.25 Um den Satz anzuwenden, berechnen wir, wie grof3 die Wahrschein-
lichkeit ist, aus einem Skatspiel eine Kreuz-Karte oder ein As zu ziehen. Dann ist
etwa Q = {1,2,...,32}.

A = Menge aller Kreuzkarten = {1,...,8}
B = Menge aller Asse = {1,9,17,25}.
Ferner gilt p({1}) = ... = P({32}) = 55. Also haben wir
1 11
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) = 32[8+4— 1] = e

1.4 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Mit den in 1.1, 1.2 und 1.3 entwickelten Begriffen kénnen wir das Modellieren von
Zufallssystemen im einfachsten Fall wie folgt beschreiben.

Bestimme fiir das gegebene Zufallsereignis einen geeigneten Wahrscheinlich-
keitsraum.

Um dies zu tun, mufl man zunéchst entscheiden, ob das Modell diskret oder stetig
sein soll, wenn dies nicht schon ohnehin klar ist. Dann kann man sich an folgendem
Schema orientieren.

System Modell

Elementarereignisse Punkte aus 2, dem Ereignisraum
natiirliche Ereignisse natiirliche Mengen, £
Ereignisalgebra Yo=>(E)

Wabhrscheinlichkeit P(A), Ae)]

Diskrete Modelle

2 = Raum der Elemtarereignisse

natiirliche Ereignisse = Elementarereignisse

2. = 2 =P

P ist durch seine Werte auf den Elementarereignissen P({w}) eindeutig bestimmt.
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Stetige Modelle

2 = Raum der Elementarereignisse, meist gilt 2 C R"™.
Natiirliche Elementarereignisse — Quader, Kugeln im R™.

> = L(Q) = Menge der Borelmengen

Bei den stetigen Modellen ist nun die Bestimmung von P wesentlich schwieriger,
da man insbesondere davon ausgehen muf}; dafl P unmittelbar nur auf £ definiert
werden kann. Die Definition von P auf >  vollzieht man allgemein in folgenden
Schritten

P auf vorgegeben

&
i}

Festlegen von P auf A(E), der von & erzeugten Mengenalgebra
i}

Festsetzen von P auf  (£), der von & erzeugten o-Algebra.

Wiéhrend die Bestimmung von P auf A(E) unproblematisch ist, erfordert die Fortset-
zung von P auf ) (&) einigen mathematischen Aufwand, wie etwa einen Fortset-
zungs- und Eindeutigkeitssatz (siehe Kapitel 3), insbesondere mufl hier an P eine
gewisse Stetigkeitsforderung gestellt werden.

An dieser Stelle erhebt sich natiirlich die Frage, warum man nicht schlieBlich ) =
P(Q) wie im diskreten Fall erreichen kann. Dafl dies im Allgemeinen nicht méglich
ist, hdngt mit der Existenz nichtmefbarer Mengen in R zusammen [vgl. hierzu H.
Bauer Wahrscheinlichkeitstheorie und Mafitheorie § 8]. Nichtmefbare Mengen sind
dabei Mengen, deren Existenz mit P4 unvertraglich ist.

Die Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmodells fiir ein Zufallssystem reduziert
sich daher im einfachsten Fall auf die Festlegung von P auf &£.
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Kapitel 2

Geometrische und Diskrete
Modelle

2.1 Geometrische Modelle

In diesem Kapitel wird das Wahrscheinlichkeitsmafl P in den Modellen als a priori
Wahrscheinlichkeit festgelegt. Dies ist nicht immer unproblematisch, wie das Bert-
rand’sche Paradox zeigt.

Bertrand’sches Paradox:

In einen Einheitskreis wird willkiirlich eine Sehne S gezogen. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafi die Sehne lénger ist als die Seite eines dem Kreis einbeschriebenen
gleichseitigen Dreiecks?

1. Losung: Aus Symmetriegriinden kénnen wir die Richtung der Sehne S als fest
annehmen. Zeichne nun senkrecht zu S den Durchmesser D. Wir kénnen dann €2
mit der Menge der Schnittpunkte von S und D identifizieren, 2 = [0, 2]. Man sieht

dann leicht, daf§ S die geforderte Bedingung erfiillt, wenn S D zwischen % und %

schneidet. Wir haben also P([%, %]) zu bestimmen. Jeder Schnittpunkt kommt aber

gleichméBig haufig vor. Also gilt

D
S
P 1 3\  Lingevon [5,3] 1 w o
2’2)  Lingevon D 2 ®

2. Lésung: Aus Symmetriegriinden kénnen wir einen der Schnittpunkte der Sehne
mit dem Kreis A fixieren. Die Lage der Sehne wird dann eindeutig durch den Winkel
w € [F, 5] bestimmt. Der gewiinschte Winkelsektor A wird dann gerade durch den
schraffierten Bereich gegeben. Argumentiert man wie eben, sieht man P(A) = %,
denn dieser Winkelsektor hat den Offnungswinkel 60°.
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60°

3. Losung:

Die Lage der Sehne wird eindeutig durch
die Position des Sehnenmittelpunktes be-
stimmt. w kann Werte im Einheitskreis an-
nehmen. Das gesuchte Ereignis tritt offen-
sichtlich dann ein, wenn w weniger als % vom
Kreismittelpunkt weg ist.

Wir haben damit

Flache eines Kreises mit Radius % 1

A) = = —.
( Flaches des Einheitsreises 4

Die verschiedenen Ergebnisse haben ihren Ursprung offensichtlich darin, dafl wir
hier 3 verschiedene Modelle fiir den gleichen Vorgang erstellt haben. Willkiirlich
bzw. zufillig wurde dann jeweils so interpretiert, dafl P die Gleichverteilung in dem
entsprechenden Modell ist.

Das Verabredungsproblem:

Zwei Personen A, B verabreden sich zwi-
schen 16.00 und 17.00 Uhr am Postamt.
Jeder will genau 15 Minuten warten. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafi sie 1
sich treffen, wenn die Ankunftszeit eines
jeden willkiirlich ist? Jedes Elementarer-
eignis ist hier (z,y). Dabei bezeichnet x
die Ankunftszeit von A in Stunden nach
16.00 Uhr und y die entsprechende An- 3/4
kunftszeit von B. Wir kénnen also €2 als 1/4 (z,y)
[0,1] x [0, 1] interpretieren. Willkiirlich be-
deutet in diesem Fall P(C) = Fliche von
C, ndmlich die Gleichverteilung auf 2. A
und B treffen sich, wenn ihre Ankunfts-
zeiten in dem schraffierten Bereich lie-
gen. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ sich bei-

de treffen, ist damit 1 — (2) = .

14 1
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Buffon’sches Nadelproblem

Eine diinne Nadel der Lange 2¢ werde zufillig auf einen FuBBboden geworfen, der aus
langen Brettern der Breite 2L besteht. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die
Nadel iiber einer FuBlbodenritze liegt?

Die Lage der Nadel in Bezug auf unser Pro-

blem wird eindeutig durch den Abstand y des \L /ﬁ
Nadelmittelpunktes M von der nordlichen Y

Ritze und dem Winkel o bestimmt (Zeich- ¢ M q\
nung), da die horizontale Richtung (z Rich- 2L
tung) fiir unser Problem offensichtlich irrele- $

vant ist.
Die folgenden 8 Positionen der Nadel gehen auseinander offensichtlich durch Sym-

metrieabbildungen hervor. Wir haben daher

N
N

~._

N

Fliache der Treffer, wenn 0 < o < 7 und es wird die Nordritze getroffen

Gesamtflache

Ein Treffer liegt offensichtlich genau dann vor, wenn /¢ - sin v > y.
Die dazugehorige Fléche ist schraffiert ge-
zeichnet. Thr Fliacheninhalt ist [. Damit

I haben wir
2
P = 8£ -2a = —B
2 ma
Durch das Buffon’sche Experiment lie-
L, @ Be sich also experimentell © bestimmen,
0 ! x wenn das Modell richtig ist. Tatséchlich
2 ist die Ubereinstimmung mit Experimen-
ten recht gut.
n Exp. Wert von 7
5000 3,1596 Wolf (1850)

3204 3,1553 Smith (1855)
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Aufgabe 2.1 Eine Miinze vom Durchmesser d werde willkiirlich auf einen Fuf-
boden geworfen, der aus langen Brettern der Breite L besteht. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, daf3 die Miinze auf einer Ritze liegt?

Aufgabe 2.2 Eine Miinze vom Durchmesser d werde willkiirlich auf einen quadra-
tisch gefliesten FuBlboden geworfen. Die Fliesen haben die Mafle L x L. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, daf§ die Miinze auf einer (zwei) Ritzen liegt?

2.2 Diskrete endliche Modelle

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit endlichen Wahrscheinlichkeitsmodellen be-
schéftigen, die hauptsédchlich zur Beschreibung von Zufallsgeréiten dienen. Die mei-
sten Zufallsgerdte sind so gebaut, dafl jedes Elementarereignis die gleiche Wahr-
scheinlichkeit hat. Solche Zufallsgeréte werden wir als fair bezeichnen. Etwas allge-
meiner bedeutet fair, dafl a priori Wahrscheinlichkeit und empirische Wahrschein-
lichkeit iibereinstimmen.

Ist nun 2 = {wy,...,w,} der Ereignisraum fiir ein solches faires Zufallsgerit, so ist
> =P(2). Da nach Annahme P({wr}) =p1 = ... = P{w;}) =p; und > p;, =1
muf} p; = % sein. Damit ist aber der Wahrscheinlichkeitsraum schon vollstéandig

beschrieben. Die Wahrscheinlichkeit P(A) fir A C © wird dann

P(A) = Z 1 Anzahl der Elemente vonA  |A|  Anzahl der giinstigen Félle
)= = n Anzahl der Elemente vonQ Q| Anzahl aller Falle

(2.1)
Ein solches Modell nennen wir einen Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum mit
n Elementen. In solchen Modellen reduziert sich die Berechnung von P(A) nach
(??) meist auf ein kombinatorisches Problem. Solche Fragestellungen wollen wir im
folgenden behandeln. Dabei bezeichne |A| die Méachtigkeit der Menge A und A x B
das kartesische Produkt von A und B.

Lemma 2.1 Es seien Ay, ..., A; endliche Mengen. Dann gilt
|Ay X .o X Al = |Aq] - Ak
Beweis: Induktion nach k.

Beispiel 2.1 In einem Skatspiel gibt es vier Farben:
A = {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und 8 Werte

B = {As, 10, Konig, Dame, Bube, 9, 8, 7}.

Also enthilt ein Spiel |A x B| =4 - 8 Karten.

Beispiel 2.2 Klassifiziert man Personen nach Geschlecht, Religion (3 Religionen),
politischer Entscheidung (4 Moglichkeiten) und nach Beruf (15 Berufe), so gibt es
2-3-4-15 = 360 Moglichkeiten.

Aufgabe 2.3
a) In der Stadt X haben die Autokennzeichen 2 Buchstaben und 3 Ziffern. Wiviel
Autos konnte man dort registrieren lassen?
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b) Es bezeichne €2 den Ereignisraum fiir sechsmaliges Wiirfeln. Berechne [2].

¢) Eine Miinze wird zehnmal geworfen. Wieviel Ergebnismoglichkeiten gibt es?
Aufgabe 2.4 Wieviel Spielmdoglichkeiten gibt es beim 12er Toto?

Wiirfelt man dreimal nacheinander, so gibt es 6 - 6 - 6 = 216 Moglichkeiten. Mit
Hilfe dieses Satzes lassen sich bereits einfache Beispiele berechnen. Wir wollen die
Beispiele durchrechnen, die zur Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie fithrten.
Im 17. Jahrhundert wurde folgendes Wiirfelspiel gespielt: Man wiirfelte viermal hin-

tereinander und die Bank gewann, wenn der Spieler mindestens eine Sechs wiirfelte.
Lohnte sich das Geschéft fiir die Bank?

Als Ereignisraum 2 wéhlen wir die Menge der geordneten 4-Tupel der Zahlen 1,2, 3,
4,5,6. Nach obigem Satz besteht er aus 6* Elementen. Jedes Elementarereignis hat
die Wahrscheinlichkeit 6%1. In dem Beispiel ist es einfacher, die Wahrscheinlichkeit
des Gegenereignisses: , der Spieler gewinnt* bzw. ,in allen 4 Wiirfeln kommt keine 6
vor® zu berechnen. Dieses Ereignis besteht aus allen 4-Tupel der Zahlen 1,2, 3,4, 5,
enthilt also 5* Elementarereignisse. Also ist P (,,der Spieler gewinnt®) :g—i ~ 0,482,
P (,die Bank gewinnt“) =1 — 2—i ~ 0,518. In mehr als der Hailfte aller Falle wird
also die Bank gewinnen.

Der Chevalier de Méré hatte sich ein dhnliches Spiel ausgedacht: Man wiirfelt 24 mal
mit zwei Wiirfeln und gewinnt, wenn man keine doppelte Sechs wirft. Er meinte, die
Chancen seien die gleichen, wie bei dem ersten Spiel. Da in Wirklichkeit aber bei
diesem Spiel der Spieler 6fter gewann als die Bank, wandte er sich an den Mathema-
tiker Pascal. Wollen wir die Chancen bei diesem Spiel berechnen, so wéhlen wir als
Ereignisraum alle 24-Tupel von Paaren der Zahlen 1,2,3,4,5,6. Er hat (6-6)%* Ele-
mente. Giinstig fiir den Spieler sind alle 24-Tupel von Paaren aufler dem Paar (6,6),
also (35) Fille. Die Wahrscheinlichkeit des Gewinns des Spielers ist g’g% ~ 0, 508.
Die Chancen sind fiir den Spieler also giinstiger als fiir die Bank.

Permutation: Das Lemma lé8t sich auch so interpretieren: £ aufeinanderfolgende
Entscheidungen (Auswahlverfahren) mit genau n; Mdaglichkeiten beim i-ten Schritt
fiihren zu ny - ny, - - - ng verschiedenen Ereignissen.

Wir wollen dieses Ergebnis auf folgenden Fall anwenden: Es sei ein Topf mit n
verschiedenen Kugeln {ay, ..., a,} gegeben. Wir wollen wissen, auf wieviele Weisen
man r mal, r < n, Kugeln aus diesem Topf ziehen kann. Wir miissen dabei die
folgenden Félle unterscheiden:

i) Nachdem eine Kugel gezogen ist, wird nur das Ergebnis notiert und die Kugel
wird wieder in den Topf gelegt (Auswahl mit Wiederholung)

ii) Ist eine Kugel einmal gezogen, wird sie nicht wieder zuriickgelegt (Auswahl
ohne Wiederholung)

Dieses Problem fiihrt auf folgende Definition.

Definition 2.1 Essei A = {ay,...,a,} eine Menge mit n Elementen. Jedes geord-
nete r-Tupel (a1,...a,) € A x ... x A = A" heifit eine r-Permutation von A mit
Wiederholung. Eine r-Permutation, die aus lauter verschiedenen Elementen besteht,
heifit r-Permutation ohne Wiederholung.
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Frither wurden r-Permutationen auch als Variationen bezeichnet.

Satz 2.1 Essei A ={ay,...,a,}. Dann gibt es genau n” r-Permutationen mit Wie-
derholung r = 1,2,... und n(n—1) - - - (n—r+1) r-Permutationen ohne Wiederholung
r=1,...n.

Beweis:

a) Jede r-Permutation mit Wiederholung beschreibt genau ein Element aus A"
und umgekehrt ist jedes Element aus A" eine r-Permutation mit Wiederholung.
Wegen des Satzes (2.1) gilt |A"| = |A|" =n".

b) Jede r-Permutation ohne Wiederholung entspricht genau einem Auswahlverfah-
ren von r-Elementen aus einem Topf, wobei die Elemente nicht zuriickgelegt
werden. Beim ersten Schritt hat man genau n Moglichkeiten. Beim zweiten
Schritt nur noch n — 1 Moglichkeiten. Beim dritten Mal sind es nur noch n — 2
Moglichkeiten. Beim r-ten Mal haben wir noch n — r + 1 Moglichkeiten, so
daf es wegen unserer Bemerkung oben insgesamt genau n(n—1)...(n—r+1)
Moglichkeiten gibt.

Beispiel 2.3 Das Direktorium einer Gesellschaft autorisiert die Gesellschaft 3 von
10 Topmanagern zu befordern und zwar einen zum Vizeprasidenten, einen zum 1.
Stellvertreter des Vizeprasidenten und einen zum 2. Stellvertreter. Wieviele Beforde-
rungsvorschliage gibt es?

Offensichtlich entspricht ein solcher Vorschlag genau einer 3 Permutation ohne Wie-
derholung aus 10 Elementen. Es gibt also genau 10 -9 - 8 Moglichkeiten.

Beispiel 2.4 Das Geburtstagsproblem — auf einer Party sind r Personen. Wie grof§
ist die Wahrscheinlichkeit P,., daf§ alle an verschiedenen Tagen Geburtstag haben?

Nehmen wir an, dafl das Jahr 365 Tage hat, so kénnen wir, wenn wir uns die Leute der
Reihe nach aufgestellt denken, dieses Arrangement als eine r-Permutation auffassen.
Davon gibt es 365" aber nur 365 - 364 - - - (365 — r + 1) davon sind r-Permutationen
ohne Wiederholung.

Es ist also

Anzahl der giinstigen Félle  365-364...(365 —r +1)
Anzahl der moglichen Fille 365"

P =

r 5 10 20 22 23 30 50 60
P, 0,973 0,883 0,589 0,524 0,493 0,294 0,030 0,006

Aus der Tafel sehen wir, dafl man getrost wetten kann, daf§ auf einer Party mit r
Personen zwei am gleichen Tag Geburtstag haben, sobald r > 23 ist.

Beispiel 2.5 Es gibt n! =n(n—1)---2-1 Moglichkeiten, n Elemente auf verschie-
dene Weise anzuordnen, denn jede solche Anordnung entspricht einer n-Permutation
ohne Wiederholung.
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Beispiel 2.6 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit beim Wiirfeln mit 6 fairen Wiirfeln
lauter verschiedene Augenzahlen zu erzielen? Antwort g—é.

Sieht man bei den r-Permutationen von der Anordnung ab, erhélt man den Begriff
der r-Kombination.

Definition 2.2 Essei A = {ay,...,a,} eine Menge mit n-Elementen. Eine Teilmen-
ge von r-Elementen, r < n, von A wird auch eine r-Kombination von A genannt.

Satz 2.2 Es gibt genau

(n) n(n—1)...(n—r+1) nl

r

r! rli(n —r)!
r-Kombinationen einer n-elementigen Menge.

Beweis: Es sei C),, die Anzahl aller 7-Kombinationen. Ordnen wir noch alle dieser
Kombinationen auf die r! verschiedenen Weisen an, so erhalten wir alle » Permuta-
tionen ohne Wiederholung. Also gilt n(n — 1)---(n —r + 1) = C,,r! und daraus
folgt das Ergebnis.

Beispiel 2.7 Es gibt (469) Spielmoglichkeiten beim ,,6 aus 49 Lotto.

Beispiel 2.8 Es gibt (i’g) Moglichkeiten 10 Karten aus einem Skatspiel zu ziehen.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, 4 Buben zu haben? Um 4 Buben zu haben,
kénnen die anderen 6 Karten aus den restlichen 28 willkiirlich gew#hlt werden. Davon
gibt es (268) Moéglichkeiten. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

Anzahl der giinstigen Félle (268)

Anzahl aller Fille N (ig)

= 0,00595.

Also sind etwa in jedem 60. Skatspiel alle Buben in einer Hand, da es in einem
Skatspiel 3 Spieler gibt.

Aufgabe 2.5 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit beim Skatspiel, daf3 der Spieler
(10 Karten + 2 Karten Skat) 4 Buben hat?

Beispiel 2.9 Ein Losverkaufer hat 100 Lose in seinem Topf. Davon sind 90 Nieten
und 10 Gewinne. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit beim Kauf von r Losen min-
destens 1 Gewinnlos zu haben? Bei diesem Beispiel ist es giinstiger zu fragen, wie
grofl die Wahrscheinlichkeit ist, kein Gewinnlos zu haben. Insgesamt gibt es (120)
Moglichkeiten, r Lose zu ziehen.

Aber es gibt nur (QTO) Moglichkeiten, nur Nieten zu ziehen. Also ist die Wahrschein-
lichkeit, nur Nieten zu ziehen

(™) 90-89...(90 —r+1)

r —

(")~ 100-99...(100 —r + 1)’

90...(90—r+1)
100...(100—r+1)
90-89 __ 890 _ 21

100-99 110 — 110°

Beim Kauf von r Losen hat man mit der Wahrscheinlichkeit 1 — min-

destens ein Gewinnlos. Fiir r = 2 erhélt man etwa 1 —
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Beispiel 2.10 Von einer Sendung von 100 Schaltern weifl man, daf sie 10 unbrauch-
bare enthélt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein K&ufer, der r Schalter
kauft, genau s(s < r) heile hat? Es gibt genau (120) Moéglichkeiten, r Schalter aus-
zuwéahlen. Davon gibt es (9;]) und (r1_08> Moglichkeiten, s heile bzw. r — s kaputte
auszuwéhlen. Also ist die Wahrscheinlichkeit

90\ ( 10

Gl
Beispiel 2.11 Aus einem Schuhschrank mit » Paar Schuhen werden willkiirlich r
Schuhe ausgewéahlt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens 1 Paar
dabei ist? Wir fragen hier besser nach der Wahrscheinlichkeit, dafl kein Paar dabei
ist. Es gibt insgesamt (2:) Moglichkeiten, r Schuhe aus 2r Schuhen auszuwéhlen.
Ferner gibt es 2" Moglichkeiten, aus r Paaren r verschiedene Schuhe, ndmlich von
jedem Paar genau einen Schuh, auszuwéhlen. Also ist die Wahrscheinlichkeit unter

den r Schuhen kein Paar zu finden (3—:) Fiir r = 2 etwa erhalten wir

4 2
1.3

2
Bei den r-Kombinationen sind alle Elemente verschieden. Mann kann entsprechend

aber auch r-Kombinationen mit Wiederholung betrachten, bei denen die Elemente
nicht notwendig verschieden sein miissen.

Lemma 2.2 Es sei A = {a4,...,a,}. Dann gibt es ("+;_1) verschiedene r-Kombi-
nationen mit Wiederholung.

Beweis: Wir fassen jedes Element von A als einen Schubkasten auf. In jedem Schub-
kasten legen wir soviele ,,x“, wie das entsprechende Element in der r-Kombination
mit Wiederholung auftritt. Eine r-Kombination wird dann durch

1 2 3 4 n—1 n

eine solche Folge von — und * eindeutig beschrieben. Es gibt insgesamt r + (n — 1)
Zeichen, davon r mal * und n — 1 mal —.

Wegen Satz (2.2) gibt es daher ("*"~") verschiedene Zeichenkombinationen.

Beispiel 2.12 Bose-Statistik Es sollen r ununterscheidbare Kugeln auf n Zellen
verteilt werden. Aus dem Beweis des Lemmas sieht man, dafl es dazu genau ("Jr:*l)
Moglichkeiten gibt.

Beispiel 2.13 Fermin Dirac Statistik Es sollen r ununterscheidbare Teilchen auf n
Zellen verteilt werden, so daf3 in jeder Zelle hochstens ein Teilchen sitzt. Dann mufl
n > r sein, und jedes solche Arrangement wird eindeutig durch die besetzten Zellen
beschrieben. Da es (:f) solche Teilmengen einer r elementigen Menge gibt, gibt es
bei der F.D. Statistik (’;) Moglichkeiten.

Beispiel 2.14 Es sei f eine analytische Funktion von n Variablen x4, ..., z,. Dann
hat f insgesamt (”+:_1) verschiedene partielle Ableitungen der Ordnung 7.
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Die Hypergeometrische Verteilung:

In einer Urne seien N Kugeln, davon M rote und N — M weifle. Es werden n Kugeln
gezogen. Davon sind k rote mit der Wahrscheinlichkeit

6
o)

=1—p=¢q. Dann gilt

,0<k<n. (2.2)

Es sei nun % =p,

MMJ—U“(MF—+JXN—A®“(N—%4—n+k+Unh:(?AB

k
Pr = K-k NN-1).. (N—n+1) k) C

mit A = M(M—1)...(M —k+1)oder (M —k+1)F <A< M
B = (N-M)...(N-—M-n+k+1)oder (N—M—n+k+1)""
<B<(N-M)"*
C = NN-1)...(N—=n+1)oder (N—n+1)"<C<N"

Dies gibt

(6552 (-5 e () (-5

Fiir N — oo, % — p gilt also p, — pFg™* <Z)

Anwendungen der Hypergeometrischen Verteilung

Beispiel 2.15 Qualititstest In einer Fabrik werden am Tag N Teile hergestellt.
Die Anzahl der defekten Teile sei M, M unbekannt. Es werden n Teile zufillig aus-
gewdhlt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit Py, genau defekte bzw. u—k funktionsfahige

Teile zu erhalten

Beispiel 2.16 Schitzen der Grofie einer unbekannten Tierpopulation
N  Tiere leben in einer isolierten Gegend

M Tiere werden gefangen und markiert.

Nach einiger Zeit werden n Tiere gefangen und k£ markierte gefunden. Bestimme das
wahrscheilichste N, wenn M, n und k£ bekannt sind. Dann gilt

I
)

pr(N) =

Dabher ist
pr(N) B (N—-M)N —n

)
(N —1) (N—M—n+k)N
falls Nk < Mn oder Nk > Mn.

=1
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Zunéchst gilt daher pi(N) 7 als Funktion von N und dann . Das Maximum liegt

ungefiahr bei Nk ~ Mn oder % ~ T

Beispiel 2.17 Das Hut — Problem n Hiite werden an der Garderobe abgegeben
und leider vollig durcheinander gebracht. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafl keiner
seinen Hut wiederbekommt?

Wir bezeichnen die Hiite mit {1,2,...,n}. Die Vertauschung fithrt zu {o(1),...,
o(n)} mit o € S,, der symmetrischen Gruppe von n-Elementen.

Es sei A, = {0 € S,|0(i) # iVi} die Menge der vollstandigen Permutationen

DA A
|5 n! "

P(Ay)

Wir wollen |A,| rekursiv bestimmen. Dazu nehmen wir an (n — 1) Personen hétten
verschiedene Hiite, aber eine Person hétte den eigenen. Dann 148t sich daraus eine
vollstéindige Permutation herstellen, in dem diese Person mit irgendeiner der (n — 1)
Personen die Hiite tauscht. Das gibt

(n = 1)[An]

Moglichkeiten.
Es gibt aber noch andere Méglichkeiten, namlich, dal n — 2 Personen verschiedene
Hiite haben, aber 2 Personen gleiche. Es gibt davon (n — 1)|A,_2| Moglichkeiten.

Mehr Moglichkeiten gibt es nicht, denn geht man von einer vollstédndigen Permuta-
tion aus und wendet den obigen Prozefl umgekehrt an, Austausch eines Hutes, so
erhilt man o(i) = i fiir ein ¢ oder o (i) = i fir genau 2. Insgesamt haben wir

A, = (n—=1)]An1| + (n—1)|An_s| oder
n—1 1 1
Pn = Pn—1 + —Pn—2, P1 = 0, P2 = —.
n n 2
Behauptung:
1 1 1 n 1

Beweis: Induktion nach n. Insbesondere gilt p,, — e~! fiir n — oo.
Partitionen:

Wir haben oben untersucht, wieviele Moglichkeiten es gibt, um aus einer n-element-
igen Menge eine r-elementige Teilmenge auszusondern. Stattdessen kénnen wir aber
auch sagen, daf} bei einem solchen Aussondern die Menge in eine 7- und eine (n —r)-
elementige Menge zerlegt wird. Allgemeiner kann man nur fragen, wieviele Moglich-
keiten es gibt, eine n-elementige Menge in eine r1, eine ry, ... und eine ri-elementige
Menge zu zerlegen, wo n =1y + ...+ 1.

Eine solche Zerlegung nennen wir eine (rq,...,7x) Partition.
Satz 2.3 Es gibt m(rl, ...,m) — Partitionen einer n-elementigen Menge, n =

7"1—|-...—|—7”k.
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Beweis: Der Beweis kann durch Induktion nach £ gefiihrt werden. Wir aber machen
es direkt.

Zunéchst wahlen wir eine ri-elementige Teilmenge aus. Dafiir gibt es (fl) Moglich-
keiten. Aus den restlichen n — r; Elementen wihlen wir eine ro-elementige Menge

aus. Diese gibt (";2”) Moglichkeiten. Fahren wir so fort, erhalten wir insgesamt:

ny(n—n n—ri—...—Tk2\ _ nln—r)...(n—r—... =)
"1 T2 Tk—1 ol =)l (n =y — )y

n!

dan—r—...—rp1=r, = ——.
rl.. gl

Beispiel 2.18 Es gibt also Wﬂo!a! verschiedene Skatspiele.

Beispiel 2.19 Beim Bridge werden 52 Karten auf 4 Spieler gleichmafig verteilt.
Also gibt es % verschiedene Bridge-Kombinationen.

In vielen kombinatorischen Ausdriicken treten Fakultéten auf. Fiir kleine n 148t sich
n! noch relativ leicht berechnen. Aber fiir grole n braucht man gute Naherungsfor-
meln fiir n!. Fir die Fakultét ist dies die sog. Stirlingsche Formel (J. Stirling).

1 [S) .
n! = V2mn"tze™.emn 0<© < 1. Noch genauer ist

~ \/%(Z)n(HiJr = )

12n ~ 288n?

Aufgabe 2.6
a) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, beim Skatspiel mindestens 3 Buben zu
haben?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, da§ beim Skatspiel genau 2 Buben im Skat
liegen?

Aufgabe 2.7 Wieviele Méglichkeiten gibt es beim ,,6 aus 49 Lotto, wenn es auch
noch auf die Reihenfolge ankommt, wie die Kugeln fallen?

Aufgabe 2.8 Ein Losverkdufer hat 50 Lose in seinem Topf. Davon sind 40 Nieten
und 10 Gewinnlose. Wenn man 4 Lose kauft, wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
genau 0(1,2,3,4) Gewinnlose zu haben?

Aufgabe 2.9 Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal beim 6-maligen Miinzenwer-
fen genau 2(3)-mal Kopf fallt?

Aufgabe 2.10 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl » Leute an verschiedenen
Wochentagen Geburtstag haben?

Aufgabe 2.11 In einem Kasten von 600 Knopfen sind 3 % defekt. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dafi unter 30 zufillig ausgewéhlten Knopfen 2 defekt sind?

Aufgabe 2.12 Es wird mit 6 fairen Wiirfeln gewiirfelt. Wie grofl ist die Wahr-
scheinlichkeit, 3 Paare zu haben?
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Aufgabe 2.13 In einem Kasten sind N; rote, Ny weifle und N3 blaue Kugeln. Es
werden n Kugeln willkiirlich gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, k; rote,
ks weifle und k3 blaue zu haben, ki + ko 4+ k3 = n.

Aufgabe 2.14 Bei der sog. Gliicksspirale der Olympialotterie 1971 wurden die 7-
ziffrigen Gewinnzahlen auf die Art ermittelt, daf§ aus einer Trommel, welche je 7
Kugeln mit den Ziffern 0 bis 9 enthielt, nach Durchmischen 7 Kugeln entnommen
und deren Ziffern zu einer Zahl angeordnet wurden.

a) Man wiederlege die Behauptung, dal jede mogliche 7-ziffrige Zahl die gleiche
Gewinnchance hatte.

b) Man zeige, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl eine bestimmte 7-ziffrige Zahl (z1,
Z9,...,27) gezogen wird, nur davon abhéngt, wieviele k-Tupel von gleichen
Ziffern in (21, 29, ..., 27) vorkommen, 1 < k < 7.

Man zeige ferner, daf§ es 15 Sorten von 7-ziffrigen Zahlen mit verschiedenen
Gewinnchancen gibt.

Aufgabe 2.15 Man bestimme die Wahrscheinlichkeit bei 6n-maligem Wiirfeln n
mal eine ,,6 zu wiirfeln. Was ist wahrscheinlicher:

Bei 6-maligem Wiirfeln einmal eine ,,6“ zu wiirfeln?
Bei 12-maligem Wiirfeln zweimal eine ,,6“ zu wiirfeln?
Bei 18-maligem Wiirfeln dreimal eine ,,6“ zu wiirfeln?

Aufgabe 2.16 Ein Wiirfel, der von allen Seiten angemalt ist, wird gleichmé&Big
in n® Teile zersigt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein willkiirlich her-
ausgegriffener Wiirfel keine (1,2 oder 3) bemalte Seiten hat? Man bestimme die
Wahrscheinlichkeit im Falle n = 10.

Aufgabe 2.17 Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Skatblatt mindestens
(genau) 2 Buben und 2 Asse zu erhalten?

Aufgabe 2.18 S. Banach pflegte in jeder Hosentasche eine Schachtel Streichhélzer
zu haben. Unter der Annahme, dafl jede Schachtel n Streichhélzer enthélt und die
Streichholzer zufillig entnommen werden, bestimme die Verteilung der Anzahl der
Streichholzer der einen Tasche, sobald die andere leer ist.

Aufgabe 2.19
In einem Kasten liegen zehn 20-Pfennig-Stiicke,

fiinf  5-Pfennig-Stiicke,
und zwei  10-Pfennig-Stiicke.

Man nehme willkiirlich 6 Miinzen. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl
insgesamt hochstens eine Mark genommen wurde?

Aufgabe 2.20 Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl eine beliebig aus-
gewahlte ganze Zahl N

a) bei der Quadrierung,
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b) bei Erhebung in die vierte Potenz und
¢) bei Multiplikation mit einer beliebigen Zahl

eine Zahl ergibt, die mit einer 1 endet.

Aufgabe 2.21 Auf wieviele Arten kann man n Personen an einen runden Tisch
setzen?

Aufgabe 2.22 Es seien M und N endliche Mengen mit |M| = m und |N| = n.
Wieviele injektive Abbildungen gibt es von M nach N7

Aufgabe 2.23 Es wird 3 mal gewiirfelt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl
die Augenzahl immer grofer wird (Betrachte die Félle < und < getrennt)?

Aufgabe 2.24 Mixchen sammelt Kronenkorkenbilder fiir sein Poster. Er braucht
N Stiick. Wieviele Flaschen mufl er im Mittel kaufen, um seine Sammlung zu ver-
vollstandigen?

Aufgabe 2.25 Beim Geburtstagsproblem haben wir implizit die Annahme ge-
macht, dafl jeder Tag im Jahr gleich hdufig Geburtstag eines Menschen ist. Wie
andert sich das Problem, wenn sich die Geburtstage in bestimmten Monaten haufen?
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Kapitel 3

Einfache Konzepte der
Wahrscheinlichkeitstheorie

3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhén-
gigkeit

In der Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigen wir uns mit Experimenten, deren
Ausgang zufillig ist. Allen moglichen Ausgéngen ordnen wir Wahrscheinlichkeiten
zu. Wenn wir iiber den Ausgang eines Experimentes zusétzliche Informationen er-
halten, so wird es sinnvoll sein, diese zu verwerten, und die Wahrscheinlichkeiten
entsprechend zu dndern. Die zusétzliche Information wird darin bestehen, dafl wir
wissen, daf ein bestimmtes Ereignis eingetreten ist, d.h. also, da nur noch die Ele-
mente einer Teilmenge des Ereignisraumes als Ausgéinge des Experimentes in Frage
kommen. Das Problem lautet also: Wie wird man die Wahrscheinlichkeit von Ereig-
nissen definieren, wenn ein bestimmtes Ereignis eingetreten ist?

Beispiel 3.1 Wir wiirfeln blind und ein Mitspieler teilt uns mit, dafl wir eine gerade
Augenzahl geworfen haben. Dann werden wir der Augenzahl 6 die Wahrscheinlichkeit
%, der Augenzahl 5 jedoch die Wahrscheinlichkeit 0 geben. Wir schreiben hierfiir mit
A={2,4,6}

P ({6} unter der Annahme A) = % Es ist dies aber genau = I;(g%).

Allgemeiner seien nun A und B Ereignisse eine W-Raumes (€2, ", P). Wir wollen
nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der B eintritt, falls wir bereits wissen,
dafl A eingetreten ist.
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Dabei wollen wir zunéichst annehmen, daf
(2,5, P) ein Laplace’scher W-Raum mit n
Elementen ist. Es sei |[A] = m, |B| = 1 und
| AN B |= k. Da wir bereits wissen, daf
A eintritt, wird das Ergebnis des Zufallexpe-
riments einer der m Punkte in A sein. Je-
der dieser Punkte ist gleichwahrscheinlich. B
tritt nun genau dann ein, wenn ein Ereignis
aus A N B eintritt. Die Wahrscheinlichkeit

.. .o k _ k/n _ P(ANB)
dafiir aber ist = mm = PA)

Dies legt folgende Definition nahe

Definition 3.1 Essei (€2, ), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A sei ein Ereignis
mit P(A) > 0. Fiir ein beliebiges Ereignis B heiit dann

P(AN B)

P(AIB) =~

die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Hypothese A oder auch die bedingte
Wahrscheinlichkeit von B gegeben A.

Beispiel 3.2 Es werden 2 faire Wiirfel geworfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit, eine Augensumme von 7 zu werfen, wenn man weif}, dafl mindestens ein Wiirfel
eine 4 zeigt?

Es sei nun

A = ein Wiirfel zeigt 4 = {(4,1),...,(4,6);(1,4),...,(6,4)}

B = die Augensumme ist 7 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2),(6,1)}

Dann ist AN B = {(3,4),(4,3)} und

2/36 2
f«A\B)::TD%E::II.

Beispiel 3.3 Betrachten wir alle Familien mit 2 Kindern. Ordnen wir die Kinder
dem Alter nach, so ergeben sich folgende Moglichkeiten: S = {JJ, JM, M J, M M}.
Nimmt man an, daf§ Jungen und Méadchen gleichwahrscheinlich geboren werden,
so hat jedes der 4 Elementarereignisse aus ) die Wahrscheinlichkeit i. Wie ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl eine Familie 2 Jungen hat, unter der Voraussetzung, dafl
mindestens 1 Junge da ist? Es sei B = {JJ} und A = {JM,MJ,JJ}. Dann ist
P(B|A) = ;—?i = 1 die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Diese Ergebnis ist iiberraschend,
da man die Wahrscheinlichkeit % erwartet.

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Familie 2 Jungen hat, wenn man weif3, dafl
das dlteste Kind ein Junge ist? Hier mufl man A = {JM, JJ} wihlen und erhélt
P(B|A) = 31 = L.

Beispiel 3.4 Die Wahrscheinlichkeit einer Familie, n Kinder zu haben sei u,,

> pn = 1. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dafi die Familie & Jungen und

n=0
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n — k Méadchen hat? Dabei wollen wir annehmen, daf§ Jungen und Méadchen gleich-
wahrscheinlich auftreten. Unsere Frage oben kénnen wir nicht unmittelbar l6sen.
Stattdessen beantworten wir zunéchst die Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, dal eine Familie mit n Kindern genau k£ Jungen hat? In diesem Fall besteht €2
aus den 2" n-Tupeln von Symbolen J bzw. M, wenn die Kinder wieder dem Alter
nach geordnet werden. Eine Familien hat genau k& Jungen, wenn in so einem n-Tupel
JMJJ ...k mal das Symbol J auftaucht. Das Erscheinen des Symbols J definiert
uns also eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n} und jede Teilmenge kennzeich-
net das Auftauchen von k£ Jungen. Da es (Z) k-elementige Teilmengen von {1,...,n}
gibt, ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine Familie mit n Kindern k& Jungen hat also

(b2
Es sei nun
A, = Die Familie hat n Kinder.
B = Die Familie hat £ Jungen und n — k Mé&dchen.

Dann haben wir

P(B) = P(BNA) = P(A) - P(B|A) = ji, - 27" (Z)

Beispiel 3.5 Aus dem Skatspiel wird eine Karte gezogen und nicht zuriickgesteckt,
sondern verdeckt weggelegt.

Dann wird eine zweite Karte gezogen. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf die
zweite Karte ein As ist? Unsere Betrachtung wird dadurch kompliziert, daf3 der
Ausgang des ersten Ziehens das Ergebnis beim zweiten Zug beeinflufit. Wir helfen
uns mit bedingten Wahrscheinlichkeiten und betrachten

A = Es wird ein As beim ersten Mal gezogen.
B = Es wird ein As beim zweiten Mal gezogen.

Dann haben wegen B = (BN A)U (BN (Q\A))

P(B) = P(BNA)+P(BN(Q\A))
= P(B|A)P(A)+ P(B|Q\A)P(Q\A)

301, 4 7 31 1
31 8 31 8 31-8 &
In den Beispielen (3.4) und (3.5) haben wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten
verwendet, um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Mafigebend dafiir war

1. P(AN B) = P(A|B)P(A).

Die Verallgemeinerung dieser Formel ist der Multiplikationssatz: Es seien By, ..., B,
Ereignisse. Dann gilt:

2. P(BiN...NB,)=P(B)P(Bs|By)P(B3|BiN By)...P(B,|B1N...NB,_1)
Der Beweis dieses Satzes wird durch Induktion gefiihrt (Aufgabe).

Eine weitere wichtige Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeiten und bedingten
Wahrscheinlichkeiten gibt der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
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Satz 3.1 Essei Aj, Ay ... eine Zerlegung von () in paarweise disjunkte Teilmengen.
Dann gilt fiir jedes Ereignis B

3. P(B) =Y P(B|4;,)P(A)

Beweis: Es ist B = (BN A;)U...U(BNA,) U...und alle diese Mengen sind
disjunkt. Also gilt:

P(B)=Y_P(BNA;) =Y P(B|A)P(A).

Eine Anwendung von Satz (3.1) hatten wir schon in Beispiel (3.5) gesehen. Als zweite
Anwendung wollen wir noch einmal zu Beispiel (3.4) zuriickkehren.

Beispiel 3.6 Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf in einer Familie nur Jungen
vorkommen?

Hier sei wieder
A, = Die Familie hat n Kinder.

B = Die Familie hat nur Jungen.

Dann gilt:

P(B) =Y P(B|A,)P(A,) =) 27",
n>1
Es sei (Q2,P(Q2), P) ein (diskreter) W-Raum und A C 2 mit P(A) > 0.
Dann definiert
P(2) > B — P(B|A) =v(B)

ein Maf auf . Dieses ist auf A konzentriert, weil v(Q2\A) = 0.

Wenn nun P(B|A) = P(B), so beeinflut das Eintreffen von A nicht das Eintreffen
von B. Wir sagen dazu: A und B sind unabhdngig.

Wegen P(B|A) = P(B) = Z5572 = P(B) fiihrt dieses zu:

Definition 3.2 Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhdngig, wenn
P(ANnB) = P(A) - P(B).
Beispiel 3.7 Es seien A, B die Ereignisse

A = Aus einem Skatspiel wird ein As gezogen,
B = Aus dem Skatspiel wird ein Kreuz gezogen.

Intuitiv erwartet man, dafl beide Ereignisse unabhéngig sind. Dies ist auch der Fall,
denn

P(ANB) = 3i2 - — P(A)- P(B).

| —
] =
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Beispiel 3.8 Die Ereignisse A, B aus Beispiel (3.5) sind nicht unabhéngig, denn
4

P(ANB) = %, da es bei den (322) Kartenpaaren nur (;1) Paare von Assen gibt.
2

Anderseits ist

P(4) = £ = P(B), also P(A)P(B) = o # % - =

Der Begriff der Unabhéngigkeit kann folgendermafien auf beliebig viele Ereignisse
verallgemeinert werden.

Definition 3.3 Eine Menge {A;};c; von Ereignissen ist unabhéngig, wenn fiir jede
endliche Teilmenge {A;,, ..., A;, } gilt:

Beispiel 3.9 Fiir die Unabhéngigkeit einer Familie (A;) von Ereignissen geniigt
nicht die paarweise Unabhéngigkeit, d.h.

P(A“mAm):P(A“)P(Aw), il,iz E[
Dazu betrachte man die Menge
5 ={(1,2,3);(1,3,2);(2,1,3);(2,3,1); (3,1,2); (3,2,1); (1, 1,1); (2,2, 2); (3,3, 3) }.

Wihle P so, daB jedes Elementarereignis die Wahrscheinlichkeit é hat. Fiiri =1,2,3
sei ferner A; = {(ny,n2,n3)|n; = 1}. Dann gilt

Nel i

Es ist aber P(Al N Ag N Ag) = % 7£ P(A1>P(A2)P(A3)

Beispiel 3.10 Bei der Produktion von Glithlampen werden Wendel, Birne und Ge-
winde in verschiedenen Arbeitsgingen hergestellt. Aus vergangenen Stichproben
weifl man, daf

i) 2% aller Wendeln Fehler haben,

ii) 1% aller Birnen fehlerhaft sind,

iii) 2% aller Gewinde defekt sind.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ eine willkiirlich gewéhlte Birne in Ord-
nung ist? Da die Arbeitsginge fiir die Wendel, die Birne und das Gewinde getrennt
ablaufen, kann man annehmen, daf§ die Ereignisse:

A = die Wendel ist intakt,
B die Birne ist intakt,
C = das Gewinde ist intakt
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unabhéngig sind. Es gilt daher
P(ANnBNC)=P(A)P(B)P(C)=10,98-0,99-0,98 = 0,958.

In vielen praktischen Problemen ist es hiufig schwierig, zu entscheiden, ob gewis-
se Ereignisse unabhiingig sind. In Beispiel 3.10 diirfte dies etwa nicht gelten, wenn
die Wendel und das Gewinde in einem Arbeitsgang hergestellt werden wiirden. Im
wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellieren wird man daher immer priifen miissen,
wieweit solche Annahmen gerechtfertigt sind. Die Wahl des Modells héingt also ent-
scheidend davon ab, wie der Mathematiker die Situation beurteilt.

Aufgabe 3.1 Eine Verkehrsstatistik iiber 1100 Verkehrsunfille gibt folgende Aus-
kiinfte iiber das Geschlecht des Fahrers und die vermutete Fehlerquelle:

Defekt am Fahrzeug Alkohol Fehler beim Fahrverhalten und
Einschéatzung der Lage

mannlich 310 102 208
weiblich 280 45 155

Falls ein Unfall durch einen Defekt am Fahrzeug verursacht war, wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, daf§ der Fahrer ménnlich war?

Falls der Fahrer ein Mann war, mit welcher Wahrscheinlichkeit war die Unfallursache
ein Fehler am Fahrzeug?

Aufgabe 3.2 Es wird 4 mal mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt. Es seien dann:

Ar = Die Augensumme der ersten beiden Wiirfel ist k.
B, = Die Augensumme des 2. und 3. Wiirfels ist k.
C, = Die Augensumme des 3. und 4. Wiirfels ist k.

k =2,...,12. Dann sind Ay und C) (k, | = 2,...,12) unabhéngig.
Sind auch A und B; unabhéngig fiir k£, 1 =2,...,127
Aufgabe 3.3 Es seien A und B Ereignisse eines Mafiraumes (£2, P(2), P). Dann
gilt:
i) A, B unabhingig <= A, /B unabhingig <= (1/A, B unabhingig.
ii) Gilt P(A) =0 oder 1, so sind A und B unabhéngig.
iii) Ist A C B und sind A und B unabhingig, so gilt P(A) = 0 oder P(B) = 1.

Aufgabe 3.4 Aus einem Skatspiel wird eine Karte gezogen. Was ist die Wahrschein-
lichkeit, dafl es ein As ist, unter der Hypothese, dafl die Karte weder ein Bube noch
eine Dame ist?

Aufgabe 3.5 Fiir welche Ereignisse A und B wird man sinnvollerweise annehmen
kénnen, dafl sie unabhéngig sind.

i) A Die Person ist grofier als 1,80 m.
B Die Person wiegt mehr als 80 kg.
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i)

Es regnet am 1.3.1984.
Es regnet am 2.3.1984.

iii) Die Person hat blaue Augen.

o o= o

Die Person fiahrt einen Sportwagen.

3.2 Bayes’ Satz

In vielen Problemen wird der Ausgang eines Zufallsexperimentes beobachtet und
man versucht, daraus Riickschliisse auf die Ursache zu ziehen.

Satz 3.2 (Satz von Bayes:) Sei (€2,>., P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei
Ay, Ay, ... eine Zerlegung von Q in disjunkte Teilmengen, A; N A; = 0,1 # j,

Q= UA,
i=1
Es trete das Ereignis B ein. Dann gilt fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A;|B)
P(A;)P(B/Aj) _ P(A;j)P(B|A))

P(A;|B) = - _
;P(AJP(BMZ-) P(B)

Man interpretiert hier P(A;|B) als Wahrscheinlichkeit, dafl A; die Ursache von B
ist.

Beweis: Es ist
P(A;)P(B|A;) = P(BNAj)
— P(B)P(4;|B) = P(4,|B) Y- P(BN A;)

— P(4]B) f: P(A)P(B|A;).

Beispiel 3.11 Eine Karte wird aus einem Skatspiel gezogen und verdeckt beiseite
gelegt. Darauf wir eine zweite Karte gezogen. Falls diese ein Kreuz ist, wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dafl auch die erste Karte ein Kreuz war? Wir setzen

A = Die erste Karte ist ein Kreuz.
B = Die zweite Karte ist ein Kreuz.

A - Al,AQ - Q/Al

Dann haben wir

P(AB) - P(A)P(B|A) _ %-P§B|A) 7

(5] = P(BJA) = o

Beispiel 3.12 In einer Schraubenfabrik werden Schrauben durch 3 Maschinen pro-
duziert und zwar produziert die erste (zweite, dritte) Maschine 20 % (30 %, 50 %) der

Gesamtproduktion. Die erste (zweite, dritte) Maschine hat 2 % (3 %, 4 %) Ausschufi.
Eine Schraube wird aus dem Lager willkiirlich gewahlt und als defekt erkannt. Wie
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grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafi die Schraube von der k-ten Maschine kommt?
Es sei A, = Schraube kommt von der k-ten Maschine, kK = 1,2,3, B = die Schraube
ist defekt.

Dann gilt
P(A\B) = P(Ax)P(B|Ar)  _ P(Ay)P(B|Ay)
S P(A;)P(BJA;)  0,2-0,02+0,3-0,03+0,5-0,05
P(aslB) = MO0

Beispiel 3.13 Die meisten Krankheiten fithren zu einer Reihe von Symptomen, de-
ren Gesamtheit als das Krankheitsbild bezeichnet wird. In seiner Diagnose versucht
nun der Arzt, aus den beobachten Symptomen auf die Krankheit zu schliefen. Dies
wird dadurch kompliziert, daf§ verschiedene Krankheiten durchaus ein gleiches Sym-
ptom, z.B. Fieber, hervorrufen kénnen. Wir wollen nun ein einfaches wahrschein-
lichkeitstheoretisches Modell der Diagnostik betrachten, das auf Bayes’ Satz beruht.
Dazu seien kq, ..., k, Krankheiten und s, ..., s,, seien beobachtete Symptome die-
ser Krankheiten.

Ferner sei S die Menge aller Menschen mit genau einer Krankheit. Es sei K; dann
die Teilmenge aller Menschen aus S mit der Krankheit £;.

Ein Patient kommt zum Arzt und zeigt die Symptome {s;,, ..., s;. }. Der Arzt mochte
nun wissen, welche Krankheit K die wahrscheinlichste Ursache dafiir ist. Dazu sei
A die Teilmenge (von Q) aller Leute, die die Symptome s;,,,...,S;. zeigen: Der
Arzt mochte also P(K;]A), ..., P(K,|A) wissen, um die wahrscheinlichste Ursache
zu bestimmen. Aus der medizinischen Statistik kennt er die relativen Haufigkeiten
der Krankheiten K;, also P(K;). Ferner kennt man aus der medizinischen Stati-
stik P(A|K;) d.h. die relativen Haufigkeiten der Symptome, wenn die Krankheit
K; vorliegt. Damit aber erlaubt uns der Satz von Bayes, die gesuchten bedingten
Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Als Beispiel hierzu betrachten wir folgenden fiktiven Fall: Die Krankenhausstatisti-
ken fiir 50.000 Kranke mit den Krankheiten k; = Grippe, ko = Mandelentziindung
und k3 = Bronchitis ergaben folgende Daten

Zahl mit der Krankheit Anzahl mit der Krankheit K; und Symptomen:

K; Fieber, Kopfschmerzen, Frosteln
K 30.000 25.000
Ky 8.000 5.000

K3 12.000 6.000
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Hat nun ein Patient die Symptome: Fieber, Kopfschmerzen und Frosteln, so hat er
mit der Wahrscheinlichkeit

S PUOPAK) 355 3+ 5 3
= g ) 2 . 25 25

Grippe_
Mit der Wahrscheinlichkeit

8 .5

8 .5 . .

P(K3|A) = 3505 T 2545+6 36
s et T 2DF5+

hat er Mandelentziindung.

Aufgabe 3.6 In einem Kasten liegen 4 Miinzen. Eine davon hat auf beiden Seiten
Kopf, die anderen sind fair. Eine Miinze wird wahllos geworfen. Es fallt Kopf. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit haben wir die falsche Miinze gezogen?

Aufgabe 3.7 Es seien 10 Urnen gegeben, die rote und weile Kugeln enthalten. Es
seien in der ¢-ten Urne ¢ weifle und 10 — ¢ rote Kugeln. Wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit bei willkiirlicher Auswahl einer Urne eine rote Kugel zu ziehen? Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ aus der i-ten Urne gezogen wurde, wenn die Kugel
rot ist?

Aufgabe 3.8 Esseien Ay, Ay € > mit P(A;NAy) # 0. Ferner bezeichne Py, (B) =

Aufgabe 3.9 An einer Kasse, an der Fahrscheine fiir 50 Pfennig verkauft werden,
steht eine Schlange von 2n Personen. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB keiner der Kéaufer auf Wechselgeld warten mufl, wenn sich vor dem Verkauf
des Fahrscheins an den ersten Kéufer in der Kasse 2m 50-Pfennig-Stiicke befanden
und Bezahlung gleichwahrscheinlich in 50-Pfennigstiicken bzw. Markstiicken erfolgt?
Man berechne die Wahrscheinlichkeit speziell fiir n = 100, m = 50.

Aufgabe 3.10 Am Roulettetisch ist 5 mal hintereinander nicht “Rot” gefallen. Soll
man nun “Rot” oder “Schwarz” setzen? Hierzu nehme man an, daf§ das Gerat fair
sel.

Aufgabe 3.11 Bei einem Quiz kann der Gewinner eine von 3 Tiiren, hinter denen
ein Preis verborgen ist, auswahlen. Nach seiner Wahl 6ffnet der Quizmaster eine
der anderen beiden Tiiren ohne Preis. Der Spieler darf nun seine Wahl noch einmal
iiberdenken und ggf. eine andere Tiir wihlen. Wie wiirden Sie sich verhalten?

Aufgabe 3.12 Das Wiirfelspiel Craps wird mit 2 fairen Wiirfeln gespielt. Wirft
der Spieler eine Augensumme 7 oder 11 hat er gewonnen. Bei einer Augensumme
2, 3 oder 12 hat er verloren. Ansonsten darf er weiter wiirfeln. Wie grof} ist seine
Gewinnchance?
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Einfache Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie
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Kapitel 4

Maf3theorie

4.1 o-Algebren

Anders als bei diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen, mufl man sich bei iiberabzéihl-
baren Ereignisrdumen genauer iiberlegen, welche o-Algebren ) als Ereignis-Alge-
bren in Frage kommen.

Solche iiberabzahlbaren Ereignisrdume treten hauptséchlich im Zusammenhang mit
folgenden Problemen auf

i) Der Ereignisraum ist ein Teil des R"

ii) Man untersucht co-hdufiges Wiederholen eines Zufallsexperimentes.

Beispiel 4.1 Betrachten wir das Drehen eines Gliicksrades. Die Elementarereignis-
se sind hier die Zeigerpositionen, also Winkel. Als Ereignisraum kénnen wir also

[0, 27] = Q wihlen. Fiir einen Winkelintervall A gibt dann w die Wahr-

scheinlichkeit an, dafl der Zeiger in A stehen bleibt. Wir werden daher unser System
>~ von Ereignissen so wéhlen, dafl die Intervalle dazu gehéren. Schwieriger wird al-
lerdings dann die Entscheidung, welche komplizierten Mengen A dazugehtren und
wie grofl P(A) ist. Probleme dieser Art wollen wir im Folgenden untersuchen.

Definition 4.1 Es sei © eine Menge und ) C P(€). > heifit o-Algebra, falls
i) Qe
i) Aed =Q\A=A€}
i) Ay, As, Az... €3 = ;leAi ey

Der Begriff o-Algebra weist gewisse Ahnlichkeiten zum Begriff der offenen Mengen
in der Topologie auf.

Beispiel 4.2
a) > ={0,Q} ist eine o-Algebra
b) > ={0, A, A°,Q} ist eine o-Algebra
c) >, =P(RQ) ist eine o-Algebra.
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Lemma 4.1 Es sei ) eine o-Algebra und A, A;, B € >_. Dann gilt

i) A\Be)>
i) ﬁlA"EZ

iii) limA; = AN, A e

iv) limA; = kL=J1 ng A e
Lemma 4.2 Es sei 2 eine Menge und ), C P(Q) fiir i € I o-Algebren. Dann ist
() >_, eine o-Algebra.

il

Definition 4.2 Es sei 2 eine Menge und A; C Q ¢ € I. Die kleinste o-Algebra ),
die alle A; enthilt, heifit die von den A; erzeugte o-Algebra und die {A,;};.; werden
ein Erzeugendensystem von Y genannt. Wir schreiben auch > = > ({4;)}]i € I).

Ist €2 ein metrischer Raum und O das System aller offenen Mengen, so nennt man
> (O) auch das System der Borelmengen und schreibt auch B(§2) = > (O). Die
weitaus gebréuchlichsten o-Algebren in Anwendungen sind B,, = B(R"), B([0, 1]),
B([a,b]) mit a,b € R,a < b. Ist allgemeiner Q C R™, Q € B,, so sei B(2) = QN B,
die o-Algebra der Borelmengen auf €.

Bemerkung 4.1 B(R") enthilt alle Mengen, die in verniinftiger Weise in der Praxis
auftreten, z.B. die abgeschlossenen Mengen im R”,.... Man weifl |B(R")| = ¢ mit
¢ = |R| Méchtigkeit des Kontinuums. Andererseits ist [P(R")| = 2¢ > ¢. Also gibt
es sehr viele nicht Borelmengen.

Bemerkung 4.2 Die Definition der Borelmengen zeigt schon eine grundsétzliche
Schwierigkeit bei o-Algebren: In der Regel ist es auerordentlich schwierig, die Ele-
mente einer o-Algebra zu beschreiben — die o-Algebra wird vielmehr {iber ihre Er-
zeuger definiert.

Dies hat zur Folge, daf} viele Beweise fiir o-Algebren nach folgendem Schema ablau-
fen:

I) Die Erzeuger (A;) von > haben E.
IT) Die Mengen mit der gewiinschten Eigenschaft E bilden eine o-Algebra.

Also hat jedes A € ) die Eigenschaft.

Aus diesem Grunde ist es héufig wichtig, besonders einfache Erzeugendensysteme
zu wahlen.

Beispiel 4.3

BR") =) ((—o0,a] x ... x (—00,a,]la = (a1,...,a,) € Q")
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Beweis: Man sieht leicht, da§ > (---) € B(R") und daB

(—o0,m] x ... (=00,a,] €Y Va=(ay,...,a,) €R" = (—o00,a].

Dann gilt etwa o™ = ay,...,— a, so ist lim (—o0o,a™] = (—o0c,a]. Ferner ist
U—00

(—o0,a) = U (—00,a — ] € 3~ und dann auch

(a,0) = (a1,b1) X ... X (an,by) €Y .

Es sei nun O C R” offen. Dann ist O N Q" dicht in O. Fiir jedes ¢ € ONQ,, existiert

dann ein I. € O mit I. = (a,b). Dann aber ist O = U [.
ceONQ

Dies zeigt: Jede offene Menge gehort zu > . Da ) eine o-Algebra ist, muf also
B(R™) C ) sein.

Mit diesen Begriffen kénnen wir jetzt auch das Produkt von o- Algebren erklaren.
Es seien (€;,) )i =1,...,n o-Algebren. Eine Menge A; x...x A,, C >< Q; = Q mit

A; € ), heifit dann ein Rechteck. Naheliegend ist es, zu fordern, dafl d1e > -Algebra
fiir 2 alle Rechtecke enthalt. Wir definieren daher

Definition 4.3
élzl = Z A1><...><An|AZ-EZi>
i§1 <Qi’ Zz) - ( : v z®1 z)

als das Produkt der o-Algebren.

Beispiel 4.4 B(R") = ®B( ), denn B(R™) wird von (—o0, a] erzeugt, aber diese
Mengen sind alles Rechtecke

Ist eine o-Algebra Y vorgegeben, so nennen wir die Elemente dann auch die -
messbaren Mengen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man das gleichzeitige Durchfithren mehrerer
Zufallsgeschehnisse verniinftig beschreibt. Wir nehmen dabei an, daf§ die Modelle
fiir die einzelnen Experimente bereits erstellt sind. Solche Fragestellungen kommen
in der Wahrscheinlichkeitstheorie ziemlich héufig vor, wie die folgenden Beispiele
zeigen:

Beispiel 4.5 Mehrfaches Wiirfeln oder Wiirfeln mit mehreren Wiirfeln gleichzeitig.
Beispiel 4.6 Untersuchungen im Bereich der Sozial- oder Wirtschaftswissenschaf-

ten, wo nach mehreren Parametern gleichzeitig gefragt wird, wie etwa: Schulbildung,
Einkommen, polit. Priferenz.
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Es seien also (;,) ., P)i = 1,...,n, Wahrscheinlichkeitsrdume. Der Ereignisraum
fiir das Nebeneinander Durchfiithren der Experimente 1, ..., n ist dann offensichtlich

0= x Q);, das kartesische Produkt der €2;, denn ein zusammengesetztes Elementa-
i=1

rereig;ns hat offensichtlich die Form (wy,...,w,) € Q.

Sind E; € ), die zugehorigen , natiirlichen Ereignismengen®, so werden die entspre-
chenden Mengen genau E; X. .. X E, sein. Solche Mengen wollen wir verallgemeinerte
Rechteckmengen nennen. Das System aller solcher Mengen sei F. Offensichtlich gilt

dann
> (E) = & Y (E).

Bemerkung 4.3 Man iiberlegt sich leicht, daf§ fiir ® ein Assoziativgesetz gilt.

Mit Hilfe der endlichen Produkte konnen wir also Wiederholungen von Zufallsex-
perimenten beschreiben. Wir haben aber noch kein geeignetes Modell, das das oo
haufige Wiederholen eines Experimentes bezeichnet. Dabei fassen wir allerdings oo
héufig als Idealisierung einer beliebig grofien Zahl von Versuchen auf.

Wir wollen die entsprechenden Begriffe nun einfiihren. Es seien (€, Y ".) o-Algebren
und A; € ), fir i = 1,2, .. .. Fiir m € N nennt man dann eine Menge der Form

A1><A2><...><An><( X QZ>
1=n+1
eine Rechteckzylindermenge.

Definition 4.4 > = ® > das co-Produkt der ), ist die von allen Rechteckzy-
i=1

lindermengen erzeugte o-Algebra:

Z - z‘(o§1 Zz B Z (:L:jl (1%1 Zz) % i%oﬂgi) ’
Zudem sei

i§1 (Qi’ Zz) - (ElQi’E)l Zz) '

Bemerkung 4.4 Die Verwendung der Rechteckzylindermengen entspricht genau
der Definition der Produkttopologie.

Aufgabe 4.1 Welche o-Algebra ) wird auf €2 := Z durch die Intervalle [n, c0) =:
I,, n € Z erzeugt?

4.2 Meflbare Abbildungen

Im Folgenden wollen wir uns mit Abbildungen zwischen Ereignisrdumen beschéfti-
gen. Solche Abbildungen spielen nicht nur grundsétzlich ein grofie Rolle, sondern
sind auch in Anwendungen von grofler Bedeutung.
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Satz 4.1 Es sei f : Q — Q' eine Abbildung und Y eine o-Algebra auf @', d.h.
S C P(Y). Dann gilt

i) 7100 = {fHA))A € Y} ist eine o-Algebra auf €, die von f und >’
induzierte o-Algebra.
i) Wird }_' von {4/} erzeugt, so wird f=*(3_") von {f~1(4))} erzeugt.
iii) Fiir jede o-Algebra Y auf Q ist {4’ € ' |f~1(4") € 3_} eine o-Algebra auf
Q.

Beweis: (i) und (111) folgt leicht aus

a) 704 = 0 (A
b) 7 (UA) = UfH(A)
o) f 1()—®f ) =0
d) f7A") = )

(ii) Sicherlich gilt f~'(>2) > SS{f~1(A)}) da f~'(D]) eine o-Algebra ist, die
f7H(A)) enthilt. Es ist aber Y." = {4 € P(Q)|f~1(4) € S({f7HA)})} eine
o-Algebra (nach iii) mit 4} € 32" Also 3" € 3=" und damit ist (ii) bewiesen.

Ist (€2,)) eine o-Algebra und B C €2, so kann man auf natiirliche Weise eine o-
Algebra auf B bilden. Ist ndmlich f : B — Q die natiirliche Injektion f(w) = w,w €
B, so folgt wegen

(A = AnB
£ (Z) - {AmB|A € Z}.
Aus Satz 3.1 folgt dann unmittelbar

Korollar 4.1 Esist BNY, ={BNA|A € >} eine o-Algebra, die Spur o-Algebra
von Y in B. Wird ) von {A;} erzeugt, so BN Y von {BN A;}.

Strukturerhaltende Abbildungen spielen in der Mathematik eine grofie Rolle. Der
entsprechende Begriff hier ist der Begriff der messbaren Abbildung.

Definition 4.5 Es seien (£2,") und (€, ') Ereignisriume und o -Algebren. Eine
Abbildung f : Q — Q' heifit > — > messbar, falls f~1(A’) € _ fiir alle A’ € 3",

Dieser Begriff ist dhnlich definiert wie der Begriff stetige Funktion.

Falls Q = R", > = B, =R™, > = B,,, so heifit eine B, — B,, messbare Funktion
auch Borelmessbar. Entsprechendes gilt, falls

QCR,Y CR"und 3 =B(Q),Y = B©)

Definition 4.6 Es sei (2,3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€', Y') eine o-
Algebra. Eine Y~ — >~ messbare Funktion f heifit auch eine - Zufallsvariable. Falls
Q' c Rund Y" = B(Q), so heiit f einfach Zufallsvariable. Falls ' C R™, so spricht
man auch von einem Zufallsvektor.
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Ist klar, was Y und Y sind, so werden wir einfach von messbaren Funktionen reden.
Falls 2 C R", so ist iiblicherweise > = B(1Q2).

Satz 4.2 Eine Abbildung f : (©,Y)) — (€,Y)) ist genau dann meBbar, wenn
f71(A) € 3 fiir alle A’ eines Erzeugendensystems von > gilt.

Beweis: {A’' € Y"|f71(A4’) € 3_} ist eine o-Algebra, die nach Annahme ein Erzeu-
gendensystem von Y enthilt. Also gilt f~1(>>) c 3.

Korollar 4.2 Eine Abbildung f : (©,>]) — (R™,B,) ist genau dann > —B,
messbar, wenn f~!((—o00,a]) € > Va € R™.

Korollar 4.3 Fiir jede Abbildung f: (2,> ) — (R, B) sind &dquivalent:

i) fist Y —B messbar
i) [f<ao]={we|f(w) <a} e Va e R
i) [f >a] €] Va e R

[f >aled> Va € R

Beispiel 4.7 Sei ) # B ¢ R® f : B — R heifit nach oben halbstetig, wenn
an,a € B ...und ...a, — a = limf(a,) < f(a). Fiir eine nach oben halbstetige
Funktion f sind [f > «] abgeschlossen in B mit der relativen Topologie. Also ist
BN [f > «a] abgeschlossen, also in B N B,,. Daher ist eine nach oben halbstetige
Funktion B N B,, — B messbar.

Beispiel 4.8 () # B C R", f : B — R™ stetig. Dann ist f (B N B,, — B,,)-messbar,
denn die Urbilder offener Mengen sind offen.

Beispiel 4.9 Es seien (2;,) .) o-Algebren, und, pr; : X Q; — Q; durch pri((w)) =
j=1

w; definiert, ¢ = 1,...,n. Dann ist die Projektion pr;( ® >_;—>_;) messbar.
j=1

Beispiel 4.10 Es seien (€;,)>,),7 = 1,...,n, o-Algebren und f; : (©,>]) —
(€2;,>",) messbar. Dann ist f: (£,) ) — ( X Qi, ® > mit f(w) = (filw),...,
i=1 =1

fa(w)) 32— _62%1 >, messbar.

Beweis: Essei A4; € Y, und A x...x A, ein Rechteck. Dann ist f~1(A4;x...xA4,) =
.61 fi'(A;) € 3°. Die Rechtecke aber bilden ein Erzeugendensystem.

Die Produkte von o-Algebren sind gerade so definiert, dafl die Projektionsabbildun-
gen mefbar sind.

Satz 4.3 Es seien f : (©,>)) — (,3) und g : (,>2) — (2",32") messbar.
Dann ist go f: (Q,Y) — (27,3.") messbar.

Beweis: Sei A” € 3_". Dann ist (gof)"}(A") = f~Y(g'A") € 3,97 1(A") € D"
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Definition 4.7 Es sei (€2, ) eine o-Algebra. Eine Abbildung p : Y — R heifit
Maps, falls

i) u(A) >0 VAe)
i) p@) =0
iii) Ay, Ay, ... disjunkt, = u(>" A;) =3 pu(A)

p heifit o-endlich, wenn By C By C Bs... existieren mit UB; = Q(B; ' ) und
p(B;) < oo. p heiBt endlich, falls u(2) < co. Falls pu(£2) = 1, so nennt man u auch
ein Wahrscheinlichkeitsmasf.

Satz 4.4 Es seien (€,Y)) und (€2, Y') o-Algebren und f : Q — €' messbar. Ferner
sei p ein Maf3 auf (€2,>"). Dann definiert 1i/(A") = u(f~1(A’)) ein MaBl auf (', >).
p' wird das Bildmafl von pu unter f genannt, p/ = fu ist endlich (ein Wahrschein-
lichkeitsmaf), falls u es ist.

Beweis: Sicherlich gilt p/(A’) > 0 und /(@) = 0. Nun seien A}, A), ... disjunkt.
Dann sind auch f~1(A}), f~1(A4) ... disjunkt und f~H(UA)) = p(f~1(UA))) =
p(UfTHAY) = 22 ulfH(AD) = 20w/ (A).

Im iibernéchsten Abschnitt werden wir dieses Problem wieder aufgreifen. Wir wollen
hier lediglich 2 Beispiele betrachten.

Beispiel 4.11 Es sei (2 = {0,1},P(2), P) der Wahrscheinlichkeitsraum fiir ein
Bernoulliexperiment mit P(0) = p, P(1) = ¢ = 1 —p. Auf (Q™, P(Q™), P") betrachte
die Funktion f, die die Anzahl der Nullen beschreibt: f : Q* — {0,1,...,n} mit
f(w)=n—> w;. Es sei dann P’ = f(P). Dann gilt P'(k) = P(f~'(k)) = b(n, k, p).
Das Bildma$l von P unter f ist also die Binomualverteilung. Der Begriff Verteilung
hat historische Griinde. Verteilung bedeutet dasselbe wie Mafl. Wir sollten hier daher
besser von dem Binomialmafl reden.

Wir konnen dieses Beispiel leicht verallgemeinern.

Beispiel 4.12 Es sei Q = {1,2,...,1}, P(i) = p;,>_p; = 1. Auf (Q", P(Q"), P")
betrachte nun die Funktion f : Q — {0,1,2,...,n} mit f(-) = (Anzahl 1, Anzahl
2, ..., Anzahl /), > Anzahl ¢ = n. Dann haben wir mit P’ = f(P)

0, falls > k; #n
P'((krs... k) = nl 1
Rkl T T ot

Diese Verteilung wird die Multinomialverteilung genannt.

Aufgabe 4.2 Gegeben sei eine Menge von M roten und N — M, N > M, weiflen
Kugeln. Beschreibe das Ziehen von n < N Kugeln und bestimme das Bildmaf3 der
Funktion: Anzahl rote Kugeln, wenn das Mafl in der urspriinglichen Menge das
Zahlmaf ist.



50 Maftheorie

4.3 Messbare numerische Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir reellwertige messbare Funktionen auf o-Algebren
(2,>") betrachten. Dabei ist es zweckméfBig, auch +o0o und —oo als Werte zuzulas-
sen. Wir definieren daher

R =R U {+00, —o0}

und fassen +oo als Hédufungspunkt einer Folge auf, die beliebig grofie Werte an-
nimmt. Entsprechend verfahren wir mit —oo. Die Borelmengen B(R) auf R werden
genau wie auf R durch die Intervalle erzeugt.

Wir benotigen auch noch die wichtigsten Rechenregeln auf R. Dazu definieren wir
die Addititon und Multiplikation auf R C R wie gehabt und setzen

a+(foo) = +oo=(to0)+a a€R
+oo + (£o0) = +oo (£00) — (£o00)  undefiniert
(o) -a = +oo falls a > 0
(£o0)(£o0) = o0
1 1

=0, - =o0.

0 = 0 _=
(+00) +o0 0

Es sei (€2,) eine o-Algebra. Eine Funktion f : Q — R heiit numerische Funktion.
Eine numerische Funktion heifit messbar, wenn sie > —B(R) messbar ist.

Satz 4.5 Es seien f, g messbare Abbildungen von (€2,Y7) nach (R,B(R)). Dann
sind af, f + ¢, f-g und 5 messbar, sofern f + ¢ iiberall definiert ist, d.h. es tritt
fiir kein w € Q f(w) = o0 und g(w) = Foo ein.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl [h < a] = {w € Q|h(w) < a} € ) fiir jede der
Funktionen h = af, f +g,.... Wir haben aber [af <a] =[f < 1d] € Y.
Ferner folgt gleichermaflen, dafl a.f + 8 messbar ist. Sind nun f, g messbar, so ist

[/ <gl=1{weQf(w) <gw)} = UIf <r]nlr<g

messbar. Daher ist auch [f < g] = [f > ¢]° € >_. Nun ist aber [f +¢ < a] = [f <
a—g]l €. Wegen (f + g)> = f2+2fg + ¢g* geniigt es zu zeigen, dafl f? messbar
ist, denn die Ausnahmemengen konnen extra diskutiert werden. Es ist aber

0 a <
[f2<a]l= [f=0a = 0
[f<+Val U [-f<Vde).
Satz 4.6

a) Es sei {f,}nen eine Folge messbarer Funktionen. Dann ist jede der folgenden
Funktionen messbar

sup fn, inf f,, limf,, Lmf,.
b) Gilt f,, — f punktweise (in R), so ist auch f messbar.
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Beweis: Es ist [sup f, < a] = N [f, < a]. Also ist sup f,, messbar. Damit auch

N
neN
inf f,, = —sup(—f,). Nun ist aber

lim f,, = sup ir;f f  und limf, = inf sup f.
n m>n N om>n
Also sind auch diese Funktionen messbar.

Satz (3.5) und Satz (3.6) zeigen, wie grof§ die Klasse der messbaren Funktionen
ist. Ist insbesondere ) C R", so hatten wir gesehen, dafl alle stetigen Funktionen
messbar sind. Damit sind aber auch alle Funktionen, die daraus durch abzahlbare
Grenzprozesse gewonnen werden kénnen, d.h. praktisch alle Funktionen, die in An-
wendungen auftreten, messbar. Dazu gehoren etwa die monotonen Funktionen, die
stiickweise stetigen Funktionen und solche, die nur abzéhlbar viele Unstetigkeitsstel-
len ohne Haufungspunkte haben. Bisher konnte man die Existenz nicht messbarer
Funktionen f: R — R nur mit Hilfe des Auswahlaxioms zeigen.

Die Siitze oben lassen sich leicht auf Funktionen f: Q — R erweitern, da in diesem

Unter allen messbaren Funktionen spielen die Treppenfunktionen eine besondere
Rolle.

Definition 4.8 Eine Funktion f : (,Y)) — (R, B(R)) heiBt Treppenfunktion,
wenn [ messbar ist und nur endlich viele Werte annimmt.

Satz 4.7 Es sei f: (€,Y) — (R, B(R)) messbar. Dann ist f punktweiser Grenz-
wert von Treppenfunktionen. Ist f > 0, so ist f sogar isotoner punktweiser Grenz-
wert, von positiven Treppenfunktionen. Ist f beschriankt, so ist f sogar gleichméfBiger
Grenzwert von Treppenfunktionen.

Beweis: Wir definieren
n2"m
fn = Z k277 Xiean < fr<(htn)2—n) F MX[F20] = N X[f<n]
k=—n2"

1 weA
WO Xaw) = 0 wé¢ A

die charakteristische Funktion von A ist. Es gilt offensichtlich f,(w) < f(w) fiir alle
w, wo f(w) > —n. Falls sogar —n < f(w) < n, haben wir [f(w) — fu(w)| < 27"
Daraus ergibt sich die Behauptung leicht.

Aufgabe 4.3
a) Jede monotone reellwertige Funktion ist B; — B; messbar.
b) Jede stiickweise stetige Funktion ist B; — B messbar.

c) Jede stetige Funktion f: R™ — R™ ist B,, — B,, messbar.

Aufgabe 4.4 Es seien f; : Q@ — Q; > —> . meBbare Abbildungen. Dann ist
fw) = (filw),..., fu(w)), w € £, als Abbildung von Q nach Oy x ... xQ, > —>",
®...® ), meBbar.



592 Maftheorie

4.4 Mafle

Wir haben bisher die Existenz von Maflen auf o-Algebren vorausgesetzt. Ein wich-
tiges praktisches Problem ist aber, die Existenz von Maflen mit bestimmten Eigen-
schaften zu zeigen. Da in der Regel die o-Algebren ) | nur tiber ihre Erzeuger erklért
sind, geht man {iblicherweise so vor:

1. Schritt: Das Mafl wird auf einem kleinen System R, das die Erzeuger enthélt
und kontrollierbar ist, geeignet definiert.

2. Schritt: Das Mafl wird von R auf ) (R) fortgesetzt und die Eindeutigkeit der
Fortsetzung wird gezeigt.

Da in praktischen Problemen {iblicherweise nur Mengen aus R vorkommen, wollen
wir den zu Schritt 2 gehorigen Existenzsatz nicht beweisen, sondern nur angeben.
Die entsprechenden Beweise dazu findet man im Buch von H. Bauer.

Definition 4.9 Ein System R von Teilmengen einer Menge heifit ein Ring, wenn
i) 0eR
ii) ABeR=A~BeR
ili) ABe R=AUBE€R
R heiit Algebra, falls auch iv) Q € R.

Es ist leicht zu sehen, dafl ein Mengenring abgeschlossen ist unter endlichen Durch-
schnitten und Vereinigungen.

Ist € ein System von Mengen, so kann man genau wie im Fall von o-Algebren den von
€ erzeugten Ring R(E) bzw. die von £ erzeugte Algebra A(E) definieren (Aufgabe).

Beispiel 4.13 Eine o-Algebra ist eine Algebra.
Beispiel 4.14 () ist ein Ring.
Beispiel 4.15 Das System aller endlichen Teilmengen einer Menge ist ein Ring.

Beispiel 4.16 Fiir a,b € R" mit a; < b;,i = 1,...,n, bezeichne [a,b) = [a;,b;)
X...X[an,by). [a,b) nennen wir ein halboffenes Rechteck. Das System aller endlichen
Vereinigungen solcher halboffener Rechtecke ist ein Ring F, (Aufgabe) und wir
nennen ihn den Ring der n-dimensionalen Figuren.

Definition 4.10 Eine Funktion p : R — R auf einem Ring R heiflt Inhalt, falls

i) w® =0
i) n(A)>0 VAER

iii) N(; A) = ;M(fm
Gilt (iii) auch fir n = oo, so heifit der Inhalt ein Map.

Lemma 4.3 Fiir einen Inhalt p auf einem Ring R mit u(A) < ooVA € R sind
dquivalent:
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i) g ist ein Ma8B.
i) A, NAALA€E R= u(Ay) S u(A), (dh A, C A, — A=UA,)
Stetigkeit von unten.
i) A, VA A A, € R= pu(Ay) N\ u(A), (dh. A, D A, A=NA,)
Stetigkeit von oben.
iv) Ay N0, A, € R= pu(A,) \(0
()-Stetigkeit.

Satz 4.8 Jedes Mafl y auf einem Ring R C P(Q2) kann auf mindestens eine Weise
zu einem MaB i auf > (R) fortgesetzt werden.

Ist p sogar o-endlich auf R, d.h. existieren A, € R mit A, / Q und u(A,) < oo,
so ist y1 eindeutig. Wir wollen den Satz hier nicht beweisen (Den Beweis findet man
im Buch von H. Bauer).

Beispiel 4.17 Es sei 2 = R” und F,, der Ring aller n-dimensionalen Figuren. Dann
148t sich jedes A € R als endliche disjunkte Vereinigung halboffener Intervalle schrei-
ben

A=A U...UA, A =1[a9 b9

k n
Definiert man nun A(A) = > A(4;), wo A([a,b)) = [[(b; — a;), so ist A ein Inhalt
i=1 =

i=1
auf R. Dazu braucht man nur zu zeigen, dal A(A) unabhéngig von der Darstellung
A=A U...UA, ist. Tatsdchlich ist \(A) der Riemannsche Inhalt (Volumen) von
A. Sind etwa
A=A U...UA, =B U...UB;,

beides disjunkte Vereinigungen von halboffenen Intervallen, so haben wir auch
A=U(A; N By)
i.j
und es geniigt A(A) = > A\(A; N Bj) zu zeigen.
2%
Dies aber gilt falls A(A4;) = > A(A; N B;)Vi, d.h. wir konnen A = [a,b) annehmen
J
(Aufgabe). Dieser Inhalt ist sogar o-endlich, denn wéhlt man A, = [-m,m) X ... X
[—m,m), so gilt A(A,,) = (2m)" und A, / R". Damit also A ein Maf§ auf R ist,
geniigt es also die (-Stetigkeit von A zu zeigen.
Sei also F,, € R mit F,, \, . Wir nehmen an 0 < § = lim A(F},,) = imA(F},). Da
jedes F}, endliche Vereinigung halboffener Intervalle ist, existieren
G, € Rmit G, C F, und ME,\G,) <d-27m

Sei nun H, = G1N...NG,, so gilt H, C F, und Fn+1 C H,. Die H,, sind kompakt.
Da NE, = ¢ und H, C F,, muB NH, = 0 gelten. Dies aber ist nur moglich,
wenn Hno = () fiir ein ng, denn die H,, sind kompakt. Man zeigt aber leicht durch
vollstdndige Induktion nach n, dafl

AH,) > MF) —d(1—27)>6-27"

Dies aber ist unmoglich.
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Definition 4.11 Die eindeutige Fortsetzung von A auf B(R™) heifit das Lebesgue-
Borelmaf X.

Definition 4.12 Ein Mafraum ist ein Tripel (2, >, 1) bestehend aus einer nicht-
leeren Menge €2, einer o-Algebra > auf Q und einem Mafl p auf > . Der Mafiraum
heifit o-endlich (endlich), wenn p o-endlich (endlich, d.h. p(€2) < o) ist.

Beispiel 4.18 (R", B,,, ) ist ein o-endlicher aber nicht endlicher Mafiraum.

Beispiel 4.19 Es sei A € B, eine Borelmenge mit 0 < A(A) < oo. Dann ist
(A, B(A),A4) mit Aa(B) = N(AN B), B € B(A) ein endlicher Mafiraum.

Beispiel 4.20 Es sei Q2 eine abzéhlbare Menge und p : € — [0, 00) eine nichttriviale
Funktion. Dann ist (2, R(2), 1) ein Mafraum, mit

p(A) = pw).

w€EA

Beispiel 4.21 Es sei  eine Menge und ) eine o-Algebra auf €. Ferner sei 4, das
Dirac Majf$ in wy durch

0, WO¢A
wy € A

definiert. Dann ist (€2, >, d,,) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Es sei (€2,), 1) ein Mafiraum. Dann nennen wir A € > eine u-Nullmenge, falls
p(A) = 0. Offensichtlich gilt fir u(A) = 0 und B € > auch u(BN A) = 0, d.h.
jede messbare Teilmenge einer p-Nullmenge ist wieder eine p-Nullmenge. Es ist nun
naheliegend, zu versuchen, die Einschrankung messbar hier aufzuheben. Dazu wollen

wir das p auf eine o-Algebra ) fortzusetzen, die > sowie alle Teilmengen von p-
Nullmengen enthélt.

Dazu sei N = {A C Q|3IB € > mit A C B,u(B) = 0}. N ist das System der
verallgemeinerten Nullmengen. N ist abgeschlossen unter abzéhlbarer Vereinigung

und mit A € N und B € NV ist auch AUB € N. Es bezeichne nun > = {AUN|A €
YoneN}.

Dann ist ) eine o-Algebra, denn

i) Qed

i) Ist AUN € iundN C Bmit B € ) und u(B) = 0, so haben wir (AUN)¢ =
[(AUB)N(BNN)|*=(AUB)*U(B~N) e ..

ii) Es sei A1 U Ny, A5 U Ny, ... € 3. Dann ist

oLj (A;UN;) = ;leAi U <Z§1NZ> © Z

=1
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> wird die u-Vervollstindigung von »  genannt, denn:

Definition 4.13 Ein Mafiraum (€2, >, p) heiit vollstindig, falls A € >, u(A) =0
und BCA=Be) dhfallsd =>".

Satz 4.9 Essei (Q,3", 1) ein Mafiraum. Dann ist (Q, >, ) mit (AUN) = u(A) ein
vollstandiger MaBraum. (2, 3", iz) wird die Vervollstindigung von (2,5, jt) genannt.
Die Vervollstandigung ist o-endlich (endlich), falls der Ausgangsmafiraum es war.

Beispiel 4.22 (R", B,,, \) ist nicht vollstindig. Dazu sei Ny = {z € R|0 < z < 1,
in der Dezimalentwicklung von x treten nur 0 und 1 auf }. Dann ist N; € By und
Nj ist iiberabzdhlbar mit A(/N;) = 0 Dann ist auch N = Ny x {0} x ... x {0} € B,
und N ist iiberabzahlbar. Da |B,| = die Kardinalzahl von B, = ¢ = Méchtigkeit
des Kontinuums und da |P(N;)| = 2¢ > ¢ (Cantor), gibt es verallgemeinerte Null-

mengen, die nicht Borelmengen sind. Eine Menge, die beziiglich B(R ) messbar ist,

heifit Lebesgue messbar und ;\ heifit das Lebesque Mafs.

Bemerkung 4.5 Mit Hilfe des Auswahlaxioms kann man die Existenz nicht Lebes-
gue messbarer Mengen zeigen.

Beispiel 4.23 Die Vervollstandigung von (€2, >, d,,) ist (2, P(2), ., ), falls {wo} €
S

Bemerkung 4.6 Wihrend die Konstruktion der Borel o-Algebren unabhéngig vom
gegebenen Maf ist, hingt die Vervollstandigung vom vorgegebenen Maf} ab.

Bei der Vervollsténdigung und auch sonst in der Theorie spielen die Mengen vom
Maf 0 eine grole Rolle. Wir definieren daher:

Definition 4.14 Essei (2, ), 1) ein MaBraum. Eine Eigenschaft F gilt p fast iber-
all auf 2, wenn es eine p-Nullmenge A gibt, so dafl £ auf Q \ A gilt.

Aufgabe 4.5 Man zeige, dal A C R” eine Lebesgue Nullmenge ist, falls es zu jedem
e > 0 halboffene Intervalle 7,, gibt mit > A(/,) <eund A C Otjl[n.

n=1
Aufgabe 4.6 Jede Hyperebene im R” ist eine A Nullmenge.
Aufgabe 4.7 Zeige, dafi das Lebesgue Mafl der Cantormenge 0 ist.

Aufgabe 4.8 Sei ) eine iiberzidhlbare Menge und > das System aller Mengen A
mit A oder Q\ A abzdhlbar. Man zeige: ) ist eine o-Algebra.

Weiter sei p: ) — R mit

(4) = 0 falls A abzéhlbar ist
M= 01 falls Q\A abzéhlbar ist.

Man zeige: p ist ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf (€2, 7). Ist (Q, >, 1) vollsténdig?
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Aufgabe 4.9 Man zeige:

a) Jede abzidhlbare Menge in R™ ist borelsch und hat das Maf 0.

b) Sei \" das Lebesgue-BorelmaB auf B(R)"™. Dann gilt: A"(A) < oo fiir alle A €
B(R™) mit A beschrénkt.

Aufgabe 4.10 Es sei A die Menge aller reellen Zahlen aus [0, 1], deren Dezimalent-
wicklung keine 9 enthélt. Man zeige:

a) A€ B(R)
b) AM(A) =0

Aufgabe 4.11 Wihle speziell Q2 := [0,1] und g wie in Aufgabe 3.8. Bestimme das

Bildmafl der Funktion
1 x rational
)= {

0 sonst

Aufgabe 4.12 Man zeige: Eine Menge M C RY ist eine Lebesgue-Nullmenge, wenn
fiir jedes € > 0 eine Folge (I,,)neny C RY von offenen (bzw. kompakten bzw. halbof-
fenen) Intervallen existiert mit

STA(L) <eund M C oleIn.
n=1 -

Aufgabe 4.13 Mit Hilfe von Aufgabe 3.12 zeige man: Sei f : R¥V~"! — R stetig
(NeN,N>2)und M := {(2,y) € RN xR :y = f(x), dann gilt: M € L(R")
und AV (M) = 0.

Aufgabe 4.14 Es seien (©2,, 1) ein Mafiraum und (€2, >"') ein Mefiraum. Weiter
sei T : Q — € eine mefibare Abbildung mit ¢/ := T'(u) das Bildmafl von p unter 7'
Mit (22,3, to) bzw. (€, up) werde die Vervollsténdigung von (2,3, u) bzw.
(0,3, i') bezeichnet. Man zeige:

a) T ist Y, — >, meBbar.
b) T(yu) = sy

4.5 Integrationstheorie

Um das Riemann Integral einer Funktion f
zu bestimmen, zerlegt man das Integrations- f
intervall in kleinere Intervalle und bestimmt
die Riemannsche Zwischensumme

Z(f):;f(xi)|]i|7 3}1 3}32 :;n
|I;| = Volumen des Intervalls I, (4.1) alt 12 nb

x; € Iz
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Fiir feiner werdende Zerlegungen strebt dann

Z(f)—>/fdx

sofern f R-integrierbar ist. Die Bestimmung von Z(f) nach diesem Verfahren ist
etwas umsténdlich, da Werte f(z;) mehrfach auftreten kénnen.

Diesen Nachteil beseitigt das Lebesgue ay,
Summationsverfahren. Bei diesem Verfah-

ren wird der Wertebereich der Funkti-

on unterteilt. Die entsprechende Zwischen- f

summe ist dann 3

Qg

Z(f) = > aipllou < f < aigal), a1
i=1

wo a1 < f(w) < o (4.2) I | ? }

, — ;
a; € [, aigr). [p < f < )

Der Vorteil bei diesem Verfahren besteht in

i) Das Verfahren ist auf beliebige Mafle auf beliebigen Mafiriumen anwendbar,
d.h. man kann in einem Zug die Integration auf dem R! und R"™ mit erledigen.

ii) Das Summationsverfahren ist 6konomischer

iii) Der so entstehende Integralbegriff ist allgemeiner und hat bessere Konvergen-
zeigenschaften

iv) Uneigentliche Integrale werden sofort mitbehandelt.

Erreicht wird das dadurch, da§ man nicht mehr von Intervallen (Rechtecken) als
Grundbausteinen der Theorie, sondern von allgemeinen messbaren Mengen der Form
[a < f < f] ausgeht.

Nun kann man (??) bzw. (??) auch anders interpretieren und dies wird tiblicherweise
auch so gemacht. Betrachten wir in (1) ndmlich die Rechteck-Treppenfunktion, d.h.
Treppenfunktionen, die mit charakteristischen Funktionen von Rechtecken gebildet
werden,

1 wel;

F=Y i o ={y 95 (4.3)

So ist

ﬂﬂzR—/R

Dabei bezeichnet R — [ das Riemann Integral.

Die Grundbausteine des Riemann Integrals sind also Treppenfunktionen iiber Recht-
ecken (Intervallen). Es gilt sogar

Lemma 4.4 Eine Funktion f : A — R, A = [a,b] C R" ist genau dann R-integrabel,
wenn zu jedem € > 0 Rechteck-Treppenfunktionen f;, fo existieren mit fo > f > f;

Undffg—f1<€.
A
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Dagegen wird man in der allgemeinen MaB- und Integrationstheorie fiir (?7?) die
Treppenfunktionen

F= Za;X[ai§f§0i+1] (44)

zugrunde legen. Dies geht, weil, wie wir in Kapitel 4.3 bereits gesehen hatten, jede
messbare Funktion f geeignet durch Treppenfunktionen approximiert werden kann.
Beginnen wir also mit dem Integralbegriff fiir Treppenfunktionen. Da die Addition
auf R fiir +00 4 (F00) nicht erklirt ist, schréinken wir uns zunéchst nur auf positive
Funktionen ein.

Sei also (€2, , ;) ein Mafiraum. Die Menge aller mefibaren Treppenfunktionen u,

d.h. Funktionen mit einer Darstellung der Form u = Y a;x4,, A; € >, bezeichnen
i=1
wir mit 7(2,> ) = T. Die Menge aller solcher Funktionen mit a; > 0 bezeichnen

wir mit 77,. Es ist leicht zu sehen, dal eine Funktion v € T" in der Regel mehrere
Darstellungen

U= Za’iXAi mit A, € Z disjunkt
i=1

hat. Trotzdem aber gilt

Lemma 4.5 Es sei u = ) a;xa, = Y bjxp, A € ) disjunkt, a;,b; > 0. Dann gilt
i=1 j=1

> an(A) =) bju(B)) € R.
i=1 j=1

Der Beweis des Lemmas sei als Ubungsaufgabe gestellt.

Definition 4.15 Fiir ein w = ) a;x4, € T, a; > 0 nennen wir die von der spezi-
i=1

ellen Darstellung von u unabhingige Zahl > a;u(4;) € R das p-Integral von u iiber
Q und bezeichnen es mit [ udp.

Lemma 4.6 Es seien u,v € T und a > 0. Dann gilt
) u+aveTyund [(av+u)du=a [vdu+ [udu
i) u<v= [udp < [vdu

i) [ xadp = pu(A).

Wir sind bisher immer von der Darstellung u = Y a;x4,, A; disjunkt ausgegangen.
i=1

Es ist aber eine einfache Konsequenz von Lemma 4.5, daf fiir jede Folge A,,..., A, €

S>> und a; € Ry stets u =Y ajxa, € Ty und [ udp =" a;u(A;).

Das folgende Lemma erméglicht es uns, den Integralbegriff auf eine grofiere Klasse

von Funktionen auszudehnen.
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Lemma 4.7 Fiir jede monoton wachsende Folge (u,),en von positiven Treppen-
funktionen und jedes v € Ty mit v < supw,, gilt

/Ud,u < sup/undu.

Beweis: Es sei v = > a;xa,, A; € Y disjunkt und 1 > a > 0. Ferner sei B,, = [u,, >
i=1

av]. Dann gilt nach Annahme B,, 7 Q also B,NA; 2 Ajund [vdp =" a;u(4;) =
i=1
lim Y a;u(4; N By,) =lim [v - xp,du.

Wegen Lemma 3.6 ii) gilt aber avxp, < un,xB, < UnirXp, und

a / vXB, it < / Up kX B, Al < / Updfi.

Also gilt dies a [ vdp < sup [ u,dp. Da0 < a < 1 beliebig war, folgt die Behauptung.

Korollar 4.4 Fiir je zwei monoton wachsende Folgen (u,) und (v,) aus 7, mit

SuUpU,, = sSupv,, gilt
sup/undu = sup/vmdu.

Beweis: Es gilt v,, < supu, oder [v,du < sup [u,du. Dies zeigt sup [ v, du <
sup f updp. Vertauscht man die Rolle von u,, und v,,, erhélt man das Ergebnis.

Wir haben schon frither gesehen, daf jede positive messbare numerische Funktion
punktweiser Grenzwert einer monoton wachsenden Folge positiver Treppenfunktio-
nen ist. Umgekehrt ist klar, daf jede Einhiillende einer Folge positiver Treppenfunk-
tionen messbar ist. Ist daher M, (€2, > ) = M, das System aller messbaren positiven

Funktionen auf 2, und f € M, mit f = supu,, und u, € Ty monoton wachsend, so
n

nennen wir die Zahl sup fu,du € R das p-Integral iiber f und bezeichnen es mit

/fd,u = sup/undu wo u,  f. (4.5)

Wegen des Korollars zu Lemma 4.7 ist [ fdp unabhéingig von der gewéhlten Folge
Aus Lemma 4.5 erhélt man sofort fiir diesen Integralbegriff und f,g € M,

[ f+agdp = [ fdu+a[gdu
f<g = [fdu< [gdp

Satz 4.10 (B. Levi): Es sei f, eine monoton wachsende Folge von Funktionen aus
M, mit f, ~ f. Dann gilt

(4.6)

[ suwsdn=sup [ . (4.7)
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Beweis: Wihle Funktionen u,, ,, € Ty mit u,,, /" f, und definiere v, = sup(uy m,
. Umm) (Cantorsches Diagonalverfahren). Es ist v,, € T} und da die (upm)men
monoton wachsen, gilt dies auch fiir die v,,. Es gilt sicher v,, < f und damit supv,, <
f. Ferner haben wir offensichtlich f,, < sup f,, und somit f < supwv,,. Insgesamt gibt
dies sup v, = f und aus (??) folgt [ fndu < [ fdp oder sup [ fodu < [ fdu. Es ist
aber uy, , < f, < fi fir m < n. Also gilt

/Umd,u < /fmdu < Sup/fmd,u oder /fdu < Sup/fnd,u.

Korollar 4.5 Fiir jede Folge g, € M. gilt
> [ondu= [ (X on) an
n=1

Beweis: Wende den Satz von B. Levi auf f,, = > g, an.
k=1

Nach diesen Vorarbeiten kénnen wir nun das p-Integral auf einer grofieren Klasse
von Funktionen definieren. Ist f eine messbare Funktion, so sei

fH=max(f,0) und [~ = —min(f,0)

der Positivteil bzw. Negativteil von f. Es gilt f = f* — f~, f*t-f~ = 0 und
Ifl = fT+ f und f* und f~ sind messbar. Ferner gilt f,, f_ > 0. Damit aber
kénnen wir definieren:

Definition 4.16 [ heiit p-integrierbar, wenn sowohl f* als auch f~ p-integrierbar
und [ fTdp < oo und [ f~dp < oo sind. In diesem Fall bezeichnet

[ tdn= [ rau= [ 5 a

Lemma 4.8 Fiir eine messbare numerische Funktion f sind dquivalent:

das p-Integral von f.

i) f ist u integrierbar
ii) Es gibt integrierbare Funktionen w,v > 0 mit f =u —v

)
iii) |f| ist integrierbar
)

iv) Es existiert eine integrierbare Funktion g mit g > |f|.
Das Lemma sei als Ubungsaufgabe gestellt.

Satz 4.11 Es seien f, g integrierbar und a € R. Dann ist f + ag integrierbar und

/(f+ag)du=/fdu+a/gdﬂ.

Ist ferner f < g, so gilt [ fdu < [ gdu. Speziell haben wir

‘/fdu‘ < [ 1f1du
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Der Satz ist eine einfache Konsequenz von Lemma 4.7.
Wir wollen uns einige Bespiele dazu betrachten.

Beispiel 4.24 Essei (2, , 1) = (N, P(N), ) mit u({n}) = 1, das Zihlmafs auf N.
Eine Funktion f : N — R (reelle Zahlenfolge) ist genau dann integrierbar, wenn die
Reihe ° f(n) absolut konvergiert. In diesem Fall ist

nif(n) ~ [ tan.

Beispiel 4.25 Wegen Lemma (4.4) ist jede {iber [a,b] C R™ eigentlich R-integrier-
bare Funktion integrierbar beziiglich des Lebesgue Borelmafles A auf [a, b]. In diesem

Fall gilt
- / fdx = / fdA, (4.8)

denn nach der Situation aus Lemma 4.1 gilt: f ist messbar und beschrinkt.

Wegen Lemma (4.8) und A([a,b]) = [[(bi — a;) < oo ist damit f-Lebesgue Borel
i=1
integrierbar. Da fiir Rechtecktreppenfunktionen g gilt R— [ gdz = [ gd\, haben wir

somit
/fldx—/fld)\</fd>\</f2d)\ R — /fgdx

und daraus folgt (?7). Das Integral [ fd\ nennt man das Lebesgue Integral.

Beispiel (4.25) gibt uns eine effektive Methode an, Integrale zu berechnen (Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung). In Beispiel 4.24 haben wir gesehen, daf jede
R-integrierbare Funktion f auf einer beschrinkten Menge auch Lebesgue integrierbar
ist. Dal das L-Integral (Lebesgue Integral) eine echte Verallgemeinerung des R-
Integrals ist, zeigt

Beispiel 4.26 Essei A =[0,1]NQ und f = y4. Da A abzéhlbar ist, gilt A € B(R)
und f ist Borelsch und [ fdA = A(A) = 0. Andererseits ist f nicht R-integrierbar.

Uber den Zusammenhang zwischen R-Integral und Lebesgue Integral (L-Integral)
kéonnen wir somit sagen:

i) Jede eigentlich R-integrierbare Funktion ist messbar

ii) Der Begriff L-Integral entspricht der absoluten Integrierbarkeit bei R-Integra-
len. In der Tat ist eine R- und L-integrable Funktion absolut R-integrabel.

iii) Jede absolut R-integrable Funktion ist L-integrabel. Die Umkehrung aber gilt
nicht notwendig. (Beispiel 4.25).

Es sei (2, ", ) ein MaBiraum. Die Menge aller messbaren numerischen Funktionen
[, fiir die [ fdp existiert, bezeichnen wir mit L'(Q, ", p) = L.

Satz 4.12
a) f,ge L' =>a e Rf +ag e L*
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b) Fiir f € L' bezeichne |f|; = [ |f|dp. Dann gilt

) [f+agl < |fli+lal lgh
i) [fli & 0= f=0 pu — fast dberall, d.h. es existiert eine Menge A € > mit
u(A) =0und fl|A°=0

c¢) Es sei (f,) C L' eine Folge von Funktionen mit |f, — fu|1 — 0(n,m — o0).
Dann existiert ein f € L' und eine Teilfolge (f,,) mit (f,,) — fp-f.i. d.h.
JA € ) mit pu(A) =0 und (f,)(w) = f(w)Vw ¢ A.

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Wir bezeichnen mit N die Menge aller
Funktionen, die fast iiberall 0 sind. Dann ist A ein Vektorraum und L'(Q, >, p) /N
= L'/JN = L! ist ein reeller Vektorraum, auf dem eine Norm

|f+ N =1fh

erklirt ist. (£, ] |;) ist vollstindig (Satz 4.12 c).
Es sei (2,7, 1) ein Mafiraum und A € ). Dann definieren wir

1 we A

/(f|A)du=/f‘XAdM7 XA(W):{ 0 weA

und nennen dies das p-Integral von f diber A. Dies ist sinnvoll, weil jede > -messbare
numerische Funktion auch AN Y. = {AN B|B € >} messbar ist, wenn sie auf A
eingeschrankt wird.

4.6 Konvergenzsitze

Wir haben bisher zwei Konvergenzsétze fiir numerische Funktionen auf Mafirdumen
kennengelernt. Dies waren:

Satz 4.13 (Satz von Beppo Levi): Es sei ( f,)nen eine monoton wachsende Folge von
Funktionen aus T, (92, >, ). Dann gilt

/(Sup fa)dp = SgpQ/fndu'

Q

Satz 4.14 Es sei (f,,) eine Folge messbarer numerischer Funktionen auf (2,5, i)
mit | f,]1 < oo und |fr, — finlt = [ 1fa — fldp — 0 fiir n,m — oc.

Dann existiert eine messbare Funktion f mit |f|; < oo und eine Teilfolge (f,, ) mit
fop = fpo— fi.

Fiir die Anwendungen brauchen wir noch

Lemma 4.9 (Lemma von Fatou): Fiir jede Folge (f,) messbarer Funktionen gilt:

/ lim fdp < lim / fudp
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Beweis: Es ist f = limf,, messbar. Es ist auch g, = ixlf fm messbar. Offensicht-

lich ist g, monoton wachsend mit g, * f. Also gilt v;egen Satz 4.14 [ fdp =
sup [ gndp < [ frdp fiir m > n. Also [ fdp < lim [ f.dp.

Der bei weitem wichtigste Satz in dieser Theorie ist der Satz iiber die dominierte
Konvergenz von H. Lebesgue.

Satz 4.15 Es sei (f,) C L' p-fast iiberall konvergent auf © und es existiere eine
messbare numerische Funktion g auf {2 mit

i) [fal < g und
i) [ gdp < oo

Dann existiert eine messbare reelle Funktion f auf Q mit f, — fu — f.i. und
[ 1fldp < oo und [ |f, — fldu — oo fiir n — .

Beweis: Nach Annahme existiert eine p-Nullmenge A; € > mit limf,(w) existiert
n

fir alle w € AS. Ferner existiert eine u-Nullmenge Ay € > mit g(w) < oo fir w € AS.
Nun definiere f durch

fe) = { lim f(w) w e (A U Ay

0 sonst.

Dann ist f messbar und f, — fu — f.i.. Ferner gilt |f| < gpu — f.i. oder f €
LY(,57, ). Setze nun g, = |f, — f|. Dann gilt

0<gn <|ful +1fI <|fl+9

und mit h = |f| + ¢g haben wir

/li_m(h—gn)duSli_m/h—gndu—/hdu—m/gndu.

Da f, — fu— fii gilt h — g, — hp— fii. Also gilt p — f.ii.lim(h — g,) = h
oder [lim(h — g,)dp = [ hdp. Also folgt lim [ g,dp = 0. Da g, > 0 ist der Beweis
erbracht.

Aufgabe 4.15 Seien f,, 9, : R — R(n € N) mit

0 xSO,xz% 0 xSO,xZ%
folx) =< n z=1 5 und g,(r) =1 1 r=1
stetig linear sonst stetig linear sonst

Man zeige:

a) fn— 0,9, = 0(n — 00) punktweise

b) 1= [ fod)\' fiir alle n € N. Warum ist der Lebesguesche Konvergenzsatz hier
nicht anwendbar?
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¢) [ gndA\' = 0(n — oo). Warum ist hier der Lebesguesche Konvergenzsatz an-
wendbar?

Aufgabe 4.16
a) Eine auf R definierte, Borel-mefibare, reelle Funktion f > 0 sei Riemann-
integrierbar auf jedem kompakten Intervall. Man zeige: Es gilt f € L'(\!)
genau dann, wenn das uneigentliche Riemann-Integral [ fdx existiert. In die-

R
sem Fall gilt dann [ fdz = [ fd\.
R

b) Sei f eine Borel-mefibare, reelle Funktion auf R mit absolut konvergentem
uneigentlichem Riemann-Integral. Man zeige:

LY(\! d dr = A\
fer'() m /fo /f

Aufgabe 4.17 Man zeige mit Hilfe von Aufgabe 4.16:

a) x — exp(—z®) ist A' -integrierbar {iber RT fiir alle a > 0.
b) z — zexp(—2z?) ist A\! -integrierbar iiber RT. Man berechne

oo

/xexzd)\l.

0

Aufgabe 4.18 Ein Spieler wettet mit Thnen um einen festen Betrag, dafl Sie bei
20-maligem Miinzenwerfen 9, 10 oder 11 mal Kopf werfen. Wiirden Sie die Wette
annehmen?

Aufgabe 4.19 Es wird 12 mal gewiirfelt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit genau
2 mal eine ,, 1%, 2 mal eine ,,2,..., 2mal eine ,,6“ zu wiirfeln?

Aufgabe 4.20 Gegeben sei der Mafiraum (2, ", d,,) fiir unfestes w € Q. Dabei ist
0, das Dirac-Maf} in w. Man zeige: Sei f meflbar, dann gilt:

a) f € L'(4,) genau dann, wenn |f(w)| < oc.
b) Fiir alle f € L'(8,) gilt: [ fdd, = f(w).

4.7 Der Satz von Radon Nikodym

Im Folgenden sei (€2, >, 1) ein o-endlicher Mafiraum. Ferner sei f eine nicht negativ
meBbare Funktion auf Q. Fiir A € > definiere dann

v(4) = / afdp (4.9)

), das auch mit v = f - u bezeichnet wird. Da offensichtlich
0 geniigt es

v (Z Ai) = Z v(A;)

ein Mafl v auf (€,
v(0) =0 und v(A) <
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zu zeigen. Dies aber folgt aus dem Satz von B. Levi, wenn man dort f, = f - xy 4,
setzt.

Falls v = f - u, so nennt man f die Dichte von v beziiglich p und schreibt auch

f= g—”. Diese Bezeichnung wurde gewéhlt, weil sie einen bekannten Sachverhalt der

reellen Analysis verallgemeinert.

Beispiel 4.27 Es sei f eine stetige nichtnegative Funktion auf einem Intervall [a, b].
Fir a > x > b ist dann

£ A([0,2]) = / F(t)d) = / F(t)dt

und
LA = @)

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Mit dieser Konstruk-
tion ist es nun leicht aus einem gegebenen Mafl p ein Wahrscheinlichkeitsmafl zu
konstruieren. Ist ndmlich f € L'(p)y mit [ fdu = 1, so ist P = f - u ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf 2. Diese Konstruktion ist deswegen wichtig, weil eine sehr
grofle Klasse von Wahrscheinlichkeitsmaflen vom Typ fA" ist.

Mafle mit Dichten haben noch eine besondere Eigenschaft.
Lemma 4.10 Essei v = f-pund essei A € Y mit u(A) = 0. Dann gilt v(A) = 0.

Beweis: f kann durch Treppenfunktionen f,, von unten approximiert werden. Also
gilt f-xa * xaf. Nun wende den Satz von B. Levi an und verwende [ f,xadu = 0.

Definition 4.17 Ein MaBl von v auf einem Mafraum (£2,)) heiBt absolut stetig
beziiglich 1 wenn fiir jedes A € > gilt

u(A) =0= v(A) = 0.

Von grofler theoretischer Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist der nach-
folgende Satz von Radon Nikodym.

Satz 4.16 Es sei (£2,>, ) ein o-endlicher Mafiraum und es sei v absolut stetig
beziiglich p. Dann existiert eine nicht negative » | mefbare Funktion f, so dal v =

f-v.

Da der Beweis dieses Satzes recht aufwendig ist, wollen wir ihn hier nicht beweisen.
Einen Beweis kann man etwa in dem Buch von H. Bauer finden.

Aufgabe 4.21 Esseien f, g < 0 meflbar, und es gelte f-u = g-u. Dann gilt f =g u
- f.i.. Die Umkehrung gilt auch.

Aufgabe 4.22 Fiir die Mafle p, v auf (2,>) gelte u(A) < v(A) fir A € Y. Was
148t sich iiber v sagen?
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Der Satz von Radon Nykodym ist in soweit fiir die Anwendungen wichtig, da fast
alle in den Anwendungen vorkommenden Mafle diskret oder absolut stetig beziiglich
des Lebesgue-Mafles sind. In 99 % aller Félle haben die Mafle die Form

= Z ;0. bzw. p= f(z)- A"
i=1
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Kapitel 5

Zufallsvariable

5.1 Zufallsvariable, Verteilungen und Momente

Es sei (2,5, 1) ein MaBraum und (€',Y") eine o-Algebra iiber €. Ferner sei X :
Q — ' eine Y — " messbare Abbildung und A’ € Y. Dann definiert

pA) = p(X7A) = p({w € QX (w) € A}) (5.1)

ein MaB ' auf >'. y/ wird das Bildmaf von p unter X genannt und mit p/ =
X bezeichnet. Man spricht auch von der Verteilung von X beziiglich p, wenn p
ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist. Offensichtlich ist Xp = p/ o-endlich (endlich, ein
Wahrscheinlichkeitsmafl) genau, wenn p es ist.

In Anwendungen spielen Bildmafle eine grofie Rolle. Daher wollen wir hier einiges
iiber die Integration beziiglich Bildmaflen beweisen.

Satz 5.1 (Transformationssatz)

a) Fiir jede >_" —B(R) messbare, positive numerische Funktion F auf €' gilt
/Fd(Xp) = /Fonu. (5.2)

b) Fiir eine 3" —B(R) messbare, positive numerische Funktion F auf Q' sind #qui-
valent: F € LY., Xp) und Fo X € LY(Q,Y, ). In diesem Fall gilt (5.2)
fiir F.

Beweis:

a) Da die ' —B(R) messbaren positiven Funktionen isotone Limiten von Trep-
penfunktionen sind, und das Integral iiber positive Treppenfunktionen definiert

n
ist, konnen wir F' = 3" a;x a7, mit A} € 3-" disjunkt annchmen. Dann aber ist
i=1

n n

/ Fd(Xp) =" aiXp(4) = 3 au(X ' 4)

=1

i=1
:/ZaiXXqA;d,u:/Fon,u.
i=1
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b) Nun zerlege F in Positiv- und Negativteil F' = F" — F~ und wende a) auf F'*
und F'~ an und verwende die Linearitédt des Integrals.

Definition 5.1 Es sei X eine numerische Y —B(R) messbare Funktion auf dem
Mafiraum (€, >, p). X heiit p-quasiintegrierbar, falls [ X dp oder [ X_dp existie-
ren und endlich sind. In diesem Fall bezeichnet [ Xdu = [ X, du— [ X —du € R
das p-Integral von X.

Definition 5.2 Es sei X eine numerische Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, Y, P). Ist dann X P-quasiintegrierbar, so nennt man F(X) = [ XdP
den Erwartungswert von X. Ist allgemeiner X* P-quasiintegrierbar, so heifit

E(X*) = / Xkap

das k-te Moment von X.

Ist nun X eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, P)
und F' eine numerische B — B(R) messbare Funktion auf R, so ist F'o X : Q@ — R
> —B(R) messbar und wegen Satz (5.1) gilt, falls F' o X P-quasiintegrierbar ist:

Ep(FoX)= /F o XdP = /Fd(XP) = Exp(F). (5.3)
Insbesondere haben wir also fiir das k-te Moment
Ep(X*) = / XdXP = Exp(z") (5.4)

natiirlich nur, wenn diese Ausdriicke existieren.
Definition 5.3 Fiir eine reelle integrierbare Zufallsvariable X heifit
o*(X) = E((X — E(X))?)

die Varianz von X. Die Zahl (E(X — E(X))?))z wird auch Streuung oder Standard-
abweichung von X genannt.

Satz 5.2 Fiir eine reelle Zufallsvariable X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ),
P) ist X? genau dann integrierbar, wenn X integrierbar ist und o?(X) existiert. In
diesem Fall gilt

02(X) = B(X?) = B(X)? = / X2dp — < / XdP)Q. (5.5)

Beweis: Es sei X? integrierbar. Da 1+ X? > | X| ist X integrierbar und damit ist
auch (X — F(X))? = X? - 2XF(X) + E(X)? integrierbar. Insbesondere gilt

o?(X) = /(X — B(X))%dP = /(X2 —2B(X)X + E(X)*)dP
= B(X?) -2B(X)*+ E(X)* = E(X?) - BE(X)~



5.1 Zufallsvariable, Verteilungen und Momente 69

Die Umkehrung folgt analog.

Neben den Momenten E(X*) einer reellen Zufallsvariable betrachtet man hiufig
noch die Funktion ¢t — E(e™). Dazu sei wieder (Q,Y", P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und X eine reelle Zufallsvariable. Dann ist fiir jedes ¢ € R die Funktion !X
messbar. Wir nehmen nun an, da8 fiir ein r > 0 die Zufallsvariable e "% P-integrabel
ist. Da dann |X|* < konst. +e™X 4+ ™™ und

e < konst. - (e + 7)) fiir [t] <7 (5.6)
existieren alle Momente von X. Da
tX _ Uk
k:!X
k=0

gilt wegen (?7?) und des Satzes tiber die dominierte Konvergenz von Lebesgue fiir
alle |t| <r

E(e) = HE(X'f). (5.7)
k=0
Dabei konvergiert die rechte Seite absolut. Es sei nun
M(t) = E(™)  |t| < (5.8)

M nennen wir die momenterzeugende Funktion von X. Da die Reihe (??) fir r
konvergiert, ist M (t) analytisch mit Konvergenzradius > r. Wir diirfen daher (77?)
gliedweise differenzieren und erhalten

dF
—M | (0) = BE(X"). 5.9
(1) 0 = B (5:9)
Diese Formel erklart den Begriff momenterzeugende Funktion. Wir haben fiir [t| < r

M(t) = / e dP = / e d(X P)

d.h. M(t) ist die Laplace Transformierte von X P.

Im néchsten Abschnitt werden wir explizit einige Beispiele von solchen Funktionen
berechnen.

Definition 5.4 Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum . Dann ist [X < z] € ) fiir alle z € R und Fx(z) = P([X < z]) definiert
eine reellwertige Funktion Fx auf R. Fx wird die Verteilungsfunktion von X ge-
nannt.

Der Begriff Verteilungsfunktion sollte nicht mit dem Begriff Verteilung verwechselt
werden. Fiir eine Zufallsvariable X hat Fx die Eigenschaften

i) Fx ist monoton wachsend

i) lim Fx(z) =0, lim Fx(z) =1 (5.10)
T—00

T—r—00

i) x, - x— = Fx(z,) = Fx(z) (linksseitige Stetigkeit)
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Beweis:

i) Sei z < y. Dann gilt (—oo,z) C (—o0,y) oder [X < z] C [X < y]|. Also
Fx(z) = P([X <z]) < P([X <y]) = Fx(y).

i) [X <] \(0 fir z - —o0 also Fx(z) \\ 0z — —o0
(X <z /Qfir x — oo also Fx(xz) / P(Q) =1 fur z — 0.

iii) Es sei nun X,, / z. Dann gilt (—o0,x,) / (—o00,x) oder Fx(x,) = P([X <
zn]) S P(IX <) = Fx(2).

Satz 5.3 Eine Funktion F'ist genau dann Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen
X, falls F' (?7) erfiillt.

Beweis: Eine Richtung ist bereits gezeigt. Umgekehrt erfiille F' (?7? 1, ii, iii). Auf dem
Ring R aller 1-dimensionalen Figuren, d.h. endlichen Vereinigungen von halboffenen
Intervallen, definiere dann einen Inhalt p durch p([a,b]) = F(b) — F(a). Genau
wie bei der Einfithrung des Lebesqueschen Integrals sieht man, daf p (-stetig ist. Da
[—n™,) /* Rund pu([—n,n)) = (F+n)—F(—n) < 1, so ist po-endlich. Also hat p eine
eindeutige Fortsetzung zu p auf B;. Dies ist sogar ein Wahrscheinlichkeitsmaf, da
p(R) = lim p([—n,n)) = 1. Man zeigt nun ohne Miihe, da8 F’ die Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen X (z) = z auf (R, By, p) ist.

Aufgabe 5.1 Es sei X eine Zufallsvariable. Bestimme die Verteilung von eX und

X",

1
Aufgabe 5.2 Die Dichte einer Zufalls-
variable X sei durch das nebenstehende
Dreieck bestimmt. Bestimme die Ver-
teilungsfunktion von X". |

|

0 1 2

Aufgabe 5.3 Berechne die momenterzeugende Funktion und die Momente fiir die
Dreiecksverteilung.

5.2 Diskrete Verteilungen

Eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, )", P) heifit diskret,
falls der Wertebereich von X abzahlbar ist. In diesem Fall konnen wir schreiben

X =) aiX(x-a- (5.11)

Dabei durchlauft aq,as,... den gesamten Wertebereich von X. Fiir das Bildmaf3
P’ = X P gilt dann

P'=>"P([X = a;])d,. (5.12)
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Dabei bezeichnet d,, das Dirac-Maf§ (Einheitsmasse) im Punkte a;. Insbesondere
bei diskreten Zufallsvariablen und ihren Verteilungen (Bildmafien) haben wir es mit
Mafen zu tun, die nur auf einem Teil von R konzentriert sind, d.h. ihren Trager nur
auf einer Teilmenge haben.

Definition 5.5 Der Trdiger eines Mafles p auf By ist die kleinste abgeschlossene
Menge A mit p(A¢) = 0. Man bezeichnet A mit supp p.

Beispiel 5.1 Der Trager von 4, ist {a},a € R. Ist P’ ein Mafl wie in (?7?), so ist

supp P’ = {a;| P([X = a;]) > 0}.
Beispiel 5.2 Der Triger des Lebesguemafles ist R.

Bei reellen Zufallsvariablen X, deren Wertebereich nur einen Teil von R umfafit,
d.h. deren BildmaBe (Verteilungen) einen Tréger haben, der eine echte Teilmenge
von R ist, betrachtet man manchmal auch die Verteilungen eingeschrinkt auf den
Tréger des BildmaBes. Da es sich hierbei nur um das Vernachléssigen von Mengen
vom P’ = X P-Maf} 0 handelt, werden wir beide Standpunkte einnehmen und die
Verteilungen von reellen Zufallsvariablen als Menge auf R bzw. auf dem Tréger von
P’ betrachten.

5.2.1 Die Binomial Verteilung
Essei Q) = {0,1},>°, = P(Q) und P,(0) = p, Pi(1) = 1 — p = ¢q. Dann beschreibt

(24,>",, P1) ein Bernoulliexperiment. Das n-fach unabhéngige Wiederholen davon
wird durch (,>°, P) = X(€4, ), P1)" beschrieben. Wie wir frither schon gesehen
haben, gilt fiir die Zufallsvariable X = Anzahl der Nullen

P(IX = k) = b{n, k,p) = (Z)p’fu et (5.13)

Das Bildmaf3 von X ist damit

i (Z)Pk(l —p)" o =XP="" (5.14)

k=0

Dieses Mafi wird auch die Binomialverteilung genannt. Betrachten wir P’ einge-
schrankt auf den Wertebereich {0,1,2,...,n}, so ordnet P’ dem Punkt k gerade das
MaB b(n, k,p) zu. Berechnen wir noch die momenterzeugende Funktion der Binomi-
alverteilung.

Nach (77?) gilt

M@ = B =3 (1)t
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Es ist also
M(t) = (q +pe)". (5.15)

Wir erhalten damit fiir den Erwartungswert und das 2. Moment

d
E(X) = EM‘O = e'n(g+pe')" " Plo = np
d2
BX?) = oMo = elnp(n—1)(q+pe')"*pe! + enlq + pe')" " Ply

= n(n—1)p* + np.
Damit erhalten wir fiir die Varianz
E(X — E(X))*) =n(n —1)p* +np — n’*p* = —np® + np = npq.

Aus (??7) bzw. (??) erhalten wir

bn,kip) _(n—k+lp , (et+lp—k
b(n,k—1,p) kq a kq
d.h. b(n,k,p) > bn,k—1,p), falls(n+1)p>k
und b(n,k,p) < b(n,k—1,p), falls(n+1)p<k.

Es sei daher m € N mit (n+ 1)p — 1 < m < (n + 1)p. Die b(n, k,p) wachsen als
Funktionen von k solange & < m und nehmen in m ihren grofiten Wert an. Fiir
k > m fallen sie. Falls (n + 1)p = m, so gilt b(n, m,p) = b(n,m — 1,p).

Héufig kommt es in Anwendungen vor, dafl n grof3 ist und p sehr klein, so dafl a = np
immer noch nicht zu grof} ist. In diesem Fall haben wir

b(n,0,p) = (1 — %)n = (1 - %)n — e

Ferner ist dann

bn.k,p) _mp—(k—1p _a
bn,k—1,p) kq Tk
oder
b(n,1,p) =~ ae
02
b(n,2,p) = ?e’“.

Allgemeiner erhélt man durch Induktion

k

b(n, k,p) ~ %e—a (5.16)

die sog. Poisson Approzimation der Binomialverteilung. Sie gilt, solange k nicht zu
grof} ist, und solange a nicht zu grof3 ist.
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Binomialverteilung n = 10
Poisson-Approximation fiir p = 0.1 und p = 0.2
Normal-Approximation fiir p = 0.5 und p = 0.6

Anstelle von (?77?) gilt sogar genauer die Abschétzung

k k —k2

Zoemrehn > b(n,k,p) > b gma_©

k! 7l m(n —a). (5.17)

Wir wollen (?7) allerdings nicht beweisen.

Beispiel 5.3 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ von 2.500 Osnabriicker Stu-
denten genau k£ am 24. Dezember Geburtstag haben?

Hier ist n = 2.500, p = 3= und gefragt ist nach b(n, k,p). Mit a = 220 = 20 ~ 7
sieht man leicht, dafl man fiir £ < 12 ohne weiteres die Poisson Approximation

anwenden kann. Also ist b(n, k, p) ~ ‘;—Te*a.

Eloo | o1 |2 | 3 | a4 | s e | 7| 8| o9

k
76_0/

k!

0,00106 ‘ 0,0073 ‘ 0,0249 ‘ 0,0568 ‘ 0,0972 ‘ 0,133 ‘ 0,152 ‘ 0,149 ‘ 0,127 ‘ 0,097
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Folwo | o |2 | | o | s | 16 | a7 |

k

k!
Der Fehlerfaktor fiir k = 10 ist hier e'n* = 1,0278. Die Wahrscheinlichkeit, daff mehr
als 13 (>) am 24. Dezember Geburtstag haben ist dann

0,066 0,00048

0,0413 | 0,0236 | 0,0124 | 0,00608 | 0,00278 | 0,0012

o0 >k al3 a a? a?

b k ~ e by o0 1 R e
D> bln k,p) AT { UV VO A VIS T }
k=13 k=13

13

a” .,
=1,87- IE 0,0232.

Aufgabe 5.4 Zeige, dal die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable
stiickweise konstant ist. Wo liegen die Sprungstellen und wie hoch sind die Spriinge.

5.2.2 Die hypergeometrische Verteilung

Eng verwandt mit der Binomialverteilung ist die hypergeometrische Verteilung. Die-
se beschreibt im wesentlichen die Stichprobenentnahme ohne Zuriicklegen.

Dazu betrachte folgende Situation: Es seien N Objekte vorgegeben. Davon seien M
defekt. Es wird eine Stichprobe von n(n < N) Objekten entnommen. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl davon k& defekt sind, gegeben durch

MY (N—M
e
o
Der Mittelwert der hypergeometrischen Verteilung ist

E(X) = zn: (%) (J\;i]]:[)k = n% (5.19)

k=0

h(k,n, N, M) = 0<k<n. (5.18)

und fiir das 2. Moment gilt

n(n— (MM -1)) M,
N(N—1) N’

E(X?% = so daB (5.20)

o2(X) :n%W]_VM) E%:’B (5.21)

Der Beweis von (??) — (??) sei als Ubungsaufgabe gestellt.

Aufgabe 5.5 Beweise (77), (?7) und (77).

5.2.3 Die Poisson-Verteilung

Wir betrachten hier das zeitliche Geschehen eines Prozesses (etwa radioaktiver Zer-
fall, Unfélle, Telefonanrufe). Uber das Geschehen der Ereignisse machen wir die
folgenden Annahmen:
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a) Das Geschehen eines solchen Ereignisses in einem Zeitintervall hédngt nicht ab
vom Auftreten bzw. nicht Auftreten in der Vergangenheit.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dafl in einem Zeitintervall (¢,t+ A t) das Ereignis ein-
mal auftritt, ist von der Form a A t+ A t-o(A t).

¢) Die Wahrscheinlichkeit, da8 in (¢,t+ A t) mehr als ein Ereignis eintritt, ist A t.

Es bezeichne nun f(z,t) die Wahrscheinlichkeit, daf  Ereignisse in (0, ) aufgetreten
sind. Dann haben wir auf Grund unserer Annahmen

flat+at)=fr,t) 1 —ant—o(At)+ flx—1t)ant+...)

denn entweder fanden die x Ereignisse schon in (0,t) statt, oder ein Ereignis fand
genau in (¢,t+ A t) statt. Das Auftreten von mehreren Ereignissen in (¢,t+ A t)
haben wir bereits ignoriert. Wir erhalten dann mit A ¢t — 0.

df (. 1)
dt

= —af(x,t) +af(z—1,1). (5.22)

Da f(—1,t) =0, gibt dies dfgi’t) = —af(0,t) oder

f(0,t) = e (5.23)

da f(0,0) = 1 eine sinnvolle Annahme ist. Durch Induktion nach = zeigt man nun

—at

f($vt) = ‘

- (at)*. (5.24)

Diese Verteilung hat grofe Ahnlichkeit mit (7).

Definition 5.6 Die Verteilung auf N ={0,1,...} mit den Werten
k
p(k) = e (5.25)

wird Poisson Verteilung zum Parameter a(a > 0) genannt. Oben haben wir also die
Poisson Verteilung zum Parameter at kennengelernt.

Bestimmen wir zunéchst die Moment erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung:

x - —a ak - —a (eta)k
M(t):E(et):Zetke E:Ze T
k=0 ) k=0 ’
= M(t) = e~%. (5.26)

In 5.2.1 haben wir schon die Poisson-Verteilung als Approximation der Binomial-
verteilung kennengelernt, wenn n grof, p klein und n - p = a nicht zu grof} ist
(n > 50,p < 0.05). Es ist also p, die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Ein-
zelereignisses, klein. Das Einzelereignis ist also selten. Aus diesem Grunde benutzt
man die Poissonverteilung auch zur Beschreibung seltener Ereignisse.
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Um noch einen besseren Eindruck von der Poisson-Approximation der Binomialver-
teilung zu erhalten, hier noch ein paar Beispiele dazu:

p=0.1
n =10

k=01 2 3 4 5 > 6
Binomialvert. | 0.349 | 0.387 | 0.194 | 0.057 | 0.011 | 0.002 | 0
| Poissonappr. | 0.368 | 0.368 | 0.184 | 0.061 | 0.015 | 0.003 | 0.001

0 1 2 3 4 5 6 >7
p=20.056 B.V. 0.3585 0.3774 0.1887 0.0596 0.0133 0.0022 0.0003 0.000
n=20 PV. 03679 0.3679 0.1839 0.0613 0.0153 0.0031 0.0005 0.0001
p=20.01 B.V. 0.3660 0.3697 0.1849 0.0610 0.0149 0.0029 0.0005 0.0001
n =100 PV. 03679 0.3679 0.1839 0.0613 0.0153 0.0031 0.0005 0.0001

Ferner auch noch einige Illustrationen zur Binomialverteilung fiir n = 20. Man
beachte die Lage des Maximums (s. Abbildung S. 73).

Beispiel 5.4 Die Blutgruppe AB kommt normalerweise mit einer Haufigkeit von
6% vor. In einer Gruppe von n = 80 Personen findet man also & AB-ler mit einer

Héaufigkeit von

pr = e 5000 (80. .06)£
k!
Die Poisson-Verteilung kann also mit Erfolg bei seltenen Ereignissen wie Aberra-
tionen, Mutationen, Ungliicke etc. angewandt werden. Auch der radioaktive Zerfall
gehort dazu, denn hier liegt n meist in der GroSenordnung 6 - 10* (Avogadrosche
Zahl). Hier noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel 5.5 Im 2. Weltkrieg wurde London wiederholt mit der V1 bombardiert.
Damals hat man London in 580 etwa gleichgrofie Flachen aufgeteilt, und die Anzahl
der Treffer notiert. Es stellte sich heraus, dal zur Beschreibung der Anzahl der Treffer
eine Poisson-Verteilung mit A = 0.943 verwendet werden kann, d.h. die theoretische

Zahl k ist 580 - e AT

Anzahl der Treffer 0 1 2 3 4 > 6
Beobachtete Zahlen 229 211 93 39 7 1
Theor. Zahl 225.62 212.86 100.34 31.32 7.54 2.32

5.2.4 Die negative Binomial-Verteilung

Wir betrachten nun die beliebige Wiederholung eines Bernoulli Experimentes, bis
zum ersten Mal ,1“ auftritt. Der Ereignisraum ist dann Q = {1,01,001,...,0"1,...}
und kann mit {0, 1,2, ...} identifiziert werden. Offensichtlich gilt P({0"1}) =
P({n}) = ¢"p. Man nennt dies die geometrische Verteilung.
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Allgemeiner als im vorangegangenen Fall wird jetzt nach der Anzahl der Wieder-
holungen eines Bernoulli Experimentes gefragt, bis r-mal ,,1“ aufgetreten ist. Unser
Ereignisraum €2 besteht jetzt also aus allen r + k Tupeln, £ > 0, von 0 und 1, wo
die letzte Zahl eine 1 ist.

Damit der r-te Erfolg genau beim (r + k — 1)-ten Zug auftritt, mufl unter den voran-
gegangenen 7 + k — 1 Ziigen k-mal die ,,0“ aufgetreten sein. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist dann nach 5.2.1

f(k,p,r) = (T " l; - 1)17’”61"”- (5.27)

Wir schreiben dafiir

(r+k-10(r+k-2)...7r

fk,p,r) = o s
—r(—r—1)...(—r—k+1) ,
_ oo ) (o)
= "(— k=01
(7)o 1
Daher der Ausdruck negative Binomialverteilung.
Dies gibt leicht fiir den Erwartungswert und das 2. Moment
B(X)= %M
= — = Q
"
2 d? 2
E(X?) = —M|p=a"+a und
(X gz Mo (5.28)
o?(X) = a.

Diese Identitét zeigt man durch Reihenentwicklung nach Taylor. Fiir die momenter-
zeugende Funktion der negativen Binomialverteilung gilt:

. —r = (—r _r
M(t) = Ze’“( B )p’”(—q)’“ = ( h )pr(—etQ)k =’ (1 —e'q)”".
k=0 k=0
Dies gibt:
M'(t) = rpge' (1 — get) !
oder r
M(0) = B(X) =rp'q(l —q) "' = ?q.
Entsprechend
1 2
Moy = "4 T e
p p

Die negative Binomial-Verteilung wurde haufig bei der Beschreibung von Zahldaten
verwandt, z.B. bei Unfallstatistiken, Marktforschung (H&aufigkeit mit der ein Produkt
gekauft wird) oder in der Psychologie. Genauere Hinweise findet man in dem Buch
von Johnson, Kotz.
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Bemerkung 5.1 In den vorangegangenen Beispielen haben wir uns um eine ver-
niinftige Definition des zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes und der Zu-
fallsvariable herumgedriickt und uns hauptséchlich um die Kombinatorik gekiim-
mert. Dieses Versdumnis wollen wir jetzt nachholen.

Da es sich bei unserer Fragestellung auch um beliebig haufige Wiederholungen von
Bernoulli Experimenten handelt, legen wir von vornherein die o-Algebra (23°,57°)

= ® (Q1,P(1)) zugrunde. Auf dieser o-Algebra miissen wir nun ein Wahrschein-
k=1

lichkeitsmaB definieren. Dazu verwenden wir wieder unsere alte Prozedur, d.h. wir
definieren das Mafl zundchst auf einem geeigneten Ring und setzen es dann fort. Es

sei also R der Ring aller Mengen der Form A x ® O mit A € Y7 = P(Qp).
k=n+1

Solche Mengen, die nur in ihren ersten n Koordinaten (n ist variabel, aber endlich!)
festgelegt sind, nennen wir Zylindermengen.

Aufgabe 5.6 R = Menge aller Zylindermengen ist eine Algebra. Auf R definiere
nun einen Inhalt durch

k=n-+1

P <A X ® Ql> — Pr(A). (5.29)

Aufgabe 5.7
a) P ist ein wohldefinierter Inhalt

b) P ist ein Maf}
(Hinweis: Fiir (b) gehe analog zum Lebesgue Borelmafi vor und verwende, daf} in
&XO) ; mit der Produkttopologie die Zylindermengen gerade offene und abgeschlos-

n=1
sene Mengen sind.)

Aufgrund unseres Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatzes gibt es also eine eindeutige
Fortsetzung Py° von P zu einem Wahrscheinlichkeitsma$ auf (5°,>°7°). Auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (25°, 7%, Py°) betrachte nun die Zufallsvariable X, wo

k fallsin (wy,...,w,4x) genau r mal 0 vorkommt
und w4, = 0 ist.
oo falls jeder endliche Abschnitt von w

weniger (<) als 7 ,Nullen* enthélt.

X ist messbar, denn [X = k| ist sogar eine Zylindermenge und [X = oo = kori X >

k]. Ferner haben wir

n+1

P(X = )= P (P? —H=x 3 Q) = PP((X = k) = f(k.p.r).

Hierbei ist X die Einschrankung von X auf die ersten r + k Koordinaten.
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5.2.5 Multinomial Verteilung

Bei der Multinomial Verteilung interessiert man sich nicht nur fiir die Verteilung
einer einzelnen Zufallsvariable, sondern von mehreren Zufallsvariablen gleichzeitig.

Ausgangspunkt der Betrachtung ist dabei der Wahrscheinlichkeitsraum

QG ={L2....00, Y =P, PA{i})=p=>0

¢
wo Y p; = 1. Betrachte nun das n-fache Wiederholen dieses Experimentes. Dies wird
i=1

durch den Wahrscheinlichkeitsraum (QF, P(2}), PJ*) beschrieben. Es sei nun X; die
Zufallsvariable Anzahl von ,,i“. Wir haben dann

0 falls k1 +... + ki #n
e falls ke =,
(5.30)

Dies ist die Multinomial Verteilung. Anders als die vorangegangenen Verteilungen
ist diese Verteilung mehrdimensional, d.h. eine Verteilung auf R.

Beispiel 5.6 Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dafl beim 6n-maligen Wiirfeln
jede Zahl genau n mal auftritt? In diesem Fall ist £ =6 und p; = ... = pg = % und
ki = ... = kg = n. Also suchen wir

(6n)! (1\*"
(n!) \6/)
Fiir n = 1,2 erhalten wir 0,0154 bzw. 0,0034.

Natiirlich gibt es noch weitere diskrete Verteilungen. Mehr dazu findet man in dem
Buch , Discrete Distributions von Johnson, Kotz (TKC Joh)*.

Wir wollen nun noch einige Anwendungen betrachten:

Beispiel 5.7
1. Fiir die Montage gewisser Maschinen werden 200 Schrauben bendétigt. Man
weil, da3 von diesen Schrauben im Mittel 1% defekt sind. Wieviel Schrauben
miissen zur Montage mitgesandt werden, damit weniger als 2% Reklamationen
wegen nicht passender Schrauben zu erwarten sind?

Die Sendung wird 200+k Schrauben enthalten. Davon sind mit der Wahrschein-
lichkeit b, = (203+k)pr(1 — p)200+k=T genau r defekt, wobei P = 0,01 ist. Da zu
erwarten ist, daf§ k£ nicht zu grof ist, kénnen wir die Poisson Approximation

anwenden. Dann wird i
~ 2H10) ey

b, ~ ————c¢ 100/,
7!
Da zur Montage genau 200 Schrauben benétigt werden, und weniger als 2%

Reklamationen kommen sollen, haben wir

k \r
- 2+ 106)" —@+)
0,02> 3 b~ e~ 2+ 10). (5.31)
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2k+1

(k+1)!e_2 < 0,02 und erhalten k = 5.
Berechnen wir nun die Summe in (??) mit & = 5, so sehen wir, dafl £ = 5 in
der Tat die Losung ist. Will man sogar weniger als 1% Reklamationen haben,
mufl man 206 Schrauben zupacken.

Fiir eine erste Approximation losen wir

Packungen mit 50 Stiick eines Produktes sind in Ordnung, wenn weniger als 5
Stiick davon defekt sind. Die Herstellerfirma testet die Packungen auf folgende
Weise:

Es werden nacheinander Teile aus der Packung genommen und getestet. Wenn
die ersten 7(8) Stiick in Ordnung sind, wird die Packung versandt, andernfalls
zuriickgestellt. Mit wieviel Reklamationen mufl die Firma rechnen? Wieviel
Prozent der zuriickgestellten Packungen sind in Ordnung?

In einer Packung seien M defekte Stiicke. Die Wahrscheinlichkeit, 7 intakte
Teile auszuwéhlen, ist dann

(*-") (50 — M) ... (44 — M)

(%) 50-49-48 474645 - 44

Offensichtlich ist Wy, > Wj,11. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher of-
fensichtlich Wg, d.h. die Wahrscheinlichkeit, bei der 6 Stiick defekt sind, die

ersten 7 ausgewéhlten Stiick aber intakt. Es ist
_44-43-42-41-40-39-38 43-41-13-19
©50-49-48-47-46-45-44  47-46-15-35
Wiéhlt man 8 Stiick aus, erhélt man entsprechend

. 44-43-42-41-40-39-38-37  6-41-4-39-38-37
©50-49-48-47-46-45-44-43  5-7-48-47-46-45
Eine Packung, die an sich in Ordnung ist, wird zuriickgestellt, wenn unter den
ersten 7 (8) Stiick eines defekt ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist

= Wu.

Wi =0, 384.

W =0, 330.

("))  7-45-44-43-42-41-40-5 43-41
50 50-49 - ...-44-43 4746
7

= 0,401

bzw.
(7)) _4-41-36

(%) 74746

= 0,422.

Ein Meteoriten Schauer trifft die Erde mit einer Treffwahrscheinlichkeit von
17° Treffern pro m2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine Fliche von
1(km)? von k Meteoriten getroffen wird?
Fiir dieses Problem ist die Poissonverteilung zustéindig. Da 1(km)? = 10° m?
sind, ist die zugehorige Konstante a = 10

E |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
010 0 0,002 0,008 0,019 0,038 0,063 0,090 0,1125 0,125

klel0

k| 10 11 12 13
A0010,125 0,114 0,094 0,072
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4. Tischtennis: 2 Personen A und B spielen Tischtennis. In der Regel gewinnt A
den Anteil p der Spiele und B den Anteil 1 — p der Spiele. Beim Tischtennis
gewinnt der Spieler das Spiel, der vorher 21 (allgemeiner 2n + 1) Punkte ge-
sammelt hat. Insgesamt gibt es also pro Spiel hochstens 4n + 1 Punkte und
mindestens 2n + 1 Punkte. Es sei a, die Wahrscheinlichkeit, dafl A bei einem
Punktgesamtstand von 4n + 1 — r Punkten gewinnt. Dies geschieht, wenn A
vorher 2n Punkte gesammelt hat. Also

4dn —
a, = ( 77/2 T) p2n+1 q2n—r.
n

Die entsprechende Wahrscheinlichkeit b, fiir B erhélt man, indem man p und
q vertauscht. Die Wahrscheinlichkeit, dal A gewinnt, ist dann ag +ay + ... +
as, und die Wahrscheinlichkeit, dafl B gewinnt, ist by + by + ... + by,. Die
Wahrscheinlichkeit, dafl das Spiel mit einem Gesamtpunktestand von 4n—r+1
endet, ist a, + b,.

5. In einem groflen Kasten sind rote, griine und weile Gummibérchen im Verhélt-
nis 5:4:3 enthalten. Klein Erna greift sich 10 Gummibérchen willkiirlich heraus.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat sie dann 5 rote, 3 weifle und 2 griine?

Es handelt sich hier um die Multinomial-Verteilung mit ¢ = 3 und der indivi-

duellen Wahrscheinlichkeit %, %, }1. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

s (1) (5) (5) —oom
5.3 Stetige Verteilungen

Es sei (©,>, 1) ein Mafiraum und f eine nicht-negative p-integrierbare Funktion
mit

/fdu = 1. (5.32)

Dann definiert

Y 54— /XAfdu — P(A) (5.33)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, 7).

Man sagt, dieses Wahrscheinlichkeitsmafl P habe die Dichte f beziiglich p und
schreibt auch

dP
P=f-pu oder — =1 (5.34)
dp

Alle Mafle, die wir jetzt betrachten wollen, sind von dieser Form. Allerdings werden
wir uns im wesentlichen auf Mafle auf R beschranken.

Man sagt, die Verteilung (Bildmaf}) der Zufallsvariablen X auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, Y, P) habe die Dichte fx, wenn die Verteilung von X von der Form
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fx - A (?7) ist. Hat die Verteilung von X die Dichte fx, so gilt fiir die Verteilungs-
funktion F'x von X

Fx(z) = P([X < z]) = P(X }(~00,2)) = / fx(t)dA(t), (5.35)

d.h. Fy ist die Stammfunktion von fx. Wir haben uns bisher hauptséchlich fiir
die Verteilungen X P der Zufallsvariable X gekiimmert, und der urspriingliche Maf}-
raum (€2, >, p) trat in den Hintergrund. Dies ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
durchaus moglich, da die gesamte Information {iber eine Zufallsvariable X in ihrer
Verteilung liegt, wiahrend der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum nicht im-
mer eindeutig ist. Betrachte etwa das Beispiel geometrischer Verteilungen.

5.3.1 Die gleichméaflige Verteilung

Wihlt man oben etwa [ = ﬁA)XA’ wo A € > mit 0 < pu(A) < oo, so erhilt man
das Wahrscheinlichkeitsmaf

——~uANB) Be) . (5.36)

Dieses Mafl kommt relativ haufig in Anwendungen vor. Friither hatten wir den Aus-
druck (??) schon bei der bedingten Erwartung kennengelernt. Ein Spezialfall von

(7?) ist die sog. gleichmdfige Verteilung auf R. Diese wird auf dem Mafraum
R, By, \) durch
1
= ——X{al, b 5.37
f@) = 3= Xpa, b>a (5.37)

geméf (7?) beschrieben. Das entsprechende Integral hat die Form

/gd(f-A) _ ﬁ/bgd)\. (5.38)

Definition 5.7 Die Zufallsvariable X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ", P)
heifit gleichmdfig verteilt, wenn die Verteilung (Bildmafl) X P von X von der Form

(ﬁX[a,b}) -\ ist.
Fiir die momenterzeugende Funktion der gleichméfligen Verteilung haben wir

b

1 1
/ e d\(x (e — et“)g (5.39)

—a

und fiir das k-te Moment gilt

1
/ XF*d\(z b i 1(6’““ —aFth). (5.40)

b—a
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5.3.2 Die Normalverteilung

Die Normalverteilung auf R wird durch die Dichte

1 —(w u)2
Vi 27?02

beziiglich des Lebesgue Mafles A beschrieben. Die Normalverteilung spielt, wie wir
noch sehen werden, eine auflerordentlich grofle Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und Statistik. f,, ist tatséchlich die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafes, da

= fuo(z) z€ER (5.41)

f>0und [ fd\=1.Firp=0,0 =1 erhilt man die Standard-Normalverteiluny.

Definition 5.8 Eine Zufallsvariable X ist normalverteilt, wenn f die Dichte der
Verteilung von X ist. Fiir die momenterzeugende Funktion erhalten wir

1 (z—p)*
M(t) = ele™ 27 d)\ = et o)t 202 d)\

V2ra? \/ﬁ/

1 —12 1 ztcf—z2
= e et d\ =e'—— [ ez d)\(2)
V2mo? / V2m /

1 1 2,24 42
e,ut 675( —2zto+t202)+t202 1 d)\( )
V2r

tQﬁ

M(t) = e'e (5.42)

Dies gibt dann sofort
E(X)=p, 0*(X) =02 (5.43)

Die Bedeutung der Normalverteilung ist eine Folge des zentralen Grenzwertsatzes
und allgemeiner ihres héufigen Auftretens in den Anwendungen. Wir wollen uns
nun einen Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes ansehen. Entscheidend dabei
benotigen wir die Stirlingsche Formel

A 1 1 139
|~ V2 (—) 1 - L 44
" e [ T 120 T 28802 T S1sdon® (5.44)

Fiir die Multinomialverteilung hatten wir

n!

Pn<k'1,...,k’l) :mplf .

Dy kit ke = (5.45)

Statt der Zufallsvariable X; = Anzahl 7, = 1,...,[ sollte man zweckméfigerweise
die zentrierte und in der Varianz normierte Zufallsvariable

X —np;
\/Pig;

betrachten. Wir fithren daher die Variablen

mit ¢ =1—p;

Ll (5.46)
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ein. Die Approximationsformel, die wir herleiten werden, soll fiir kleine x; gelten,
d.h. fiir k;, die nahe beim Erwartungswert np; von X; liegen. Wir verlangen daher

a; < x; < by (5.47)

Dies zeigt
ki > np; + a/np;q;. (5.48)

Setzen wir in (??) die Formel (??) ein, erhalten wir

9 nte=" 6n 1
p, — _vimne ¢ Hpk mit [0,] < -
Hmkk e—k1elh; =1 "

1 -1 n l np; ki )
= [—= — L) e 0=0,— O — ... — b,
(,/_zﬂ) klkll;[(k> : g

Wegen (?7?7) wird 6 fiir grofie n beliebig klein. Betrachte nun

!
np;
lng ( 3 )

3
qi L 5 aq 13 qi
%—E i T T i i — 5T —— + x; — ..
(np x\/npq)[x - 2x 3

np;

I
L, 3 (1 i
:—izlxi\/m+§xiqi+xi <§qi1/n—pi «/npz)—i-xo( >

Es ist aber > ;v /npiq; = > ki —np; =n —n = 0 wegen (?77?). Also erhalten wir

I
np;
H(kl) Nexp<——2xq,+z r3q; +x0< )) (5.49)
Ferner haben wir

e el ety e

Offensichtlich strebt der 2. Term gegen 1 fiir grole n. Wir haben damit

== (np; + xi/nipigi) In (1 + z; nqé )

%

Satz 5.4 Unter den oben gemachten Annahmen gilt

n!

l
P(ky,... k) = ————ph .. .pfﬁ — (L>l 1 Le_%;m?qi (5.50)
k.. Ky V2 npy...pe

fiir n — oo.

Natiirlich ist in Satz 5.4 die Approximation besonders gut, wenn die x; klein sind,
d.h. k; nahe bei np; liegt. Fiir [ = 2 erhalten wir fiir die Binomialverteilung
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Satz 5.5 (Lokaler Satz von Moivre Laplace): Mit

k—np
T = und a<x<b gilt
v 1pPq
1 1
b(n,k,p) = \/%:WeﬁQF(n, k,p) wo F(n,k,p) =1 (5.51)

gleichméfig in n.
Beweis: Es ist in diesem Fall £ = k1, ks = n — k und

k—np n—k—nqg

T, Tyg=-———=—T1.
N ’

Ir =

\/pPq
Damit erhalten wir fir a < 2 <b
b(n, k,p) L =g
n,k,p) = ——e .
b v 21mnpq

Der Korrekturfaktor F' hat hier die Form

o I+ +. s+ A5y T /)
14+ 2+ -][1+12(§ 5]
(L), !

12 \np ng
\/(1+x LY(1 -, /2))

1

2
VR
—
+
5|

S
o
VR
—

|

3|
N | =

ol
~
VRS

|

—_

N}
3| -
™

N ~—
~~

N
—_
+
N = D=
)
w

x( i—,/£>—l—...>.
np ngq
Bemerkung 5.2 Fiirp=q = % ist
2 . 1 1 1 n x? n x? L 1
= — — —+o|l—=]]|.
12n 12k 12(n—Fk) 12n  2n nd
Fiir grofie n ist tatsdchlich F' sehr nahe bei 1. Da man die b(n, k,p) fir n < 100

tabelliert hat, und in Anwendungen ohnehin meist nur eine Genauigkeit bis 2 oder
3 Stellen hinter dem Komma erforderlich ist, ist

1 (k—np)>
b(n,k,p) & —pme” i

v 2mnpq

eine recht gute Ndherung, solange

< K.

'k—np

Nz




86 Zufallsvariable

Dies gilt auch, weil der wesentliche Teil der b(n,k,p) in der Néhe von k& = np
konzentriert ist und meist schnell abféllt. Ein expliziter Vergleich fiir verschiedene
n und p bestétigt dies. Satz 5.5 kdnnen wir nun verwenden, um einen weiteren
Grenzwertsatz herzuleiten.

Satz 5.6 (DeMoivre-Laplace): Es sei X die Zufallsvariable Anzahl der ,,0* in einem
n-fach wiederholten Bernoulli-Experiment. Dann gilt

P [a < k\/:#? < b} \/ﬁ/ (5.52)

Hierbei ist P[] die Wahrscheinlichkeit, da8 'j/_n% zwischen a und b liegt.

Beweis: Es ist wegen Satz 5.5
_ (k=np)®
b(n, k npg
> bl kop) ~ = o

Dabei bedeutet ', dal die Summe iiber alle k zu erstrecken ist mit np + ay/npq <
k < np+ b,/npq. Das kleinste zuléssige k sei a und das gréfite 5. Dann gilt

a—1—np a—np
a—1l<np+aynpl <a oder ———<a< .
v/ 1pq VTP
Dies zeigt
a—np 1
a — < .
\/1pq Vv 1pq
Entsprechend sieht man
— 1
b— b= np < .
v/ 1pq Vv 1pq
: ko —np :
Esseinumna =k <k+1=k<...<k=pundz = . Dann ist

v 1Pq

1
und Y ist offensichtlich gerade die Riemannsche Zwischensumme

v/ 1pq
b 2
. 1 _z®
fir = afe 7 dz, denn f

Ti=1 — X3 =

22

7 ist glatt.

xT 2
Bezeichnet nun ¢(x) = \/%7 [ e~"7dX die Verteilungsfunktion der Normalverteilung

mit ¢ = 0 und o = 1 (Standard-Normalverteilung), so a8t sich (??) auch als

k —np B ~ dla
P{ag mg]-¢<b) o(a). (5.53)

schreiben. Die Werte der Funktion ¢(z) sind tabelliert. Man sieht leicht, dafl

1—¢(x)=¢(—x) VreR (5.54)
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Aus diesem Grund benotigt man Tabellen nur fiir > 0. Ferner gilt
1 121 1 1-3 1-3-5
1— ~ 2T — — — — o) 5.55
o(x) \/%6 : (QZ 23 + e 7 T > ( )

Daher ist ¢ meist nur fiir 0 < x < 4 tabelliert, denn wir haben etwa 1 — ¢(3) =
0,0014, 1 — ¢(4) = 0,000033.

Betrachten wir nun einige Beispiele zur Normalverteilung.

Beispiel 5.8 Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit beim 2n-maligen Miinzewerfen
mit einer fairen Miinze, dafl die Anzahl Kopf um weniger als k& von n differiert?
Hier ist p = % und n — 2n. Als kleinster Wert ist n — k zugelassen. Diesem Wert
entspricht der Wert

n—k—2n- % kv2

a = —=

11 o Un
on 1.1 vn

Analog erhilt man b = +5%2 T V2 ynd damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

k2 V2 k2
o B2 —p [ B2 ) —op (2 -1
Vn v vn
Fiir n = 100 und k& = 10 gibt dies 2¢(v/2) — 1 = 0,814 und fiir n = 1000 und k = 10
erhélt man 2¢>(\/IEO) —1=0,3448.

Beispiel 5.9 Stichproben: Die Wahlchancen der Partei XY Z sollen durch eine Be-
fragung von n Personen mit einer Genauigkeit von % ermittelt werden. Es sei p/
der Anteil der XY Z Wiéhler in dieser Stichprobe und p der Anteil der XY Z Wahler
in der Bevolkerung. Natiirlich wird man nicht p = p’ erwarten konnen, denn durch
Zufall kénnte man ja nur auf XY Z Wahler stolen. Das Beste7 was wir hier machen
konnen, ist, dafl die Wahrscheinlichkeit, daf |[p — p/| < oo 1st, sehr grofl wird. Die-
se Wahrscheinlichkeit wird der Konfidenzgrad genannt. Bezeichnen wir ihn mit j.
Ublich gilt etwa 8 = 0,95. Wegen der GroBe der Bevélkerung in der Bundesrepublik
kénnen wir die Stichprobenentnahme als ein n-faches Bernoulli-Experiment mit der
Wahrscheinlichkeit p auffassen. Ist hier X die Zufallsvariable Anzahl XY Z Wihler,
so wollen wir

[IX —np| < —n} >

0] =
100 100

machen. Es ist aber wegen Satz (5.6)
an an
X —np| < 2 ) Y (i, Ry (-
<| npl < 100” ¢ (100,/_npq) ¢ (100‘/_npq>

(6% n
= 2 (555g) 1%

Wiéhlen wir etwa 5 = 0,95(0,99), so finden wir aus der Tafel: 1,96 = -2, / bzw

100

Pllp-| <

2,575 = & /L denn 2¢(1,96) —1 = 0,95 und 2¢(2,575) — 1 = 0,99. Wir erhalten

100
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somit 196)? 257,5)%
( )2-p-q§n bow, n> & ,2)pq‘
a a
Hierin ist immer noch die Unbekannte p(1 — p) = pg enthalten. Da stets p- ¢ < 1
erhalten wir als Abschéitzung

2 1

a?’

1
n>—98% bzw. n > (129)
«

Bei einer 1% Genauigkeit und 95% Konfidenzgrad mufi man also immerhin fast
10.000 Personen befragen. Man vergleiche dies mit den iiblichen Befragungen, die
von Zeitungen oder kleinen Instituten veranstaltet werden, wobei meist etwa 2.000
Personen befragt werden.

Wir wollen nun Satz 5.6 noch etwas anders interpretieren.

Es sei wieder (Q7, Y7, P1) der Wahrscheinlichkeitsraum fiir das n-malige unabhéngi-
ge Wiederholen eines Bernoulli-Experimentes und es sei Y,, die Zufallsvariable
L

v 1pq

Dann strebt Y,, gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvariable (Satz 5.6). Hier-
bei ist noch einiges zu kldren, denn

i) Der hier verwendete Konvergenzbegriff ist noch unklar.

ii) Alle Zufallsvariablen Y,, sind auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen er-
klart.

Der 2. Einwand 148t sich leicht beheben, wenn man den Wahrscheinlichkeitsraum
QP37 P°) = (2,2, P), den wir in 5.2.5. schon eingefiihrt haben, betrachtet.

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum sei X; die Zufallsvariable

]-7 T 0
Xi(w) = “ wo  w=(w;) € Q. (5.56)
0, W; = 1

Dann ist > X; die Zufallsvariable ,, Anzahl der ,,0“ in den ersten n Versuchen“. Dann
i=1
definiere

ZXi—nP

- L& Xi-p
o \/ﬁ;—\/p_q. (5.57)

Satz 5.6 zeigte dann:

Y,, strebt im Sinne der Verteilung gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvaria-
ble, d.h. fiir jedes Intervall (Borelmenge) A gilt

(Y, - P)(A) — \/LQ_W / xae 2 dA, (5.58)

Hierbei bedeutet Y,, P natiirlich wieder das Bildmafl von P unter Y,,.
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In dieser Form ist Satz 5.6 Spezialfall des allgemeinen Zentralen Grenzwertsatzes,
den wir nun nach einigen Vorbereitungen, allerdings zunéchst ohne Beweis, angeben
wollen.

Es sei (2,), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable auf €.
Dann bezeichnen wir mit >_ (X)) die o-Algebra { X !(A)|A € B;}. Wir nennen >_(X)
die von X erzeugte o-Algebra. Entsprechend definiert man die o-Algebra ) (Xjjicr),
die von einer Familie von Zufallsvariablen X;,7 € I erzeugt wird.

Definition 5.9 Die Zufallsvariable X;,: € I heilen unabhdingig, wenn fiir jede Aus-
wahl A; € > (X;) die Mengen (A;) unabhéngig sind.

Diese Begriffe werden wir spéter wieder aufgreifen (néchstes Kapitel), zunéchst aber
wollen wir den Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg (1922) und Levy (1925)
angeben.

Satz 5.7 Zentraler Grenzwertsatz: Essei X;,i = 1,2,3 ... eine Folge von unabhéngi-
gen und identisch verteilten Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, >, P)
(alle haben die gleiche Verteilung) mit endlicher positiver Varianz. Dann strebt

I &KX —
Yn:%; aa’ wo a=E(X;) und o=0%X;)

gegen eine standard-nnormalverteilte Zufallsvariable, d.h.

1.2

b
1 —sx
an([a, b]) — E/G 2P d .

In Satz 5.6 war X; = Anzahl ,,0“ im ¢-ten Wurf. Da dieser Satz in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung von groflier Bedeutung ist, gibt es natiirlich inzwischen eine grofle
Zahl von Verallgemeinerungen davon.
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.00
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.5000
5398
5793
6179
.6554
6915
1257
7580
7881
.8159
8413
.8643
.8849
9032
9192
9332
9452
.9554
9641
9713
9772
9821
9861
9893
9918
9938
9953
9965
9974
9981
9987
9990
9993
9995
9997

.5040
.5438
5832
6217
.6591
.6950
7291
7611
7910
.8186
.8438
.8665
.8869
.9049
9207
9345
9463
.9564
.9649
9719
9778
9826
.9864
9896
9920
9940
9955
9966
9975
.9982
9987
9991
9993
9995
9997

.5080
5478
5871
6255
.6628
6985
71324
7642
7939
8212
.8461
.8686
.8888
9066
9222
9357
9474
9573
9656
9726
9783
.9830
9868
9898
9922
9941
9956
9967
9976
.9982
9987
9991
9994
9995
9997

.5120
D517
5910
.6293
.6664
7019
1357
7673
7967
8238
.8485
8708
.8907
9082
9236
9370
9484
9582
.9664
9732
9788
9834
9871
9901
9925
9943
9957
9968
9977
9983
9988
9991
.9994
9996
9997

5160
5557
5948
6331
.6700
7054
7389
7704
7995
.8264
.8508
8729
8925
9099
9251
9382
9495
9591
9671
9738
9793
9838
9875
9904
9927
9945
9959
9969
9977
9984
9988
9992
.9994
9996
9997

5199
5596
D987
6368
6736
7088
7422
734
.8023
.8289
8531
8749
.8944
9115
9265
9394
9505
9599
9678
9744
9798
9842
9878
9906
9929
.9946
.9960
9970
9978
9984
9989
9992
.9994
9996
9997

5239
.5636
.6026
.6406
6772
7123
7454
7764
8051
8315
8554
8770
.8962
9131
9279
.9406
9515
9608
9686
9750
9803
9846
9881
9909
9931
9948
9961
9971
9979
9985
9989
9992
9994
9996
9997

5279
5675
.6064
.6443
.6808
71157
7486
7794
8078
.8340
8577
8790
.8980
9147
9292
9418
9525
9616
9693
9756
9808
.9850
9884
9911
9932
9949
9962
9972
9979
9985
9989
9992
9995
9996
9997

5319
5714
.6103
.6480
.6844
7190
1517
7823
.8106
8365
.8599
.8810
.8997
9162
.9306
9429
9535
9625
9699
9761
9812
9854
9887
9913
9934
9951
9963
9973
9980
9986
9990
9993
9995
9996
9997

5359
5753
6141
65017
.6879
7224
7549
7852
8133
.8389
.8621
.8830
9015
9177
9319
9441
.9545
9633
9706
9767
9817
9857
9890
9916
9936
.9952
9964
9974
9981
9986
9990
9993
9995
9997
9998
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5.3.3 Lage- und Skalenparameter

Obwohl die Normalverteilung von zwei Parametern p, o abhéngt, geniigt es doch,
eine Tabelle fiir die Standard-Normalverteilung N (0, 1) zu haben, weil man aus ihr
leicht die entsprechende Information fiir N(u,o) gewinnen kann. Der Grund liegt
darin, da§ N(u, o) durch eine einfache Transformation aus N(0,1) hervorgeht. Da
dieser Prozefl haufig verwandt wird, wollen wir ihn nun etwas allgemeiner betrachten.

Es sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte fy. Ferner sei b € R und
a > 0. Dann ist auch Y = aX + b stetig verteilt mit Dichte

Felt) = fx (t_b)

a

Dazu betrachte die Verteilungsfunktionen
t—>b t—>b
FX bzw. Fn,Fy(t) = P(aX+b S t) =P (X S —) = FX (—)
a a

und differenziere diesen Ausdruck nach ¢.

Bei diesem Verfahren nennt man b einen Lageparameter und a einen Skalenparame-
ter. Insbesondere ist Y = 0 X 4+ N(p, o) verteilt, wenn X N(0, 1) verteilt ist. Auch
die allgemeine Gleichverteilung geht auf diese Weise aus der Gleichverteilung auf
[0, 1] hervor. Weitere Beispiele erkennt man unschwer an den nachfolgenden Vertei-
lungsklassen.

5.3.4 Die Exponentialverteilung

Wir hatten bei der Diskussion der Poissonverteilung gesehen, dafl die Wahrschein-
lichkeit fiir den Zerfall von einem radioaktiven Atom durch e gegeben ist. Die
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Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens ein Zerfall in der Zeit [0, ¢] registriert wird, ist
daher

t
1—e = /e“”d)\. (5.59)
0

1 — e~ ist daher die Verteilungsfunktion fiir die ,, Wartezeit* auf einem Zerfall. Die
Verteilung mit der Dichte

ae”*, x>0
flz)= T 5.60
(z) 0, 0 (5.60)
wird Fxponentialverteilung genannt. Entsprechend heifit die Zufallsvariable X auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, )", P) exponential verteilt, wenn X P die Dichte
f hat. Fiir die momenterzeugende Funktion der Exponentialverteilung haben wir fiir
It <a

M) =a / e IN(z) = a / e 0%d) = it (5.61)
0 0
Daraus erhalten wir
d a 1
E(X) = EMfonrmb:a .
Bx?) = L2 =2 >0
( dez " (a—t)3° T a?

Die Exponentialverteilung spielt eine wichtige Rolle bei vielen Prozessen, insbeson-
dere der Zuverléssigkeitstheorie.

5.3.5 Die Laplace-Verteilung

Die Laplace Verteilung wird durch die Dichte

flx) = ge“m‘b‘ (5.63)

beschrieben. Man zeigt leicht

2
E(X)=b und E(X*)=0"+"=.
a

5.3.6 Die Gamma-Verteilung

Eine weitere Verteilung, die die Exponentialverteilung verallgemeinert, ist die Gam-
ma Verteilung. Sie spielt in der Statistik eine Rolle. Ihre Dichte ist
1
—
flo)=4q B°T(a)

0 , x<0.

a-l 67%, r>0 [B,a>0
(5.64)
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Dies ist in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsdichte, da

o0 (e 9]

/xo‘_legdx = B“/uo‘_le_“du = 0T ().
0 0

Die Momente der I'-Verteilung kénnen wir vollkommen entsprechend leicht berech-
nen, denn

o

E(X*) =/%&XL/WM*eSM

— ﬁka(a—l—l)...(a—i—k—l).

_ BT (o + k)
pel(a) (5.65)

Fiir die momenterzeugende Funktion der I'-Verteilung erhalten wir

M (t) :1+5m+am+nﬁﬁ+nfumw4y”m+k—nﬁﬁ+”.

2! k!
= (1-pt)°.

Dies hétten wir natiirlich auch direkt zeigen konnen. Die Gammaverteilung wird
héufig bei Lebensdauerproblemen und in der Zuverlassigkeitstheorie verwandt. Fiir
a = 1 erhélt man die Exponentialverteilung und fiir ganzzahlige o die Erlangvertei-
lung. Sie ist konjugiert zur Poisson-Verteilung.

Eine Summe endlich vieler unabhéngiger I'(«;, 8) verteilter Zufallsvariablen Xj, ...,
X, ist T'(ag + ... + ap, B) verteilt.

5.3.7 Die Beta-Verteilung

Die Dichte der Beta- Verteilung ist

F(O'/ + 5) a—1
r) = ———=1
)= rar)
Diese Verteilung hat Anwendungen in der Bayes-Statistik.

(1—2)', 0<z<1l, «fB>0. (5.66)

Schaut man sich die Definition der Beta-Funktion an, sieht man sofort, da} f eine
Wahrscheinlichkeitsdichte ist, denn es ist nach einem bekannten klassischen Ergebnis
1

_ _ ['(a)I(8)
B = [ 21 —2)d\(2) = =——= 67
@8) = [am 1 —ay i) = T (5.6
0
(siehe etwa Fichtenholz Bd. III).
Fiir die Momente erhalten wir damit sofort
C(a+ B)T(k + a)T(B)

BOXY) = [ohi(1 -2 lan) - ot
0 a)l'(B)(k+a+ 6
(@tk—1)...a (T ) (5.68)

(a+B+k—=1)...(a+pB)
Es gibt noch weitere wichtige stetige Verteilungen, die besonders in der Statistik

angewendet werden. Dies sind die sogenannten Testverteilungen, die wir behandeln
werden, wenn wir Tests diskutieren.
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5.3.8 Weibull-Verteilung

Es bezeichne h(t) die Risikorate einer Komponente, deren Lebensdauer durch die
Zufallsvariable X beschrieben wird. Dann ist

1
h(t) = lim <Pt < X <t 40X > 1).

Mit der Verteilungsfunktion P(X <t) =1— F(t) ergibt dies

L= F(t+6)—(1-F(t)  F
5 F(t) - F

h(t) = lim

oder

Die Dichte fiir X ist dann
t
£(8) = ht)exp | — / h(s)ds | auf [0, 00].
0

Fiir h(t) = 87 7yt"~! erhilt man die Weibullverteilung mit der Dichte S~ exp
(—(4)7) auf (0, 00).

Erwartungswert = ST'(1), Varianz = 8?[['(2 + 1) — I'*(2 +1)].

Anwendung: Zuverléssigkeit, Risikotheorie, Lebensdauer, Wartezeiten, Inkubati-
onszeit bei Krankheiten.

5.3.9 Lognormal-Verteilung: LN (a,m, o)

Wenn fiir ein a die Zufallsvariable In(X — a)-normalverteilt mit Parametern p und
o ist, so ist X lognormalverteilt mit der Dichte

1 (In £=2)2

—————exp | — x>a,m=e"
(x —a)oV2m p( 207 )

Erwartungswert = a + mexp(30?), Varianz = m?exp(c?)(exp(o?) — 1).

Anwendung: Verteilung von Einkommen und Wohlstand, Groflenverteilung bei
Bruch-
stiicken, Verteilung von Umweltgiften, Inkubationszeit bei Krankheiten.

Es gibt ein multiplikatives Analogon des zentralen Grenzwertes.



5.3 Stetige Verteilungen 95

Aufgabe 5.8 Beim Kniffelwiirfeln wird mit 5 Wiirfeln 3mal gewiirfelt. Ziel ist es, 5
gleiche Zahlen zu erreichen. Dabei kann man nach jedem Wurf eine beliebige Anzahl
von Wiirfeln ,liegen lassen®. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, einen Kniffel zu
erreichen?

Aufgabe 5.9 Die nachstehende Tabelle ist eine Statistik {iber 647 Unfille. Beschrei-
ben Sie diese durch eine negative Binomialverteilung mit r = .96 und p = .67.

Anzahl von Unfallen & 0 1 2 3 4 5 >6
Beobachtete Haufigkeit 447 132 42 21 3 2 0

Warum sollte man gerade diese Werte wéhlen?

Aufgabe 5.10 Ein Marktforschungsunternehmen hat untersucht, wieviele Einhei-
ten k eines bestimmten Produktes gekauft wurden. Es wurden insgesamt 1.750
Ké&ufer beobachtet

k 0o 1 2 3 45 6 7 8 9 >10
Héaufigkeit 1671 43 19 9 2 3 1 0 0 2 0

Beschreiben Sie diese Daten durch eine negative Binomialverteilung mit r» = 0.041
und p = 0.315.

Aufgabe 5.11 Bei einer Verkehrsstudie von 1.011 Personenfahrzeugen wurde die
Anzahl k der Beifahrer bestimmt

k 0 1 2 3 4 =5
Haufigkeit 678 227 56 28 8 14

Bestimmen Sie den Mittelwert und die Varianz und benutzen Sie dies um r,p fiir
eine negative Binomialverteilung zu bestimmen. Beschreiben Sie damit diese Daten.

Aufgabe 5.12 Richardson hat die Haufigkeit von Kriegen studiert und eine Stati-
stik iiber den Ausbruch von Kriegen pro Jahr fiir den Zeitraum 1500 bis 1931 erstellt.
Er fand

Anzahl k von Kriegen, die pro Jahr ausbrechen 0 1 2 3 4 >5
Héaufigkeit 223 142 48 15 4 0

Wenn Kriege zuféllig ausbrechen, sollten diese Daten durch welche Verteilung be-
schrieben werden? Uberpriifen Sie dies und interpretieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 5.13 In einem Gebdude der New Yorker Stadtverwaltung wurden vom
01.11.23 bis zum 30.09.25 insgesamt 423 Dinge verloren. Die Tageshéufigkeit & ge-
fundene Stiicke war

k o 1 2 3 4 5 6 7

Haufigkeit 161 134 74 32 11 2 0 1
Welche Verteilung pafit dazu? Warum?

Aufgabe 5.14 Nachstehend ist eine Statistik iiber die Anzahl k der jahrlichen Arzt-
besuche von 2.810 Personen
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k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Haufigkeit 850 535 361 283 201 149 106 76 77 54 32 31 27

k 13 14 15 16 17 18 19
Haufigkeit 14 3 6 8 3 2 14

Aufgabe 5.15 Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A sei gleich p. Man fiihre
n unabhéngige Versuche durch und bezeichne mit h die relative Haufigkeit von A in
dieser Versuchsreihe.

a) Es sei p = 0,4 und n = 1500. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf h
zwischen 0,40 und 0,44 liegt?

b) Es sei n = 14400. Fiir welche Werte von p wird die Wahrscheinlichkeit fiir
|h — p| < 0,01 mindestens 0,997

(Satz von Moivre-Laplace)
Aufgabe 5.16 Man beweise den lokalen Satz von Moivre-Laplace.

Aufgabe 5.17 Die stetige Funktion f sei die Wahrscheinlichkeitsdichte einer nicht-
negativen Zufallsvariablen X mit F(X) € R. Man zeige: E(X) = [[1 — F(z)]dz.
0

Dabei ist F' die Verteilungsfunktion von X.

Aufgabe 5.18 Die Zufallsvariable X sei normalverteilt. Die vorgegebene Normal-
verteilung soll durch die Gleichverteilung im Intervall [a, 8] approximiert werden.
Man bestimme a und § so, dal der Erwartungswert und die Varianz von X un-
verdndert bleibt.

Aufgabe 5.19 Bei der Messung der Entfernung eines Objektes treten systemati-
sche und zuféllige Fehler auf. Der systematische Fehler betrage 50 m, wobei er die
Entfernung verkiirzt. Die zufilligen Fehler seien normalverteilt mit einer Standard-
abweichung von ¢ = 100 m. Man bestimme

a) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der absolute Fehler der Entfernungsmessung
150 m nicht iiberschreitet;

b) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die gemessene Entfernung die exakte Entfer-
nung nicht iibertrifft.

Aufgabe 5.20 Etwa 6% aller Wihler wahlen die FDP. Wieviele Wihler mufiten in
einer Umfrage befragt werden, um das Ergebnis bis auf 5% genau zu wissen?

Aufgabe 5.21 Die Verteilungsfunktion von Weibull

R
F(zx) = e w 20 mit m > 0,29 >0
0 <0

charakterisiert in einer Reihe von Fallen die Lebensdauer von Elementen einer elek-
trischen Apparatur. Man bestimme
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a) die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x);
b

¢
d

den Quantil der Verteilung der Ordnung P;
den Quartilenabstand;

den Modalwert der Verteilung.

)
)
)
)
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Zufallsvariable
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Kapitel 6

Zufallsvektoren

6.1 Mehr iiber Zufallsvariable

Es sei wieder (€2, ), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, den wir uns als fest vorgegeben
vorstellen wollen. Ferner seien X, X7, X5, ... Zufallsvariable darauf. Dann haben wir
wegen der Linearitdt des Integrals

=1

Neben dem Erwartungswert als Lageparameter der Verteilung einer Zufallsvariablen
X sind noch die Quantile und der Modalwert gebréduchlich. Dabei ist das Quantil
der Ordnung p der Wert z,, so da8 links von z,, der Anteil p und rechts davon der
Anteil 1 — p liegt. Fiir stetige Verteilungen gilt also

P(X <)) = Fo(a,) =p,  P(X >z,])=1—p. (6.2)

Das Quantil der Ordnung % wird Median genannt. Der Median wird besonders dann
verwendet, wenn F/(X) nicht existiert (Beispiel 6.2), denn die Quantile existieren
stets. Ein weiterer Grund, den Median statt des Erwartungswertes zu verwenden,
ist die starke Abhéngigkeit des Erwartungswertes von extrem groflen bzw. kleinen
Werten von X. Bei einer diskreten Zufallsvariable mit n Werten, die alle gleich
wahrscheinlich sind, ist der Median der ”T“ Wert, wenn n ungerade ist, und das
Mittel des % und ”T*z Wertes, wenn n gerade ist (wenn man sich die Werte der
GroBe nach geordnet denkt).

Der Wert x&(x %) heifit auch unteres (oberes) Quartil und man nennt z s —x1 den
Quartilenabstand von x. Falls E(X?) nicht existiert, wird der Quartilenabstand auch
als Maf fiir die Streuung (Dispersion) von X verwendet. Ein weiterer Lageparameter
von X ist der Modalwert. Der Modalwert ist der wahrscheinlichste Wert von X, also
das Maximum der Dichte von X, wenn X stetig verteilt ist und dieses Maximum
existiert.

Beispiel 6.1 Fiir die gleichméflige und die Normalverteilung stimmen Mittelwert
und Median iiberein. Aber die gleichméflige Verteilung hat keinen eindeutigen Mo-
dalwert, wahrend dieser bei der Normalverteilung gleich dem Erwartungswert ist.
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Bei der Exponential-Verteilung ist % der Mittelwert, 0 der Modalwert und der Me-
dian berechnet sich aus

r 1 In2
a/e‘”d)\(x) =1—e M = 3 oder 2=¢"* oder m,= HT.
0

Beispiel 6.2 Eine Zufallsvariable heifit Cauchy verteilt, wenn ihre Dichte durch
f(z) = 5 v € R mit

a?+x?
1 / d\(x) 1 / du T
e = — = — 1 .
k a?2+22 a) 14+u®2 a

Der Median- und Modalwert der Cauchy-Verteilung sind 0, wiahrend der Mittelwert
nicht existiert.

Beispiel 6.3 In einer Schulklasse von 20 Schiilern wurde die Kérpergrofie gemessen.
Dabei wurden die folgenden Werte erhalten (in cm):

147, 149, 151, 148, 146, 143, 158, 159, 152, 141, 149, 157, 152, 149, 146, 145, 147,
152, 153, 156.

Der zugehorige Wahrscheinlichkeitsraum ist hier {1,2,...,20} = Q mit P(i) = %

und X (1) = 147, X(2) = 149, ... . Dann ist der Erwartungswert E(X) = 5 (147 +
...+ 156) = 150 und o(X) = /43! = 4,82. Der Median ist 149, der untere Quartil
= 146, 25 und der obere Quartil 152,75. Damit erhélt man als Quartilenabstand

o)
6,5.
Satz 6.1 Es sei X eine Zufallsvariable fiir die F(|X — a|") existiert, r > 0. Dann
gilt fiir jedes A > 0

[ X —a])

P(IX —af < X)) > 1~ 2D (63)

Beweis: Es ist
E(|X —al") = /|a:—a|’"dXP: / + / > / |lx —a|"dX P+ X\

lz—a|<\  |z—a|>A lz—a|<A

dXP > N"P([|lx —a| > \)).

lz—a|>X

Esist aber P([[z—a| < \]) = 1=P([|lz—a| > A]) > 1—%. Firr =2,a = E(X)
und A = k, 0 = o(X) erhdlt man aus dem Satz die Chebyscheffsche Ungleichung
1

P(IX — EX| <ka]) 21— 5. (6.4)
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Zum Vergleich: Wir haben fiir die Normalverteilung

0, 6326
0, 9546
0,9972
0,9993

P([[X = EX| < ko]) = ¢(k) — ¢(=k) = 26(k) =1 =

o

1
2
3
4

Wegen des Zentralen Grenzwertsatzes gilt diese Abschéatzung auch fiir die Binomi-
alverteilung fiir grofie n.

6.2 Zufallsvektoren

Es seien (€;,Y ., i;) o-endliche Mafirdume, ¢ = 1,2. In ), ® >, betrachte dann
das System R aller endlichen Vereinigungen von Rechtecken der Form A x B mit
Ae ) ,Be),mit u;(A) < oo und py(B) < oo. Dann ist R ein Ring und jede

Menge aus R ist disjunkte Vereinigung von Rechtecken. Fiir ‘L_leAZ- X B; € R mit
A; x BiNA; x B =10, i # j, definiere nun

p(Ai X B;) = ZMl(Az‘) < pi2(By). (6.5)

Dann ist (??) unabhéngig von der gewéhlten Darstellung von 'QAi X B; als disjunkte

Vereinigung und p ist ein Inhalt auf R. p ist o-endlich, wenn p; und py es sind,
denn A, & Qq, B, / Qs und pi(A,) < 00, ua(B,) < oo gibt u(A, x B,) < oo
und A, X B, & Q; x Qqu ist sogar (-stetig. Man nennt p das Produktmaf der u;
und schreibt auch g = py ® pe. Es gilt dann der wichtige Satz von Fubini (Fiir den
Beweis sei auf das Buch von H. Bauer Kapitel 22 verwiesen).

Satz 6.2
a) Essei f: 0 xQy =R, >, ®Y, —B; messbar. Dann sind die Funktionen

Wy — /f(wl,wg)dul(wl) und
w — /f(wl,wg)d,uQ(wg).

> o —Bi bzw. >, —B; messbar und es gilt

f fdp @ po f (f f(wl,wz)dul(wl)) dpia(wo)

(6.6)
= [ (J flwr,w2)dpa(ws)) dps (wr)

b) Ist fu1®pe integrierbar, so sind wy — [ f (w1, wa)dps (w1) und wy — [ f(wy, ws)
dp(wa) o bzw. py integrierbar, und es gilt (77?).

c) fiir eine beliebige >, ® >, meBbare Funktion f sind ferner dquivalent:
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) fell(p),n=m® ps.

i) f(-,we) € L) fiir po fast alle wy € Qo und [ |f(wi,...)|dp(wn) €
L (p2)-

i) f(wr - wi1) € LY(p2) fiir py fast alle wy € Q; und [ |f(w,...)|dus(ws) €
L ().

Ist eine dieser Aussagen erfiillt, so gilt

/fd# = /(7/f(wlaw2)dﬂ2(w2) dpa (wr)
o\
= /(jf(whwz)dm(m) dpz(w)

Der Satz von Fubini besagt also, dafl es unter der Voraussetzung der p; ® po Inte-
grierbarkeit nicht auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt.

Fiir den Satz von Fubini ist die o-Endlichkeit beider Mafle entscheidend. Natiirlich
148t sich der Satz durch Induktion sofort auf n Faktoren verallgemeinern.

Aufgabe 6.1 Formuliere den entsprechenden Satz fiir Doppelreihen.

Aufgabe 6.2 Es sei h radialsymmetrisch h(z) = hy(|z]), 2| = (22 + ... + 22)2 A"
integrierbar. Dann gilt

/ h(z)d\" = O, 77~n1h1 (r)dr-

Rn
Dabei ist O,, die Oberfliche der Einheitskugel im R".

Aufgabe 6.3 Wihle insbesondere h(x) = exp(—|z|*) und zeige mit Hilfe des Satzes
von Fubini

"= / hd\, = O, / e dr (6.7)

I= / e d\(z).

Fiir n = 2 148t sich das Integral rechts in (??) berechnen, und damit 148t sich I und
O,, bestimmen.

WO

Bezeichnet \,, das Lebesgue Maf§ auf dem R™, so sieht man leicht aufgrund des oben
Gesagten

An @ A = A\t (6.8)
Es sei (€2,), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X3,...,X,,) ein Zufalls-
vektor auf . Ferner sei F' : R* — R, B, — B; messbar. Dann ist F o X eine
Zufallsvariable auf (2,>", P) und

/FonP:/FdXP.
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Das Bildmafl X P auf B,, heifit die gemeinsame Verteilung der Xy, ..., X,,.

Beispiel 6.4 2 Punkte werden unabhéngig aus [0,1] ausgewéhlt, so dafl die Vertei-
lung fiir jeden gleichméfig ist. Was ist ihre erwartete Entfernung? Als €2 wahle hier
[0,1] x [0,1] und X (z,y) = |z —y| und P = A; ® A\; = Ag. Dann ist wegen

1 T

EX = /|x—y|d)\2:2/(x—y)dxdy:2/ /(m—y)dy dx
A
0o \0

Definition 6.1

Fx(xy,...,2,) = P(X € (—00,21) X ... X (—00,2,)])
= P(X;<zli=1,...,n])

heifit die gemeinsame Verteilungsfunktion der Xy, ..., X,,. Man zeigt leicht:

Satz 6.3 F'x hat die Eigenschaften
i) 0< F(xy,...,z,) < 1.

ii) F ist in jeder Variablen isoton.

iii) xklir{le(xl, ceyTy) =0, x;lcllpoo F(zy,...,2,) = 1.
k=1,...,n k=1,...,n

iv) F' ist in jeder Variablen linksseitig stetig.

Der Beweis verldauft analog zum eindimensionalen Fall. Anders als im eindimensio-

lungsfunktion eines Vektors, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.5

Flz.y) 0 z+y<0
x,y) =
Y 1 z+4+y>0.

Wire dieses F' die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors, so hiatten wir
P(X; € [a,b), X5 € [¢,d)) = F(b,d) — F(a,d) + F(a,c) > 0.
Fiir a,c = 0 und b,d = 1 aber haben wir
F(1,1) = F(1,0) + F(0,0) = —1,
dies aber ist unmoglich.

Definition 6.2 Ein Zufallsvektor X = (Xi,...,X,) heifit diskret, wenn er nur
abzdhlbar viele Werte annehmen kann. X heifit stetig mit der Dichte f (f >0, f B, —
B messbar und [ fd\, = 1) falls fiir alle A € B,

XP(A) = / Yafdh,. (6.9)
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Im letzteren Fall gilt allgemeiner fiir ein X P-quasiintegrierbares F

/FonP: /F(Xl,...,Xn)f(Xl,...,Xn)dAn. (6.10)

Ein Beispiel fiir einen diskreten Zufallsvektor hatten wir schon kennengelernt, nam-
lich die Multinomialverteilung.

Ist X = (X,Y) ein zweikomponenten Zufallsvektor, so interessiert man sich haufig
fiir die Wahrscheinlichkeiten, die durch eine Komponente bestimmt werden, wobei
die andere Komponente beliebige Werte annehmen kann. Die so entstehenden ein-
dimensionalen Verteilungen heilen Randverteilungen. Sie sind durch

Py(A) = XP(AxR),P,(B)= XP(Rx B) A,B¢B (6.11)

festgelegt.

Hat )N( P die Dichte f, so haben auch Px und Py Dichten, ndmlich f,, f,. Diese sind
durch

fo(z) = [ flx,y)dy
fuy) = [ fx,y)de

gegeben. Wegen des Satzes von Fubini sind diese Funktionen messbar und Wahr-
scheinlichkeitsdichten, d.h.

(6.12)

[ i =1= [ s

Beispiel 6.6 Ist (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor mit

Pp=P(X =2,Y =) vy Y Y3
x; € Wertebereich X T Pu P2 P13 oo P1
yr € Wertebereich Y Ty | P21 D22 P23 --- | D2
So laBt sich die Verteilung mit den Randvertei- T3 | P31 P32 P33 ... | D3
lungen in dem nebenstehenden Schema beson-
ders iibersichtlich angeben.
a1 G2 g3

Dabei gibt {p;} mit p; = > piy und {qx} = >_ pix die Randverteilung von X bzw. Y
an. g i

Allgemeiner 148t sich, genau wie oben, die Randverteilung eines n-Komponenten
Zufallsvektors nach k vorgegebenen Variablen definieren.

Will man 2 Zufallsvariablen X, Y vergleichen, so kann man sich dazu des Zufallsvek-

tors (X,Y) bedienen. Fiir jede By — B; messbare Funktion F' haben wir dann wegen
(77)

/Fo (X,Y)dP = /F(x,y)d(X, Y)P.
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Wiéhlt man insbesondere F'(z,y) = G(z), so haben wir

E(GoX) = / G2)d(X,Y)P o
- / G(2)dXP. '

Entsprechendes gilt fiir G(y). So gibt beispielsweise

E(X) = / 2d(X,Y)P, E(X)= / yd(X,Y)P

oA(X) = / (r — EX)*d(X,Y)P,o*(Y) = / (y — EY)?d(X,Y)P.

Neben den quadratischen Ausdriicken o?(X),0?(Y) kann man natiirlich auch noch
das gemischte Moment

0oy = B(X — EX)(Y — EY)) = /(x — EX)(y— BEY)d(X,Y)P (6.14)

betrachten. Man nennt diesen Ausdruck die Kovarianz von X und Y und schreibt
auch o,, = cov(X,Y). Die Kovarianz ist ein Maf fiir die Abhéngigkeit von X und
Y. Wegen der Cauchy-Schwartz’schen-Ungleichung haben wir

ooyl = /\(w—EX)(y—EY)d(X,Y)PIS (/(x—EX)zd(X,Y)P)Q

1

(/(y _ Ey)%z) "< o0,

Daher gilt

cov(X,Y)
1S S P, <1 (6.15)

Falls P, ,, der Korrelationskoeffizient von X und Y gleich £1 ist, so sind X und Y
proportional.

Die Kovarianz bzw. der Korrelationskoeffizient ist ein Maf fiir die lineare Abhéngig-
keit.

Beispiel 6.7 Auf Q =[0,1],> = B([0,1]) und P = X betrachte die Zufallsvariable
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X und Y, wo X(z) = x und Y (z) = 2%. Dann haben wir

EX) = /IEdIB:—
0
1
EY) = /a:de:—
0
/ 1\2 1 1 1 1
2X — . _ - _ = =
(%) /(x 2)dx32+4 12
0
/ 1\* 1 2 1 4
QY :/ 2 _ - d:——— - =
o (Y) To3) st T
0
/ 1 1 1 1 1 1
_ = 2 _ = —_ - _ - _ = - —
Toy _/(x 2)(9” 3)d$ 176 676 12
0
Dies gibt

1 45 15 1
Ppy=————— =/ — =/ = = 215,
Y 1 [4 48 16 4
124/ —1/ —
12V 45

Beispiel 6.8 Ein Punkt ist gleichméfig tiber 2 = [0, 1] x [0, 1] verteilt. Es seien X
und R die Zufallsvariable z-Koordinate und Entfernung von 0. Dann ist

1
E(X) = /xda:dyzi

1

1
0¢ :/2dd——:—
o“(X) xdxdy 1= 1T

x

1
E(R) = /\/:c2+y2d:cdy:2/ /\/y2+x2dy dx
o \0
1 1 1 1
2
= 2// /xQ 1+<%> d% da:zQ// /xQ\/1+u2du dx
o \0 0o \0

1
2
:§/v1+u2du
0

_ é(ﬁm(l +/2)) =0,7652 = a

2
o*(R) = /(x2 +y?)dady — o® = 3~ o = 0,081142.
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Ferner ist

(x— %) (V2?2 + 9% — a)dxdy

x/ 22 + dxd:v——//\/xz—{—y dxdy

= %/(1—|—y2)g yPdy — //\/xQ—iry dxdy
0

= %/1(1+y2)gdy—%—/x2/mdu:
{x/_+ \/_+—1n(1+\/_)}—————(\/_—l—ln(l—i—\/_))

3
= = {5\/5 —1- 51n(1 + \/5)} =0,0567194625

Aufgabe 6.4 Die Dichte der Zufallsvariablen X sei f(z). Sei Y = X? dann be-
stimme man die Verteilungsfunktion F(z,y) des Vektors (X,Y).

Aufgabe 6.5 Der Zufallsvektor (X,Y) habe die Wahrscheinlichkeitsdichte

A

fley) = 72(16 + 22)(25 + 42)°

Man bestimme:
a) die Grofie A;
b) die Verteilungsfunktion F'(x,y).

Aufgabe 6.6 Der Zufallsvektor (X,Y,7) ist innerhalb der Kugel S vom Radi-
us r gleichverteilt. Man bestimme die Verteilungsdichte f(z,vy,z) des Vektors und
die Verteilungsdichten fi(x), fo(y), f3(2) der Komponenten. Weiter bestimme man

E(\/x? 4+ y% + 22).

Aufgabe 6.7
a) n-Komponenten C, ..., C, eines Systems seien in Reihe geschaltet.
—= Ch Cy = —= C,

Es sei X; die Lebensdauer Zufallsvariable der i-ten Komponente. Beschreibe
die Lebensdauer X des Gesamtsystems.
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b) Unter der Annahme der Unabhéngigkeit der X; bestimme X fiir den Fall der
Exponentialverteilung mit Parametern \q,..., A, bzw. der Gleichverteilung in
[0, ai] .

Aufgabe 6.8 Unter denselben Bedingungen wie in Aufgabe 6.7 behandle das Pro-
blem, wo die Komponenten parallel geschaltet sind.

Ch

Cs

Cn |7

Aufgabe 6.9 Die Lebensdauer eines Stromaggregats ist exponentialverteilt mit Er-
wartungswert 150d. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Arktisforschungs-
gruppe mit 2 Aggregaten mindestens 200d operationsfihig ist.

6.3 Unabhingige o-Algebren

Es sei (2, , P) ein fest gewéhlter Wahrscheinlichkeitsraum und () ,);es eine Fami-
lie von Unter-o-Algebren von ) . Die Familie (3, ;) heiBlen unabhdingig, wenn fiir
jede endliche Teilmenge {iy,...,i,} C I und jede mogliche Auswahl von Mengen

Ay € ),; die Beziehung
P(A;

gilt.
Es ist unmittelbar klar, daf8 die (}_,) genau dann unabhéngig sind, wenn jede end-
liche Teilfamilie der () ;) unabhéngig ist.

Dieser Begriff der Unabhéngigkeit verallgemeinert den frither eingefiihrten Begriff
der Unabhéngigkeit, denn:

Die Mengen {A,;};c; sind genau dann unabhéngig, wenn dies fiir die ), = > (4,;)
gilt.

Satz 6.4 Die o-Algebren (3_,)icr seien unabhiingig und es sei () e eine disjunkte
Zerlegung von I. Dann sind die o-Algebren (> 7) = Z(Uj >:))jes unabhéngig.
1€1j

Beweis: Wegen der Bemerkung oben, kénnen wir J als endlich ansehen. Falls die
Behauptung fiir J = {1,2} schon gilt, so haben wir, wenn wir Induktion nach |.J|
anwenden, fiir Ay,..., A1 mit 4; € Y "

(Am...mAneZ(jQ“euI_ )) = P(A)--P(Ap1)

7
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nach Induktionsannahme.
Also kénnen wir jetzt |J| = 2 annehmen.
Es sei nun R; der von ), i € I; erzeugte Ring. Man sieht leicht, daB jedes A; € R;

disjunkte Vereinigung von Mengen der Form B,Ej ) = Cry N NGy, mit Gy, € 37,
und k; € I; ist. Es gilt aber fir A; € R;, j = 1,2,

P(A1 0 As) = P((YB) 1 (9B))

= > PBYnB?Y)=Y P(C,N...0C,NC,N...NC)
k,l k,l

= Y P(Cy)-+ P(Cy,) - P(Cy)--- P(C,)
k,l

wegen der Unabhéngigkeit der ) .. Dies wiederrum gibt

= Y P(C,N...NC,) - PO, N...0C) =Y PBY)P(BY)
k,l k,l
= P(UBM)P(UB™) = P(A) - P(A,).

B — P(B) = P(ANB) ist ein (-stetiger Inhalt auf Ry

B — Py(B) = P(A)P(B) ist ein (-stetiger Inhalt auf R

P, und P, lassen sich also auf Y (Ry) = 2(2) eindeutig fortsetzen. Da P, = P, auf
R, so gilt danach P, = P, auf 2(2).

Es sei nun A € R; fest und Sy das System aller B € > so dal P(AN B) =

P(A)P(B). Wegen der Stetigkeit von P ist S4 abgeschlossen unter monotonen Li-
miten. Ferner ist S, abgeschlossen unter Komplementbildung und es gilt Ry C Sj4.

Daher ist mit A;, B; € Ry,%,j € N auch .OﬁlAi, ‘OleAZ» und 'OF%IAZ- U .OﬁlBj € Sa.
= i= i= j=

Das System ]N%Q aller solcher Mengen bildet offensichtlich eine o-durchschnittsstabile

Algebra. Offensichtlich ist Ry = Y (Ra) C Sa.
Nun ersetze oben Ry durch ) (Ry) und vertausche die Rollen von Ry und R;.

Beispiel 6.9 Essei (Q,>, P) = (21,),, 1) ® (Q2,)> 5, P») und A = A; x Qy und
B =y x Bymit Ay € Y,,B € > ,. Dann sind A und B unabhéngig.

Definition 6.3 Es seien () ,);en o-Unteralgebren von ) . Dann ist S = Z(k!
> ) eine o-Algebra. Gleichfalls ist daher auch

Zoo _ Ozm)

eine o-Algebra. ) _ ist die terminale o-Algebra der (3,)ien und die Elemente von
> heilen terminale Ereignisse.
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Satz 6.5 (Null-Eins-Gesetz von Kolmogoroff) Es sei (D _.)ien eine Folge unabhéngi-
ger o-Unteralgebren von ) | und es sei ) | die terminale o-Algebra der () ;). Dann
gilt fir jedes A € > __

P(A)=0 oder P(A)=1. (6.17)

Beweis: Wegen Satz 6.4 ist jedes A € Y = Z(k
jedem ) . mit ¢ < n. Daher ist jedes A € ) unabhéngig von jedem )  .n €
N. Wiederum wegen Satz 6.4 ist daher A unabhéngig von Z(:L:jl You) = S,
Offensichtlich ist ) C S und wegen (2?) gilt daher P(ANA) = P(A) = P(A)?,
also P(A) gleich 0 oder 1.

Wir wollen aus Kolmogoroffs Null-Eins-Gesetz noch einige Folgerungen herleiten.
Zuvor aber wollen wir noch das Borel-Cantelli Lemma beweisen.

U 121‘3) unabhéngig von
:n-‘,—

Lemma 6.1 Essei Aj, Ag,... € > mit > P(A4;) < ocound Ay = limA4,, = Oﬁ}l U
i= m=1n=m
A,,. Dann gilt P(Aw) = 0.

Beweis: Es ist A, die Menge aller w € €2, die in unendlich vielen A,, liegen. Trivia-
lerweise gilt dann A, C Otj A, Vm € Noder P(Ay) < P( OLj A,) < > P(A,) —0

fiir m — oo.
Die Umkehrung diese Lemmas gilt nicht. Dazu betrachte 4, = (0,+) C [0,1]. Dann
ist Aw = 0 aber - P(A,) =Y £ = oo. Fiir unabhéngige (A,) aber gilt die Umkeh-

rung.

Korollar 6.1 Es seien Ay, Ay, ... € ) unabhingige Ereignisse und A, = limA,,.
Dann gilt

i) P(Ax) =0« > P(A,) <o
ii) P(Ax)=1< > P(A,) =

Beweis: Es sei Y, = {4;, A5, 0,Q}. Dann ist {) ", }ien eine Familie unabhéngiger
o-Algebren. Ferner ist A™ = EJO Are i = Z(Ej >-,) fir n > m. Also ist wegen
A N auch A = N A®™ € ™ fiir alle m. Daher ist Ay € > und wegen

n>m
des Kolmogoroffschen Null-Eins-Gesetzes gilt P(A,) = 0 oder 1. Es geniigt nun
offensichtlich, zu zeigen, daf§ aus ) P(A4,) = oo die Gleichheit P(A) = 1 folgt.
Aus der Definition von A, folgt sofort

P(Ax) = JI—{EOP(;LjnA’) oder 1 — P(Ay) = lim P((z‘o:LjnAi)c)
n+m 00
= N P(EAD = Jim ti []PCAD = Jig 1[0 =P

Da aber > P(A,) = co muf ﬁ (1—P(A;)) = 0 oder P(Ay) = 1.

i=n
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Korollar 6.2 Es sei (X,,)qen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen. Dann gilt
fiir die Menge

C:{wGQ

Z X (w) konvergiert}
n=1

i) C € und
i) P(C)=0,1.

Beweis: Es sei C,, = {w € Q|> 7 \ X,,(w)} konvergiert. Dann gilt Cy = C' und

0 00 00 00 1 (N)
On = ngl mL:JNkale |:|Xk+ +Xl| < E:| C Z = Z(XN,XN_H,...).

Also gilt C' € > und wegen des Null-Eins-Gesetzes folgt die Behauptung.

Aufgabe 6.10 Essei (D ,);es eine unendliche Familie von unabhéngigen o-Algebren
und F' das System aller endlichen Teilmengen von /. Dannist ) | = u YO i ¢
S

J) eine o-Algebra, die terminale o-Algebra. Ferner gilt fiir jedes A € >, P(A4) =
0,1.

Aufgabe 6.11 Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], B([0, 1]), A) betrachte die
o-Algebra Y . die von {[0, 3 + 55, [5 + 5, 1]} erzeugt werden. Bestimme ) .

6.4 Unabhangige Zufallsvariablen

Definition 6.4 Eine Familie von Zufallsvariablen (X;);c; heifit unabhdingig, wenn
die o-Algebren > (X;) = X; '(B;) unabhiingig sind.

Die (X;)ier sind offensichtlich genau dann unabhéngig, wenn fiir jede Auswahl von
endlich vielen Indizes i1, ..., 7, € I und jede Wahl von Borelmengen Ay, ..., A, € B;
gilt

PX'ANnX AN .. .NX;TA,) = P(X'A) - P(X; ' 4,). (6.18)

Es sei (F});er eine Familie von Borelfunktionen. Da Y (F; o X;) C > (X;), folgt aus
der Unabhéngigkeit der (X;) sofort die Unabhéngigkeit der (F; o X;);e;.

Es seien (X;);e; unabhéngige Zufallsvariable und (/;);e; eine disjunkte Zerlegung
von I. Ferner seien F; B,,, — B messbare Funktionen mit |n;| < [/;]. Dann sind auch
die Zufallsvariablen (Fj(Xj,jy, ..., X, (;))) unabhangig, wo ix(j) € I;. Dies folgt
unmittelbar aus Satz (6.4) iiber das Zusammensetzen unabhéngiger Zufallsvariable.

Satz 6.6 Es sei Xi,..., X, ein System unabhéngiger Zufallsvariablen und Fi, ...,
F,, eine Familie von Borelfunktionen, so daf§ F; X; P-integrierbar ist. Dann ist
(F; o X;) P-integrierbar und es gilt

/(FZ-oXi---FnoXn)dP: (/FlodeP)---(/FnoXndP>. (6.19)
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Beweis: Durch Induktion nach n fiihrt man den Beweis auf den Fall n = 2 zuriick.
Wegen der Linearitét des Integrals konnen wir uns sogar auf positive Funktionen
beschranken. Aufgrund der Stetigkeitseigenschaften des Integrals geniigt es ferner,
die Behauptung fiir Treppenfunktionen F; zu beweisen. Die Linearitit des Integrals
fithrt das Problem schliellich auf den Fall F}, = x4 und F5, = yg, mit A,B € B;
zuriick. Dann aber haben wir

/(XAOXlaXBOXx)dP = /XXllA'XX21BdP

= P(X{'ANX,;'B)
= P(X;'A)P(X,'B) wegen (?77?)

(/XAodeP) (/XAOXQdP>.

Korollar 6.3 Es seien X,Y unabhéngige P-integrierbare Zufallsvariablen. Dann

gilt
E(XY)=E(X)E(Y) (6.20)
0ry=E(X —EX)(Y —EY))=0 (6.21)
(X +Y)=0*X)+*(Y). (6.22)

Beweis: (77?) folgt unmittelbar aus (?7). Gleichfalls wegen (77?) gilt 0,, = E(X —
EX)(Y — EY) = 0. Ferner haben wir:
A X+Y) = E(X+Y)? -E(X+Y))?=EX*4+2E(XY) + EY?
—(EX)* -~ E(Y)* - 2(EX)(EY)
= EX?—(EX)*+ (E?) — (EY?).

Allgemeiner gilt fiir unabhéngige Zufallsvariablen X, ..., X,
X+ + X)) =02(X)) + ..+ 02 (X,). (6.23)
Man zeigt dies durch Induktion nach n unter Verwendung von (?7).

Beispiel 6.10 Ein Punkt sei gleichméfig auf dem Einheitskreis €2 der Ebene ver-

teilt. Sind seine beiden Koordinaten unabhéngig? Da (X, Y") die Identitat auf € ist,

ist die gemeinsame Verteilung von (X,Y") die gleichméBige Verteilung auf Q. Es sei

nun A = [0,a] und B = [0,b]. Wenn X und Y unabhéngig sind, so gilt wegen (?7)

! dxd ! dzd ! dzd

;/X[O,a}x[o,b] ray = ;/X[O,a] (95) x ?J';/X[o,b] (?J) ray
Q Q

oder )
A(QN[0,a] x [0,b])=F, Fy.
T
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Mit a = sin ¢ wird
1
F, = 20— + cos(sin ()
T

azﬁ.

Setzen wir b = sin 1), so erhalten wir schliefSlich
1
AQN[0,sinf)] x 0,sinp]) = —(0 + cos @ sin @) (¢ + cos i sinp).
7r

Fiir 0,7 < T aber bedeutet dies

1
msin(@sinty = Py + O costp + 1 cos B sin @ + cos () sin () sin 1) cos 1.

Dies aber ist sicher unmoglich. Also sind X und Y nicht unabhéngig, was iibrigens
auch klar ist, denn wenn X-Werte nahe bei 1 annimmt, so mufl Y-Werte nahe bei 0
annehmen. Dennoch aber sind X und Y unkorreliert, denn

1
E(X)=0=E(Y). Ferner ist — /xydxdy =0 = 04y.
T
Q

Dies zeigt, dafi Unkorreliertheit nicht die Unabhéngigkeit zur Folge hat.

Satz 6.7 Es seien X7, ..., X,, Zufallsvariablen und X = (Xj,..., X,,) der zugehori-
ge Zufallsvektor. Die Zufallsvariable X, ..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn

XP=X,P®..®X,P. (6.24)

Beweis: Sowohl X P als auch XP ® ... ® X, P sind Wahrscheinlichkeitsmafle auf
(R™, B,,). Wegen des Fortsetzungssatzes sind diese MaBle durch ihre Werte auf dem
Ring der n-dimensionalen Figuren R, eindeutig festgelegt, d.h. wenn beide Mafe
auf Mengen der Form A; x ... x A,, A; € By die gleichen Werte annehmen, so sind
sie gleich. Es gilt aber

XP(A; x...xA,) = PX;7'Ain...NnX,'A,) = XiP(4) - X,P(A,)
= (Xi1P)®...® (X,P)(A; x ... x A,)

wegen (?7), wenn die X; unabhingig sind. Die umgekehrte Behauptung wird ent-
sprechend bewiesen.

Korollar 6.4 Die X,..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn die gemeinsame
Verteilungsfunktion F, von X = (Xi,...,X,) das Produkt der Einzelverteilungs-
funktion ist

Fp,=(x1,...,2,) = Fy (21) ... Fy, (). (6.25)

Beweis: Die (X7,..., X,,) seien unabhéngig. Dann gilt wegen (??) F,(z1,...,z,)
= XP((—00,x1)%X...xX(—00,2,)) = X1 P(—00,21) ... X, P((—00,x,)) = Fy,(21) ...
F,, (x,). Die Umkehrung folgt analog.
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Korollar 6.5 Es seien X1, ..., X,, unabhéngige stetig verteilte Zufallsvariablen mit
der Dichte f; fir i = 1,...,n. Dann ist X = (Xj,...,X,,) stetig verteilt mit der
Dichte

fe(xy, .o xn) = fo, (1) -+ fo, (). (6.26)
Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Beweis: Dieses Korollar folgt unmittelbar aus (?7).

In Anwendungen kommt es immer wieder vor, dal man die Verteilung von Funk-
tionen von Zufallsvariablen bestimmen mufl. Am einfachsten 148t sich dies mit Hilfe
der Verteilungsfunktion bewerkstelligen. Es seien (X, ..., X,) Zufallsvariablen und
H eine B,, — B; messbare Funktion. Ferner sei GG eine B; — B; messbare Funktion.
Wegen Satz (5.1) gilt dann

/GoHonP: /GoH(azl,...,xn)dXP. (6.27)

Wiihlen wir hier G' = X(—oo ), 50 erhalten wir

FH(X1 .... Xn)(l') = /X(_Oo’m) e} H(:Ij'l, . ,:Cn)dXP = / dXP (628)

Bei stetigen Verteilungen kénnen wir dann die Dichte fy von H(Xy,...,X,) be-
stimmen, falls diese existiert, indem wir fy = F}; benutzen.

Ist H o X diskret verteilt, so folgt aus (?7) mit G = x4}

P([H(Xy,...,X,) =2z|)=HP{z}) = / dXP. (6.29)

Sind hierbei die X7, ..., X,, noch unabhéngig, so konnen wir in (?7?), (??) und (?7)
XP durch X;P ® ... ® X, P, wegen (?7) ersetzen. Als Beispiel wollen wir diese
Formel nun auf den Fall n = 2 und H (X3, X5) = X; + X, anwenden.

Satz 6.8
a) Es seien p; und po (endliche) Mafie auf B,,. Dann definiert

Bi>A—vA) = /XA(:EI + 29)dpy (1) dpo(22) (6.30)

ein (endliches) MaB auf B,,. v wird die Faltung von p; und ps genannt und mit
v = Ju1 * g bezeichnet.

b) Sind p; und gy Wahrscheinlichkeitsmafle, so ist pq * ps ebenfalls ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf3.

c¢) Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.
d) Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariablen auf (€2, >, P), so ist X + Y nach
XP x Y P verteilt.

Beweis:
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a) DaBv(A) = [ xa(z14z2)d(p1 ®p2)(x1+22) ein Mall definiert, folgt unmittelbar
aus der Linearitdt und Stetigkeit des Integrals. Sind p; und po endlich mit
p1(R™) = || und p2(R™) = [ua, so folgt

pi * p2(R”) /d(m ® p2) = |pal |p2l.

Rn
Dies zeigt auch (b).
c) Esist

(2 # p2)(A) = / xaler + 22)dp (1) dps(z2)

= /XA(xQ + x1)dpg (o) dp (1) = (2 * p1)(A)

wegen des Satzes von Fubini. Ferner folgt aus der Linearitat und Stetigkeit des
Integrals mit Hilfe von (77?)

/fdm * fly = /f1(x1 + ) dpuy (1) dpa(z2). (6.31)

Man zeigt dies in der iiblichen Weise zunéchst fiir Treppenfunktionen und dehnt
dies Ergebnis dann auf beliebige du, * 9 integrable Funktionen aus. Wir haben
nun fiir Borelmafle ju1, o und g

(i * ) * p15)(A) / (2 + 23)d(jus * 12) (z2)dpes (3).

Dies ist wegen

=[xl + ma)e)dis o) dstz )
/XA(£E1 + (z9 + 23))dpy (1) dpg () dps(3) (6.32)
= .= [ * (2 * ps)](A).
d) Wegen Satz 6.7 gilt
(X+Y)P(A) = /XA(X +Y)dP = /XA(HC +y)d(X,Y)P
_ / Az + y)dX P(2)dX P(y) = (XP + Y P)(A).
Wir wollen nun explizitere Formeln fiir die Faltung bestimmen.

Korollar 6.6
a) Ist p1 = ) bidy, und py = ) d;é,,, wobei a; alle verschieden, ¢; alle verschieden

b; >0,d; >0,> b <oound ) d; < oo, so gilt

pa ki = Y bid0a, e, (6.33)
i,J
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b) Sind gy, po stetige Mafie mit den Dichten fi, fo mit fi, fo € LY(R, By, \), so
gilt
(1 * o ist stetig mit der Dichte f; x f, wo

6.34
fiox faly) = / F1(2) foly — 7). (6.34)

Beweis:

a) Offensichtlich ist die Faltung linear. Daher geniigt es, d, * 6. = d44 Zu zeigen.
Dies aber ist trivial, denn [ fdd, * 0. = [ f(z + y)da(a)dp(y) = f(a+ c).

b) Wegen Satz 6.8 aist fi- A fa- A ein endliches Maf}. Fiir eine beliebig beschrénkte
Borelfunktion ¢ gilt daher

Joathn st n) = [ gt nhi@ ity
= [ (st nnmanm ) i)

-/ ( [a1sate - x)dA<z>) fula)dA ().

Hier haben wir die Translationsinvarianz von A verwendet, d.h.

AMA) = MA+z)VAe€ B

= [96) ([ 2o - 0) siwaroane),

Dies aber zeigt das Ergebnis.

Beispiel 6.11 Es seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen und beide seien
binomial verteilt mit Parametern n,p bzw. m,p. Dann ist X + Y binomial verteilt
mit Parametern m + n und p.

Beweis: Es ist

XP+YP = Zn:i(;‘)
(

(]
(]

weil
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Beispiel 6.12 Es seien X und Y unabhéngige Poisson verteilte Zufallsvariablen mit
Parametern a bzw. b. Dann ist X +Y ebenfalls Poisson verteilt mit Parameter a + b.

Beweis: Es ist

> ak bl
XP+YP = Y e e 5'5”’“
k,1=0
00 k7
_ ~(a+b) ab
= D ( k! 1!5Z>
i=0 k=i
_ Z a+b a+b 6
=0
denn
akb P e
T A
e’ k! k! (i — k)l
_ (i kpickl i1
k=0

Beispiel 6.13 Es seien X und Y unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen mit
Parametern p, a% bzw. jio, cr%. Dann ist X +Y normalverteilt mit Parametern pi; + o
und 0% = 0% + o3.

Beweis: Wir haben

/ —(z— u1)2 —(y—w;u2)2
20‘1 202 d)\(x)
\/27r01 \/271'0’2
—(y—p1—p2)?
= ¢ 2(‘7%+‘72 . I

27?(01 + o3

womit z —py =uwund y — g — fo =0

2 2
27 (0} + 03) u w2
I = ! 2 2"1 e 23 e2eited) gy

2mo109
20,2 | 2 2(,2 _ 2 2
0% + o2 B u(a2+01)_2uv_v(02—01—02)}
2, 2 2 2 2 2 2 2
2mo7 + o5 207 + 03 203 2(0f + 03)05
2 | 2 2 | 2 2 2 4
B o} + o3 B U2+01{2_2uva2 vioy ]}_
= 2, 2 2 2 2 2 2 22| [
2mof + o5 207073 oo 2(0f +03)

Beispiel 6.14 Es seien 2 Stiick radioaktiven Materials gegeben, die radioaktive
Strahlen mit der Intensitét (Zerfélle pro Zeiteinheit) a; bzw. ay aussenden. Dann
registriert ein Geigenzéhler die Verteilung von X + Z wo X und Y die Verteilun-
gen der Einzelquellen sind. Da X (Y') Poisson verteilt ist, mit Parameter a;(as), ist
X + Z auch Poisson verteilt mit Parameter a; + ao. Dies ist natiirlich unmittelbar
einsichtig.
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6.5 Die Multivariate Normalverteilung

Sind zwei oder mehrere Zufallsvariablen nicht unabhéngig, wird man ihre gemeinsa-
me Verteilung, d.h. also eine Verteilung im R™ untersuchen. Die weitaus wichtigste
dieser Verteilungen ist die Verallgemeinerung der eindimensionalen Normalvertei-
lung. Um diese Verteilung einzufiithren, benotigen wir ein paar Grundbegriffe der
linearen Algebra.

n
Im R” fithren wir durch < z,2’ >= )" x; 2} ein Skalarprodukt ein. Ist A = (a;;) eine
i=1

n
Matrix so definiert < Az,2" >= )7 a;r;7); eine quadratische Form, auf dem R".
ij=1
Eine solche Form heifit positiv definit, wenn fiir alle x € R” < Az, x >€ R ist.
(< Az,x >> ¢ < 1,0 >= ¢glz|? fiir ein € > 0).

Lemma 6.2 Ist A hermitesch, so existiert eine Drehung (des Raumes © — Dx), so
daB DAD™! Diagonalgestalt hat.

a
Ist A positiv definit, so hat DAD~! die Form mit a; > 0.

Qn

Definition 6.5 Die Dichtefunktion einer n-dimensionalen Normalverteilung hat die

Form
f(xl, e ,In) = Ke_%<‘4($_b)1(z—b)>

wo K eine Normierungskonstante, A positiv definite Matrix und b € R™ ein Vektor
ist.

Um K zu bestimmen, berechnen wir zunéchst allgemeiner

I= /g(xl, o) [T, Tp)dN, = K/g(x)e_§<A(m—b)’(”"_b)>d)\n.

Wegen der Translationsinvarianz von A, gibt dies

I= K/g(z+ b)e” 2 <A ),
:K/g(z+b)€—§<D—1DAD—1Dz,z>d/\n

_ K/g(z + b)e—%<DAD*1(Dz),(Dz)>d)\n(Z)
Da eine Drehung volumentreu ist, erhalten wir mit Dz = w
I=K / g(D™"w + b)ez<PAPTNww> gy ().
Nehmen wir nun an, D sei so gewéhlt, daf3

a1
DAD™! = ,a; >0

Qn
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1
Dann ist < DAD 'w,w >= Y aw? = Y (aZw;)?.

1
Setzen wir daher Sw = (a}w;) = u, so erhalten wir

I= K/g(D_lw + b)e2 <SS g\ (w)

= - 1/g(D‘lS_lu+b)e_é<7“"“>al)\n(u)
a;?
— (DetS) 'K / g(D15 1y + B)e= 3>, (u)
= (DetDAD™ ") 2K / g(D71S 4 b)e 25 > A, (u)

— (DetA)HK / (D15 u + be 3> ) (u)
Insgesamt also haben wir

K /g(x)e—é<A(;v,b),(:v—b)>d)\n(x)

(6.35)
1 1
= (det A)_2K/g(D_1S_1u +b)e 2" d N\, (u)
Fiir g = 1 erhalten wir daraus mit der Normierungsbedingung
1 = (det A)_éK/e_%@’wd/\n(u) = K(det A)"2(27)2
oder
K = (det A)2(27) 2. (6.36)
Die Dichtefunktion der n-dimensionalen Normalverteilung ist damit
f(z) = (det A)z (2m)~ 2 e~ <A@D @03, (6.37)

Mit Hilfe von (??) kénnen wir jetzt die Erwartungswerte der einzelnen Koordinaten
bestimmen.

E(X;) = (2m)7% /(Dlslu +b)ie 2" A (u)

e (6.38)
bi€ 2= d)\n(u) = bz

|3

= (2m)”
Schreiben wir als X = (Xi,...,X,), so sehen wir

E(X) =b. (6.39)
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Entsprechend sehen wir fiir die Kovarianzmatrix
B(CX: = b)Y~ b)) = K [[(@ = Do = bye F=4e D020, 1)
= K/xia:je§<‘4x’x>d)\n(x)
= K(det A)"2 / (D718 ) e <4 (DS ) d A (u)

= (27T)_% Z(D‘lS_l)ik(D_lS_l)j,l/ukule_§<“’“>d)\n(u)

k.l

7/7.]

=Y (DTS iD= (DTHSTISTID) = (AL)
k=1

Bezeichnet daher C' die Konvarianzmatrix, so schreibt man fiir die Dichte der mul-
tivariaten Normalverteilung auch

f(z) = (2m) "2 (det C) 2~ 2<C " #0)(e-0)> (6.40)
und bezeichnet sie mit N (b, C).

Satz 6.9 Essei X = (X4,...,X,) N(b,C) verteilt. Dann ist BX =Y N(Bb,
BCBY) verteilt, B invertierbar.

Beweis: Die Dichte von Y erhiilt man, wenn man = durch B~y ersetzt. Fiir die
quadratische Form im Exponenten gilt dann

<C'BYy—-Bb),B'(y— Bb) > =< (BY)'C'B ' (y — Bb),y — Bb>
=< (BCB')"'(y — Bb), (y — Bb) >

Bei dieser linearen Transformation z = B~y ist das d\,(z) Volumenelement gleich
dem | det B|~*dA,(y) Volumenelement. Nun ist aber (det C')~2|det B|™! = (det
BC’Bt)_%, so dafl die Behauptung bewiesen ist.

Satz 6.10 Es sei X N(b,C) verteilt und X = (X1,..., X,,) und X® = X1,
.., X,). Dann ist die Randverteilung von X2 gerade N (b, Cy).

Dabei erhilt man 5 und (s 2 als Einschrankung von b bzw. C auf die Koordinaten
m+1,...,n.

Beweis: Wir fiihren neue unkorrelierte Variable Y® und Y® durch
YO = x® 4 px® y@ = x®

ein, wobei M so zu bestimmen ist, daB Y und Y® verschwindende Konvarianz
haben, d.h.

0= E((Y(l) _ Ey(l))(y@) _ EY(Q))) - E(((X(l) _ b(l)) + M(X(2)))(X(2) _ b(2)))
= 01,2 -+ MCQQ oder M = _C17QC£21.
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v (YWY (1 CraCaz) (X
- \Y® ) 1 X®

das Bild von X unter einer invertierbaren Abbildung. Also ist Y normalverteilt mit

Mittelwert . "
EY = < ] e ) = b

(YO — Wy y® — @y (Y —py@)(y ) — My
(Y(l) — b'(l))(y@) — b’(Q))’ (Y® — b/(2))(y(2) —y@y

Nun ist aber

und Konvarianz

B((Y =0)(Y — b)) = E (

_ Ci1— 01,202_,2102,1 0
0 0272

da

E((Y(l) — b/(l))(y(l) — b/(l))/ — E([(X(l) M — 202—21()((2) — b(2))][(X(1) — b(l))
_0172Ci2l<X(2) - b(z)]/) = 01,1 - 01,2C£2102,2-

Damit sind Y™ und Y® unkorreliert, also unabhiingig. Die Randverteilung von
Y@ ist also N(b?Clay)).

6.6 Der Poisson Prozef3

Die folgenden Uberlegungen sind fiir die Anwendungen, aber auch fiir die Fortfiih-
rung der Theorie von grofler Wichtigkeit. Wir betrachten eine Folge T},75,T5, . ..
von unabhéngigen, identisch exponentialverteilten Zufallsvariablen mit Parameter
A. Diese T; konnen etwa die Zwischenankunftszeiten von Fahrzeugen auf einer Strafle
oder von Kunden an einem Schalter, die Zeitintervalle zwischen Zerféllen einer Menge
radioaktiven Materials oder dhnliches beschreiben. T = T +. . .+7T,, beschreibt dann
die Wartezeit bis zum Eintreffen n solcher Ereignisse. Genauer gilt also

P(T<t)= / . /)\”e’\tl e M2 e Gt L dty,

t1+t2+~--+tn§t

ti>

die Wahrscheinlichkeit, dafi n Ereignisse in [0, ¢] stattfinden. Um dieses Integral zu
berechnen, fithren wir die neuen Variablen u; = t1, us = t1+to, ..., u, = t1+to+... 1,
ein. Da die entsprechende Funktionaldeterminante 1 ist, haben wir sofort

P(T<t) = /.../A”e-m

0<du <...<du, <t.
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Das Integral iiber die ersten (n—1) Variablen ist aber nichts anderes, als das Integral
tiber den (n — 1) Simplex mit Kantenlénge w,. Dieser hat das Volumen

Wir haben also

t
)\n
P(T <t)= / e uuz—leﬂ\undun
0

d.h. die Dichte von T ist \n
(n — 1!

Dieses Ergebnis erhélt man natiirlich auch sofort aus der bekannten Wahrscheinlich-
keit, in [0, t] n Ereignisse zu beobachten (Poisson-Verteilung mit Parameter ¢ - \)

(0" s
n! '

tnfl e*)\t

Beschreibt T; die Lebensdauer einer Maschine, so kann man 717 + ... + 7T,, auch als
einen Erneuerungsprozef$ interpretieren, bei der die Maschinen nacheinander durch
neue ersetzt werden. T; beschreibt dabei die Lebensdauer der i-ten Maschine. Dies
148t sich auch auf andere Verteilungen verallgemeinern. Interessiert man sich oben
nicht primér fiir Zeitpunkte des Eintreffens der Ereignisse, sondern eher fiir die
Anzahl der Ereignisse, so wird man auf eine Familie X;,¢ > 0 von Zufallsvariablen
gefiihrt, deren Verteilung durch

/\n
(n—1)!

P(X;,>n)=P(T +..+T,<t)= e

gegeben ist. Dabei bedeutet P(X; > n) die Wahrscheinlichkeit, daf8 in [0, {] mehr als
n Ereignisse stattfinden, wihrend P(77 + ...+ T,, < t) als Wahrscheinlichkeit, dafl
n Ereignisse vor t stattgefunden haben, zu interpretieren ist. Dies gibt dann

P(X;=n) = P(X;>n)—P(X;>n+1)

t

t
)\n >\n+1
(n—1)! n!
0

0

Partielle Integration des ersten Integrals ergibt

t t
A" 1 D Al
— _tne—kt —I— - tne—kt o tne—)\tdt
(mn=1!] [n o N n!
0 0

ATL

' tnefAt
n.

Y

da sich die Integrale autheben. X, ist also Poisson verteilt.
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Kapitel 7

Gesetze der groflen Zahlen

7.1 Konvergenzbegriffe in der Wahrscheinlichkeits-
theorie

Wir haben schon einmal kurz mit Konvergenz in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu
tun gehabt, ndmlich bei der Betrachtung des Satzes von Moivre Laplace. In diesem
Abschnitt wollen wir die verschiedenen Konvergenzarten in der Wahrscheinlichkeits-
theorie untersuchen und ihre Beziehung feststellen.

Definition 7.1 Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,) konvergiert P fast sicher gegen
X, wenn P([X,, = X]) = P{w € Q| X, (w) = X(w)}) = 1. Wir schreiben dafiir
X, %% X baw. X, = X P-fs.

Satz 7.1 X, 2% X <= lim P (k"_d X, — X| > g]) = 0 fiir alle £ > 0.

n—oo
Beweis: Es sei Ay = [| X — X| > ¢] und B, = kE_JO Ay, Ferner sei

C =[X, — X] und D, = [lim|X,, — X| > ¢].

Dann gilt B,y1 C B, und daher B,,; NC C B, NC und lim P(C' N B,) = P(C'N
(NBy)).

a) Ist nun X, £ X, so gilt P(C) = 1 und N (B, N C) = 0. Also ist lim P(B, N
C') =0 oder lim P(B,,) = 0. "

b) Umgekehrt gelte nun lim P(B,,) = 0. Esist D. C B, fiir alle n. Alsoist P(D.) =
0 Daher ist P(:LEID%) = 0. Da aber C° C :L:le%, ist P(C°) =1—-P(C)=0
und X,, — X fs..

Definition 7.2 X,, konvergiert stochastisch gegen X, wenn fiir jedes € > 0 gilt:
lim P([| X, — X| <¢]) =1

n—oo

Wir schreiben dafiir X,, 2 X. Man sieht leicht, daB X,, & X # X,, — X f.s. gilt.
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Beispiel 7.1 Jede natiirliche Zahl n kann in eindeutiger Weise als n = 28 4 r(n)
mit 0 < 7(n) < 28 geschrieben werden. Definiere dann X,, = X[r(n)2-km) (r41)2-k(m)]

auf ([0,1], By, A). Dann gilt X,, 2 0 aber nicht X, L2,

Satz 7.2 X, I X — X, & X

Beweis: Sei e > 0. Definiere dann wie im Beweis zu Satz (7.1), B,,, A, . ... Dann gilt
lim P(B,,) = 0 und daher lim P(A,,) = 0, da A,, C B,,. Daher gilt lim P([| X,, — X| >
e]) = 0 oder lim P(|X,, — X| < ) = 1. Dies aber bedeutet X,, & X.

Definition 7.3 Es seien X,, und X Zufallsvariablen und p > 1, so dafl E(|X?]) < oo
und E(|z|”) < oco. Dann konvergiert die Folge X,, gegen X im p-ten Mittel, wenn

E(| X, — X|?) — 0, wir schreiben dafiir X, LEINS'S

Satz 7.3 X, "My X — X, B X,  1<p< .

Beweis: Es sei ¢ > 0. Dann gilt wegen der Chebyscheffschen Ungleichung
1
P([IXy — X[ = g]) = P([| X0 — X" 2 ") < — E(| X, — X[").
£

Da nun X,, — X im p-ten Mittel, so folgt lim P([|X,—X]| >¢]) =0,d.h. X, & X.
n—oo

Man sieht leicht, dafi die Folge aus Beispiel 1 im p-ten Mittel gegen Null konvergiert,
fiir alle co > p > 1. Wir konnen dann auch nur erwarten, dafl eine Teilfolge f.ii.
punktweise gegen 0 strebt. Als Teilfolge konnen wir etwa (Xon) wihlen.

Noch schwécher als der Begriff der stochastischen Konvergenz ist der Begriff der
schwachen Konvergenz.

Definition 7.4 X, konvergiert schwach gegen X, wenn fiir jedes f € C’(R), der
Menge aller stetigen beschréankten Funktionen auf R, gilt

/ fdX, P — / fdXP.

Wir schreiben dafiir X,, — X.

Lemma 7.1 Fiir eine Folge von Zufallsvariablen (X,,),en auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, >, P) sind dquivalent

i) X, > X
i) [ fdX,P — [ fdXP V f € K(R) = Menge aller stetigen Funktionen mit
beschrinktem Triger
iii) Fx,(z) = Fx(z) fur alle x in denen Fx stetig ist.

Beweis: ii) Da K(R) C C*(R), so folgt ii) aus i).
ii) — i): Da X P ein Wahrscheinlichkeitsma$ ist, existiert zu ¢ > 0 ein n mit
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XP(]—n,n]) > 1 —¢. Es sei nun

1 lz| <n
glx)=14 0 lz| >n+1
linear dazwischen

Dann gilt nach Annahme
/ngPZ 1 —¢eund /ngnPZ 1—2¢
fiir alle n > ng(e) fiir ein geeignetes ng. Es sei nun f € C°(R). Wir haben dann

‘/denP—/deP‘ < ‘/fngnP—/fngP‘
+ ’/f(l—g)anP’ + ‘/f(l—g)dXP’.

Da fg € K(R), konvergiert der erste Term fiir n — oo gegen 0. Den zweiten Term
konnen wir durch |f|w - € und den dritten durch |f| - € abschétzen, falls n > nq.
Dabei ist |f|o = sup |f(x)|. Daraus aber folgt dann ii — i.

i) — iii): Es sei nun z, ein Stetigkeitspunkt von Fx und € > 0. Dann existiert ein
6 > 0 mit f fsdX P < . Nach Annahme existiert dann ein ng mit f fsd X, P < 2¢
fir alle n > n.

f; Es sei nun
1 |z — x| <6
flx)=< 0 |z — 20| > 20
R I ) linear dazwischen.

Zo

Dann gilt [ fdX,P — [ fdXP nach Annahme und es existiert ein ny mit | [ f dX,,

P—fdeP‘ <e€ Vn > ny. Fiir n > ng, n, haben wir dann

P, n) = Paon)] = | [ X oP = [ XX P
< ‘/denP—/deP‘
+‘/f5anP‘ n ‘/f(;dXP‘< de

iii) — i) Dieser Teil des Lemmas sei als Ubungsaufgabe gestellt. Hierbei geniigt es,
die gegebene Funktion f € K(R) durch Treppenfunktionen zu approximieren, deren
Sprungstellen in den Stetigkeitsstellen von F). liegen.

Schwache Konvergenz von Zufallsvariablen bedeutet also im wesentlichen Konver-
genz in der Verteilungsfunktion.

Es sei hier daran erinnert, dal wir den Begriff der schwachen Konvergenz schon im
Zusammenhang mit dem Satz von Moivre Laplace bzw. dem zentralen Grenzwertsatz
kennengelernt hatten. Denn wir hatten:
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Satz 7.4 Zentraler Grenzwertsatz: Es sei (X,,) eine Folge von unabhéingigen iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen mit endlicher positiver Varianz, dann gilt

1 = B w o = +o?(X,)
W(;X’“ “) T B

und X ist standard-normalverteilt.

Y, =

Satz 7.5 X, -5 X — X, — X

Beweis: Essei e > 0 und A,, = [|X,,—X| < ¢]. Dann gilt nach Annahme P(A,,) — 1.
Dann haben wir
Fx,(x) = P([Xy < 2]|An) P(An) + P([X5 < 2] A7) P(A7)
< P(X <xz+e])+ P(A)
Dies zeigt: limFx, (z) < Fx(z +¢) und limFY, (z) > Fx(z —¢), da P(A¢) — 0. Ist

nun x eine Stetigkeitsstelle von F'y, so sehen wir Fy, (x) — Fx(x). Wir fassen alle
diese Sétze zusammen:

fast sichere K. — stoch. Konv. — schw. Konv.

Teilfolge

Konv. im p-ten M.

7.2 Das starke Gesetz der grofien Zahlen

Betrachten wir die n-fache Wiederholung eines Bernoulli Experimentes mit der Aus-
gangswahrscheinlichkeit p fiir das Eintreten des Ereignisses ,,0¢. Ist dann X die
Zufallsvariable Anzahl der ,,0“, so ist

Y, = 1 x @)
n
die relative Haufigkeit des Eintreffens von ,,0¢. Aufgrund der Motivierung des Begriffs
Wahrscheinlichkeit {iber die relative Héufigkeit erwarten wir

Y, —p.

Wir haben hierbei wieder mehrere Probleme:

i) Gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum auf dem alle Zufallsvaraibeln Y,, erklért
werden kénnen?

ii) Was bedeutet p?

iii) Um welche Art von Konvergenz handelt es sich?
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Zu i) Bisher haben wir immer in einer solchen Situation immer den Wahrscheinlich-
keitsraum (€24, >, P1)> wo €; = {0,1} und P(0) = p, P(1) = 1 — p betrachten.
Dann ist Y;,(w) gerade die relative Héufigkeit der ,,0“ in den ersten n(!) Koordinaten
von w.

Zu ii) Wir erwarten, dafl bei beliebig haufiger Wiederholung die relative Haufigkeit
genau p ist, d.h. die Grenzverteilung nimmt sicher den Wert p an. Dies bedeutet
aber, dafl limY,, die Verteilung ¢, hat. Daher muf} limY;,, den Wert p fast sicher
annehmen.

Zu iii) Wie man leicht sieht, hat Y;, den Erwartungswert p und die Varianz /%,
denn es gilt E(X™) = np und ¢2(X™) = npq.
Der Satz von Moivre Laplace sagt uns nun, dafl

2 -2
P({p—rn\/pglﬁyn §p+7’n\/p%]}) ~ @(rn) — d(—7n) zl_rn\/ﬁe -

Falls nun y = lim Y,, existiert, so zeigt uns Satz (7.2), daB Y,, = Y fs.

Wir wollen diese Uberlegungen nun noch etwas anders fassen. Dazu sei X, die
Zufallsvariablen-Anzahl der ,,0“ beim k-ten Zug. Dann sind alle X} unabhéngig

und X™ = 3" X,. Fiir unseren Fall des Bernoulli Experimentes haben wir dann
k=1
gezeigt
1 n
n
k=1

Definition 7.5 Eine Folge P-integrierbarer Zufallsvariablen (X}) geniigt dem star-
ken Gesetz der grofien Zahlen, falls (77) gilt.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist der Beweis des Satzes von Kolmogoroff.

Satz 7.6 Es sei (X,) eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit den Varianzen

0?(X,). Gilt dann

K

ql\')

=
A
3

(7.2)

n=1
so gilt fiir (X,,) das starke Gesetz der groBen Zahlen.

Der Beweis dieses Satzes basiert entscheidend auf der Kolmogoroffschen Ungleichung,
die eine Verallgemeinerung der Tschebyscheffschen Ungleichung ist. Wir stellen diese
Ungleichung mit Beweis daher voran.

Lemma 7.2 (Ungleichung von Kolmogoroff): Es seien (X,,) unabhéngige Zufalls-
variable mit endlichen Varianzen. Ferner sei Y,, = > (X — EX}). Dann gilt

k=1
P Vil > €]) < 2o%(V, (7.3)
(Lo Vil > ) < 50%(V7) .
Beweis: Es sei Ag = [|[Yi| < e, k=1,...,n], Ay = [|Y1] > €] und allgemeiner

Ap = [|Yi] <&, k=1,...,m—1und |Y,,] > €|. Dann sind die Ay, &k =0,...,n,
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disjunkt und [max|Yy| > ¢] = > A, oder P([]) = > P(A,). Es geniigt also

m=1 m=1

> P(A,) < @ zu zeigen.
m=1

Es seien nun P,, die Wahrscheinlichkeitsmafle P(A|A,,). Dann haben wir wegen

E(Y,) =0

(V) = / 2?dYP = P(A,) / 2*dY, P,
S m=0

da fiir P wegen des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

pP= zn: P(A,,) - Py
m=0

Es ist dann also
n

2(V,) > S P(A,) / 22V, P,

m=1

Ferner gilt

/xQdYan = /Ynzde = /{Yri +2> V(X — EXy) +2) (X — EXy)?

k>m k>m

+2 ) (X — EXy) (X, — EXy)}dP,

k>{>m

> /{Yg +2> Vu(Xp — EXy) +2 ) (X — EXy)(Xe — EX))}dPy,.

k>m k>>m

Das Ereignis A,, ist nur durch Xj, ..., X,, bestimmt. Da die (X;) unabhéngig sind,
sind es auch Y,, und (Xj — EX}) fir £ > m. Sind nun U und V Treppenfunktionen

U= axc, C;€> (V) undV =Y bixs, B> (X
mit £ > m, so haben wir

0]

— ; aibj P(_zlﬁlm) [P(Am NC;N Bj) — P(Bj)P(Ci N Am)]

Offensichtlich gilt diese Aussage auch fiir Grenzwerte solcher Funktionen. Daher
haben wir fiir £ > m

/Ym(Xk — EX})dP,, = 0.
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Entsprechend zeigt man f(Xk — EXy)(Xy — EXy)dP,, = 0 fir k > ¢ > m. Damit
erhalten wir

/depm > /Ynidpm, m < n.

Es ist aber [Y2dP,, > e* da Y, auf A,, > ¢ ist.
Wir erhalten also

(V) > & z”: P(A,)

und hieraus folgt unmittelbar die gesuchte Ungleichung.

Beweis des Satzes von Kolmogoroff:
Es sei Z,, = % > (Xy — EXy) und es seien N und my natiirliche Zahlen, so daf
k=1

om0 < N < 2mo+l Fg sei Py = P([sup |Z,| > ¢]). Wir wollen dann zeigen, dafl zu
n>N
e > 0 und n > 0 stets ein N existiert mit Py < 7. Dazu definieren wir

fir m > my.
2m <p<2mtl

Qm:P({ max |Z,| >¢

Ersetzen wir in der Kolmogoroffschen Ungleichung noch 0?(X}) durch o? (Zfil ), s0

sehen wir

27n+1

1 2
Qm S P (|:2m<122§m+1 |Zn| = 8:|) S 5222—m‘|'2k22 o (Xk)
Es ist aber
0o (%) 1 gm+1
2
Py< ) Q< D Somms ) (),
m=mo m=mg k=2m
Setzen wir nun
mo fiir 1 < k < 2motl
m(k) = . .
mo + g filr 2m0H 1 < k< 2motitl

so konnen wir die Reihenfolge der Summation in der Summe rechts umkehren. Man

erhalt
I <= = 1
Py < ;ZU (Xk) Z 92m+2’
k=1

m=m(k)

Nun ist aber > 272 = 1o=mk) < 2 Also erhalten wir
m=m(k)

1 1 <= = o3 (Xp)
322 | 92mo ZU (Xk) +4 Z L2
k=1 k=mo+1

Py <

Ist nun n > 0 und € > 0 vorgegeben, so existiert stets ein my bzw. N, so dafl

4000'Xk
_Z (Xk) g

<
32 k2
mo+1
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00 k

Da ferner ) % < 00, folgt leicht lim 5 Y 0?(X;) = 0 und dies zeigt, daff auch
k=1 i=1

der erste Summand fiir grole mg durch 7 abgeschitzt werden kann.

Zusammen gibt dies Py < n und der Satz ist damit bewiesen.

Korollar 7.1 Die (X;) seien unabhingig und es existiere eine Konstante K mit
K > ¢?(X;). Dann gilt das starke Gesetz der groBen Zahlen fiir die Folge (X;).

Korollar 7.2 Die (X;) seien unabhéngig und identisch verteilt und es existiere
E(X?). Dann gilt

% i X, = B(X) fs. (7.4)

Korollar (7.2) liefert uns im Spezialfall also gerade das eingangs bewiesene Ergebnis
iiber die Binomialverteilung.

Man kann nun zeigen, daf es in Korollar 2 nicht auf die Existenz von E(X?) an-
kommt, d.h. es gilt

Satz 7.7 (Kolmogoroff): Es sei (X;) eine Folge von integrierbaren, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen. Dann gilt (77).

Den Beweis fiir diesen Satz wollen wir hier nicht ausfithren. Wir bemerken lediglich,
daff man den Beweis dieses Satzes auf den Satz von Kolmogoroff (7.7) zuriickspielt,
indem man die X; geeignet abschneidet.

Wir wollen nun Korollar 7.2 auf ein einfaches Beispiel anwenden.

Beispiel 7.2 Es sei g > 2 eine natiirliche Zahl. Betrachte nun den Wahrscheinlich-
keitsraum ([0, 1), B1([0,1)), A). Es sei A, die Menge aller Zahlen = € [0,1), deren
g-adische Entwicklung abbricht. Dann ist A, abzéhlbar und jedes x € [0, 1)\ A, hat
eine eindeutige Darstellung

X =Y x(k)g" mit z(k) € {0,1,...,g —1}.

00
k=1

Essei £ € {0,1,...,g — 1} fest. Definiere dann

0 zeA,
X@)={ 0 falls z(k) £ ¢
1 falls x(k) = ¢.
Dann sind die (X ]ge))kEN unabhéingig, denn die Mengen
By = {x € [0, )\ Ay|z(k) = {}
sind unabhéngig. Letzteres gilt, weil
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Die X}, sind identisch verteilt, X,A = 10, + 16, mit EX; = L und EX? = 1. Also
gilt

1 < 1

— Z X, — — fs.

n k=1 9

Bezeichnet C’y) die Menge, auf der % > X}, konvergiert, so ist Cy) genau die Menge
aller x € [0,1), fiir die die Zahl ¢ in g-adischen Entwicklung mit der mittleren
Héufigkeit é vorkommt. Wir haben also gezeigt )\(C’y)) = 1.

—1
ZQOCy) ist dann die Menge aller reellen Zahlen, in deren g-adischer Entwicklung jede

der Zahlen {0,...,9 — 1} mit der relativen Haufigkeit !% vorkommt.
Es gilt dann A\(Cy) = 1 und sogar A( QQC’Q) =1, d.h. fast alle Zahlen in [0, 1] haben
g

eine regulire Darstellung beziiglich der Basis g. Gleichwohl ist offen, ob 7 oder e
diese Eigenschaft haben.

7.3 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen
Analog zum starken Gesetz der groflen Zahlen definieren wir nun

Definition 7.6 Eine Folge integrierbarer Zufallsvariable(X;) geniigt dem schwachen
Gesetz der groflen Zahlen, wenn

1 n
- » (Xi—EX) Bo. (7.5)
=1

Als erstes zeigen wir das Markovsche Gesetz der grofien Zahlen.

Satz 7.8 Es sei (X}) eine Folge von Zufallsvariable, so daf

1 -
nlg& Ecﬁ (Z Xk> =0. (7.6)
k=1
Dann erfiillt (Xj) die Bedingung (?7?).

Beweis: Aus der Tschebyscheffschen Ungleichung folgt mit
1 n
X==-) X
n
k=1

PO Y X - B Y x5 ) < TN,

n2e

Fiir n — oo gibt dies das gewiinschte Ergebnis.
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Korollar 7.3 Die (X}) seien paarweise unkorreliert und es gelte

D U
hmﬁZU(X
i=1

Dann geniigt die Folge dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen.

Beweis: Es ist

o2 (i Xk> - E(i(){k —EX}) ) ZE (Xy — EX,)?

k=1

+2) E((Xp — EXp) (X, — EX,)) = Z o*(Xp)

k<t

und damit ist der Satz von Markov anwendbar.

Korollar 7.4 Die (X}) seien paarweise unkorreliert und es gelte 0?(X;) < KV k.
Dann geniigt die Folge dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen.

7.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Bevor wir mit dem Beweis des zentralen Grenzwertsatzes beginnen, benotigen wir
noch einige Vorbereitungen. Es sei X eine Zufallsvariable. Wir hatten dann die
momenterzeugende Funktion My (t) durch

Mx(t) = E(e'*) = / e dX P(x) (7.7)

definiert. Dabei hatten wir aber auch gesehen, dafl Mx (¢) nicht notwendig existieren
musf.

Aus diesem Grunde betrachtet man hiufig statt der momenterzeugenden Funktion
die charakteristische Funktion, die durch

ox(t) = B(e"X) = / ¢ dX P(z) (7.8)

definiert ist. Dabei wird das Integral iiber eine komplexwertige Funktion f so defi-
niert, dafl es wieder linear ist. Also: Es sei (2, %, p) ein Mafiraum f : Q — C heifit
messbar (integrierbar), wenn dies fiir Ref, Imf gilt. In diesem Fall definiert man

/fdu:/Refdu—i—i/Imfd,u.

Wir sehen dann sofort: Ist X eine Zufallsvariable, so existiert ¢ — ¢x(t), denn
|Re €|, |Ime'®| < [e"*] = 1. Ist allgemeiner p ein endliches Mafl auf R, so be-
zeichnet

Fa()(t) = / it dy (7.9)

die Fourier-Transformierte von u. Die charakteristische Funktion von X ist also
die Fourier Transformierte der Verteilung von X. Ist f € L'(R), so bezeichnet
(Fif)(t) = [ f(z)e*™d\(x) ebenfalls die Fourier-Transformierte von f.
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Lemma 7.3
a) Es sei pu ein endliches Borel-Mafl auf R. Dann ist t — FL(u)(t) stetig und

beschrénkt.
b) Sind p, v endliche Borel-Mafle, so gilt
Beweis:

a) Es sel ¢ > 0. Dann existiert ein N >0 mit [ du < e. Es sei I ein endliches,
j2|>N
abgeschlossenes Intervall. Dann ist [-N, N| x [ 3> (z,t) — €% gleichmiBig
stetig. Also existiert ein § > 0 mit X" — ¢*?| < ¢ fiir alle z € [-N, N] und
s,t € I mit |s —t| < 0. Fiir s,t € I und |s — t| < 0 erhalten wir damit

Fen)(®) = el <| [ =)l +| [ ey

lz|>N
N

+ | / et dp| < 6/d,u+25
|z|>N —-N

< (u(R) + 2)e.

Plps)(t) = [ = du(a)a(y)

= [tdute) [ avty)

= Fi(u)(t) - FL(v)(t)

Aufgabe 7.1 Ist X eine Zufallsvariable fiir die das k-te Moment existiert, so ist die
charakteristische Funktion k-mal stetig differenzierbar.

Aufgabe 7.2 Existieren E(e*X) fiir ein t > 0, so ist s — Mx(s) analytisch in einer
Umgebung der 0 und ¢x (t) = Mx(it).

Lemma 7.4 Es sei X standard nomalverteilt (Mittelwert 0, Varianz 1). Dann ist
ox(t) = e/

Beweis: Es ist
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VPN
£ (k)1 2V

denn die ungeraden Terme fallen weg.

Lemma 7.5
a) Essei f eine beliebig oft differenzierbare, reellwertige Funktion mit kompaktem
Trager. Dann gilt der Fouriersche Inversionssatz
1

1
[ = %F:I:(F:Ff) = %FﬂFif)‘ (7.11)

b) Es gilt ferner das Riemann-Lebesgue Lemma: Ist f € K(R), so verschwinden
Fy fund F_f im Unendlichen.

Beweis: a) und b) werden im Rahmen der Fourierintegrale (Analysis) bewiesen.

Aufgabe 7.3 Beweise das Riemann-Lebesgue Lemma. (Fithre den Beweis auf In-
tervalltreppenfunktionen zuriick.)

Satz 7.9 Zentraler Grenzwertsatz (Lindeberg-Levy): Es sei (X;)i—12,.. eine Familie
unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Mittelwert ¢ und Varianz o.
Dann gilt

(X — 1) w
Y, = -~ 7 Y 7.12
; A (7.12)
und Y ist standard normalverteilt.

Beweis:

a) Der Beweis wird in 2 Teilen gefithrt. Zunéchst zeigen wir, dal ¢y, auf jedem
Kompaktum gleichméfig gegen ¢, strebt.

Es bezeichne ¢ die charakteristische Funktion von @

o(t) = / ¢lzXimmtgp,

Dann haben wir

¢(>ZJ-J;> (t) = Cb(%)

Wegen Lemma (7.3) erhalten wir damit

o) =0(7=)"

Das Ergebnis von Aufgabe 7.3 zeigt uns, dafl ¢ 2-mal stetig differenzierbar ist.
Wenden wir den Satz von Taylor an, so sehen wir

B(1) = 6(0) + P O) + ()5, 1 € (0,1)
=1+ 4'()5,
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denn ¢(0) = [dP =1 und
d X . X —u
oy = & [ it X—mie g pp j _
¢(0) = = /e APy = i E( - ) 0.
Damit wird )
o t_ o\ / l
o ()= (1+5-0'1)) . e (0.o=).

Es ist aber

1" _ d_2 (X — 0’) dP
¢ (t) - dt2 €

= —2 (X] — /,L)Qelt(xj_“)%dp — —1
g

fiir t — 0. Dies zeigt, daB fiir ein festes, beschrinktes abgeschlossenes Intervall
I

t2
Py, (1) = e~
gleichméBig fiir alle ¢ € I, denn a,, — a gibt (14 %2)" — ¢®. (Beweis?)
b) Daher haben wir

. +2
/e”’”dYnP(x) —e 2z

fiir alle t € I. Ist nun g eine beliebige, gleichméfig stetige Funktion mit kom-
paktem Trager I, so folgt durch Integration

/ / Y, P(z)g(t)dt — / e~ g(t)dt
Wegen des Satzes von Fubini und Lemma (7.4) kénnen wir dafiir schreiben
/(/ M()dt)dYP // zdxg t)dt
_ E / / eiteg(t)dte™ " dz

/F+ngnP — /(F+g)dy

Durch ein einfaches Grenzargument 148t sich dieses Ergebnis auch noch auf stetige,
integrierbare g ausdehnen. Wegen Lemma 7.5 gilt daher

/ FdY,p — / f dv (7.13)

fiir alle f, die beliebig oft differenzierbar sind und kompakte Tréager haben. Da
sich stetige Funktionen mit kompakten Trager gleichméflig durch solche Funktionen
approximieren lassen, gilt (??) auch fiir alle f € K(R). Damit aber gilt Y;, = Y.

oder

_ 1 —a?
Wo v = e A.

Y

Der Zentrale Grenzwertsatz hat eine grofie Reihe von Verallgemeinerungen, siehe
z.B. das Buch von H. Bauer.
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Satz 7.10 Es sei X,, eine unabhéngige Folge reeller quadratisch integrierbarer Zu-
fallsvariablen mit Varianzen o2. Es sei ferner

" " 1/2
S, = ZXi — E(X;)und s, = a(S,) = (Z 0?) )
i=1 =1

Gilt dann die Fellerbedingung

. 0
lim max — =0,
n—oo 1<i<n §,,

so folgt 2= — Standard-Normalverteilung.

Fiir die Anwendungen von grofler Bedeutung ist aber auch eine genauere Beschrei-
bung der Konvergenzrate im Zentralen Grenzwertsatz, weil dadurch die Einsatzmdg-
lichkeiten des Zentralen Grenzwertsatzes besser gewéhrleistet sind. Stellvertretend
fiir eine Reihe allgemeiner Ergebnisse (siehe z.B. P. Hall Rates of Convergence in
the Central Limit Theorem) mag hier das klassische Ergebnis von Berry und Esseen
1945 stehen.

Satz 7.11 Es seien Xi, Xs,... unabhéngige Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und

E(|X;|?) < oo. Ferner sei S, = > X; und s, = 0(S,,). Dann gibt es eine universelle
i=1

Konstante C, C' < 0,7975, so dafl

Sup [ P(S, < syr) — 0(e)] < O 5,* 3 B(X[)

i=1

Dabei ist ¢ die Verteilungsfunktion der Standard Normalverteilung,

Falls die X; identisch verteilt sind, mit E(X?) = s? und E(]X;|*) = d, so bedeutet
diese Ungleichung gerade

sup | P(S,, < spz) — ¢(x)] < Cn~Y2d/s>.

Dafl dieses Ergebnis ziemlich optimal ist, hatten wir schon beim Satz von Moi-
vre Laplace gesehen. Fiir groflere |z| kann man in der Abschitzung oben C' durch
30,54/(1 + |z|*) ersetzen. Diese Abschitzung ist also fiir |z| > 3,5 besser als die
Abschétzung des Satzes von Berry-Esseen.

Aufgabe 7.4 Beim Kniffelwiirfeln wird mit 5 Wiirfeln 3mal gewiirfelt. Ziel ist es, 5
gleiche Zahlen zu erreichen. Dabei kann man nach jedem Wurf eine beliebige Anzahl
von Wiirfeln “liegen lassen®. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, einen Kniffel zu
erzielen?
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Aufgabe 7.5 Die nachstehende Tabelle ist eine Statistik iiber 647 Unfille. Beschrei-
ben Sie diese durch eine negative Binomialverteilung mit r = .96 und p = .67.

Anzahl von Unfillen & 0 1 2 3 4 5 >6
Beobachtete Haufigkeit 447 132 42 21 3 2 0

Warum sollte man gerade diese Werte wéahlen?

Aufgabe 7.6 Ein Marktforschungsunternehmen hat untersucht, wie viele Einheiten
k eines bestimmten Produktes gekauft werden. Es wurden insgesamt 1750 Kaufer
beobachtet

k o 1 2 3 45 6 78 9 >10
Haufigkeit 1671 43 19 9 2 3 1 0 0 2 0

Beschreiben Sie diese Daten durch eine negative Binomialverteilung mit r» = 0.041
und p = 0.315.

Aufgabe 7.7 Bei einer Verkehrsstudie von 1011 Personenfahrzeugen wurde die An-
zahl k der Beifahrer bestimmt

k 0 1 2 3 4 =5
Haufigkeit 678 227 56 28 8 14

Bestimmen Sie den Mittelwert und die Varianz und benutzen Sie dies um r,p fiir
eine negative Binomialverteilung zu bestimmen. Beschreiben Sie damit diese Daten.

Aufgabe 7.8 Richardson hat die Haufigkeit von Kriegen studiert und eine Statistik
iiber den Ausbruch von Kriegen pro Jahr fiir den Zeitraum von 1500 bis 1931 erstellt.
Er fand

Anzahl k£ von Kriegen die pro Jahr ausbrachen 0 1 2 3 4 =5
Héaufigkeit 223 142 48 15 4 0

Wenn Kriege zufillig ausbrechen, sollten diese Daten durch welche Verteilung be-
schrieben werden? Uberpriifen Sie dies und interpretieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 7.9 In einem Gebdude der New Yorker Stadtverwaltung wurden vom
1.11.23 bis 30.9.25 insgesamt 423 Dinge verloren. Die Tageshéufigkeit £ gefunde-
ner Stiicke war

E 0 1 2 3 4 5 6 7
169 134 74 32 11 2 0 1
Welche Verteilung pafit dazu? Warum?

Aufgabe 7.10 Nachstehend ist eine Statistik iiber die Anzahl k der jahrlichen Arzt-
besuche von 2810 Personen

k 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
Haufigkeit 820 535 369 283 201 149 106 76 77 54 32

k11 12 13 14 15 16 17 18 > 19
31 27 14 3 6 &8 3 2 14
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Aufgabe 7.11 Die nachstehende Tabelle gibt die Haufigkeit an, mit der in 3 Bun-
desliga-Saisons k& Tore fielen

k 0 1 2 3 4 ) > 6
0.0507 0.0974 0.2137 0.1905 0.1951 0.1196 0.1331

Versuchen Sie eine geeignete Verteilung dafiir zu finden.



