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Kapitel 1

Mengenlehre

Aufgabe 1.1 Zeigen Sie

AC AUB

a

)
b) ANBCA
¢) A C B gilt genau dann, wenn AU B = B
d) A C B gilt genau dann, wenn AN B = A
Aufgabe 1.2 Zeigen Sie

a) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C)
Aufgabe 1.3 Zeigen Sie:

a

—(AUB) = (C - A)N(C - B)
b) C—(ANB) = (C - A)U(C — B)

d

) C
) C
¢) Frage: Gilt fiir beliebige A, B,C A~ (B —C) = (A— B) — C?
) A= (B—C)=(A-B)U(ANBNC)
)

e) (A—B)—C=A—(BUC)



6 KAPITEL 1. MENGENLEHRE

Aufgabe 1.4 Seien M, N endliche Mengen
a) Es seien A, B C M mit AUB = M.
Zeigen Sie: |M| = |A| +|B| — |AN B|
b) Sei f: M — N eine Funktion
f(M) ={f(z) e N, x € M}

Zeigen Sie:

IN| > |f(M)| < |M]| und es gilt |f(M)| = |N| genau dann, wenn f
surjektiv und |f(M)| = M genau dann, wenn f injektiv ist.

Aufgabe 1.5 Es seien A, B, C' endliche Mengen mit

IAUBUC| =190

| ANBUANCUBNC| =115
|IANBNC| =280

|Al =135

|B| =125

|B—(AUQ)| =25
IANC|=|BNC]|.

Dabei bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente von M.

Berechnen Sie: 1) |[BN(AUC)| 2) |ANB|und |[BNC|
3) A= (BUC) 4)|C].

Aufgabe 1.6 Auf einen Wiihltisch hatten Sie als Sets Blusen mit Giirtel und
Anstecknadel gepackt. Nach einigen Tagen finden Sie noch zwei vollsténdige
Sets vor. Der Rest ist mehr oder minder auseinandergerissen. Insgesamt sind
noch 611 Blusen, 109 Anstecknadeln und 210 Giirtel vorhanden. An sechs
Blusen héngt noch der Anstecker und an sieben befindet sich noch der Giirtel.
Sie finden 200 lose Giirtel.

a) Wie viele Giirtel wurden von der Bluse gelost und mit einer Ansteck-
nadel verziert?

(Es wurde jeweils nur ein Anstecker angebracht.)



b) Wie viele Blusen, an denen nur noch der Anstecker hingt, finden Sie?
¢) Wie viele Blusen und Giirtel sind noch auf dem Tisch?

d) Wie viele Sets konnen Sie wieder vervollsténdigen?

Aufgabe 1.7 Sei M eine Menge, dann bezeichnet P(M) die Menge, deren
Elemente die Teilmengen von M sind. Geben Sie die Mengen P(0), P({1})
und P({1,2}) in aufzihlender Schreibweise an.

Aufgabe 1.8 a) Geben Sie alle bijektiven Abbildungen der Menge {1,
2,3} in sich an.

1. b) Sei
f: {123} — {1,2,3}
1 — 2
2 — 3
3 — 1

Bestimmen Sie alle bijektiven Abbildungen
g: {17273} — {1,2,3} fiir die gilt: fog=go f

Aufgabe 1.9 Sei
f:R —- R
x

r —
1+ a2

a) Bestimmen Sie: [ = {f(z); v € R} C R.
b) Zeigen Sie: f ist nicht injektiv.

c) Es sei
g:R — R
xr — Tr+6

Bestimmen Sie den Wertebereich von go g und f o g.

Aufgabe 1.10 Sei y €] — 1, +1[. Losen Sie die Gleichung y = T el
x
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Aufgabe 1.11 Es seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d.
a) Zeigen Sie: Es gibt eine bijektive Abbildung f : [a,b] — [c,d]
b) Gibt es mehr ein solches “f”7

c) Zeigen Sie:
x
r —

1+ |z
ist bijektiv.

Aufgabe 1.12 Fiir welche y € R besitzt die Gleichung

Losung? Wie viele Losungen gibt es jeweils?

256 = y eine

Aufgabe 1.13 Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichun-
gen:

1
a) max(z,y) = 5 ((z +y) +le—yl); v,y e R.
b) |2? 4+ 4z — 12| = |z + 6]

Aufgabe 1.14 Zeigen Sie: Es gibt ein Polynom f vom Grade genau 5, das
die folgende Wartetabelle erfiillt:

b) Zeigen Sie: Es gibt genau ein Polynom vom Grade < 4, das die obige
Tabelle erfiillt. Geben Sie dieses an.

Aufgabe 1.15 Es sei
My = {(z,y) € R* y <z} {(z,y) ER* y < —x +2}

und
My ={(z,y) e R* y > —z} N {(z,y) € R* y > +x — 2}.

Zeichnen Sie M; N M,.



Aufgabe 1.16 Sei Q C R? die Menge

Q={(z,y) eR*|0<2<1,0<y <1}
P={(z+yy) eR?|0<z<1,0<y<1}
D={(z,y) eR?*|0<2, 0<y, z+y <1}

Zeigen Sie:
a) Zeichnen Sie die Mengen @, P, D.
b) Es gibt eine Bijektion f: Q — P.
c) Es gibt eine Bijektion g : Q — D.
Aufgabe 1.17 Zeigen Sie die Funktion

f:NxN — N
(r,y) — 2°(2y+1)
ist bijektiv.
Aufgabe 1.18 Zeigen Sie die Abbildung

f:NxN — N

1
T,y) — 5(:c+y)-(:c+y+1)+:c

ist injektiv und surjektiv.

Aufgabe 1.19 Sie sollen Kaninchen, Hamster und Mause kaufen. Zusam-
men 12 Tiere. Sie haben DM 46,- zur Verfiigung, die ausgegeben werden
sollen. Kosten: Hamster DM 4,— Maus DM 3,—, Kaninchen DM 10,—. Wie
viele Hamster, Méuse, Kaninchen miissen Sie kaufen?

Aufgabe 1.20 Am Tage X gibt es in der Mensa sog. Schnitzel. Es kann
Gemiise und als Nachtisch Quark dazugekauft werden. Eine Befragung von
154 Menschen ergab:

a) 120 alen “Schnitzel”
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b) 125 aBlen Gemiise

c¢) 97 leisteten sich einen Nachtisch

)

)

d) 115 aen Schnitzel und Gemiise

e) 90 afen alles: Schnitzel, Gemiise und Nachtisch
)
)

f

5 Magenkranke aflen nur den Quark

g

Fragen:

1. Wie viele der 154 alen in der Mensa?

MENGENLEHRE

Alle, die Nachtisch und Gemiise alen, alen auch “Fleisch”.

2. Wie viele waren reine Vegetarier (bei dieser Mahlzeit)?

3. Wie viele alen nur Beilagen?

Aufgabe 1.21 Zeichnen Sie die Teilmenge der Ebene, die durch die Unglei-

chungen:
8r + 3y > 54
3r + 12y > 36
dr 4+ 2y > 20
r =
y >

gegeben ist

Aufgabe 1.22 . Es seien A, Ay, As, A, die folgenden Teilmengen des R2.

A = {(z,y) eR? | y>ua}
Ay {(z,y) eR* | y> —a}
As {(z,y) eR* | y<uz+2}
Ay = {(zy) eR® | y<—z+2}

Zeichnen Sie:

a) AlmAgﬂAgﬂA4



b) (A1 UAy) N (A3 U Ay)
C) (Al N Ag) U (Al N A4) U (A2 N Ag) U (Ag N A4)

Aufgabe 1.23 Es bezeichne R die Menge der reellen Zahlen.

Zeichnen Sie die folgenden Mengen:
a) A={(z,y) e RxR; 2 >0Ay <2z}
B={(z,y) ERxR; 2 <3Ay >0}
b) ANB; A—B; B—A
Aufgabe 1.24 Es seien
A = {(z.y) eR® | y>—x+5}
Ay = {(z,y) eR? | y>2z—10}
7 10

As = {(z,y) eR* | y§§$+§}

a) Zeichnen Sie A; N Ay N As.

b) Fiir c € R sei B, = {(x,y) € R? | 3z + 6y = c}.
Zeichnen Sie Bo, BQ, B7 und Blg.

¢) Berechnen Sie S ={c€R| B.NA; N Ay N Az # 0}.
Aufgabe 1.25 a) Zeichnen Sie die Funktionen

fliR — R
r = |Jr+2|—|r—2

und
fQ:R — R
xr — |=5|+ph—z -1
b) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt:
lt+2|—jz—2|=|r—5]+1]6—x|—1

Aufgabe 1.26 Rechnen Sie nach:

{reR; 2°—42—-21>0}={z€R; s < (=3)JU{z €R; = > T}.

11



12 KAPITEL 1. MENGENLEHRE
Aufgabe 1.27 Seien a,b,xz € R, a,b > 0.
Zeigen Sie: (a<4—a* <HAN(0<bP? —4d<z)=0<b—a <.

Aufgabe 1.28 Gegeben sei f(z) = 2° —222 —x+2. 1 = 1 ist eine Nullstelle
von f.

a) Man berechne die weiteren Nullstellen von f.
b) Man bestimmea, b, ¢ mit f(x) = (x — a)(z — b)(x — ¢).
Aufgabe 1.29 Berechnen Sie die Nullstellen der nachfolgenden Polynome:
a) f(z)=3z%+ 62* — 152 — 18
b) g(z) =242 4+ 102? — 3z — 1
. I . : . .
Ist ¢ eine ganze Zahl, so dafi — eine Nullstelle von g(z) ist, dann ist 24 ein
ganzzahliges Vielfaches von ¢.
Aufgabe 1.30 Vereinfachen Sie die nachfolgenden Ausdriicke (Fallunter-
scheidung!):
1
a) glety+lr—yl); zyeR

2?4 2x+1

oAl
x+1 7 T

b)

=22 —x 42
: 1.2
2 —-3x+2 r7 1,

c)

d) Teilen Sie z* — 623 + 222 +  — 1 mit Rest durch 22 + 4z + 3.

Aufgabe 1.31 Man bestimme alle Losungen der Gleichung
1

1t — —r 4 — (

5 1 11, 1 3 8 4
2" T " T2l T 2

3T Tt

Angabe der Losung in rationalen Zahlen.

Aufgabe 1.32 Sei A = {1,2,3}.
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a) Bestimmen Sie alle Funktionen f: A — A.

b) Sei f: A — A gegeben durch f(1) =2; f(2) =3; f(3) = 1.
Berechnen Sie fo f, fo(fo f)und fo(fo(folf)).

Aufgabe 1.33 Sie stellen ein Waschpulver her, daf§ Sie unter den Handels-
marken Reini, Weiso und Bunta verkaufen. Bei einem Waschtest waren 3000
Kunden mit wenigstens einem Waschmittel zufrieden.

550 Testteilnehmer priesen die Weilkraft von wenigstens zwei Waschmitteln.
Mit “gut” wurden 1030 mal Reini und 1351 mal Bunta bewertet. Die Anzahl
der Tester, die Reini und Weiso fiir gut hielten, betrug ein Drittel der Anzahl
derer, denen nur Bunta und Weiso zusagte. 780 mal fand nur Reini Gnade.
99 Tester fanden nur Reini und Weiso gut.

a) Wieviel Testpersonen stellten fest, dafl die Wirkung ihres (guten)
Waschmittels nicht von der Verpackung abhéngt?

b) Wie viele fanden Weiso gut?

¢) Wie viele hielten nur Reini und Bunta fiir brauchbar?

Aufgabe 1.34 In einem Laden werden Hiite, Regenumhénge und Schirme
verkauft. Bei einem Sonderverkauf kann jeder Kunde hochstens je einen Hut,
einen Umhang und einen Schirm erwerben. Nach einem Tag stellen Sie fest,
daBl 206 Kunden wenigstens einen Artikel gekauft haben; 100 Kunden haben
wenigstens 2 Artikel und 50 Kunden die Hochstmenge gekauft. Es wurden 150
Schirme und 130 Umhénge verkauft. Die Anzahl der Kunden, die Umhénge
und Schirme gekauft haben, ist genauso grof}, wie die Anzahl der Kunden,
die sich fiir Umhénge und Hiite erwérmten.

Dreiflig mal wurde nur der Umhang verkauft.
a) Wie viele Kunden kauften Umhénge und Schirme?
b) Wie viele Kunden kauften Schirme und Hiite?
c) Wie viele Kunden kauften nur Hiite?

d) Wie viele Kunden kauften nur Schirme?
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Aufgabe 1.35 In einer Grokiiche werden Essen bestehend aus Hauptkom-
ponente, Beilage und Dessert ausgegeben. Bei einer Nachfrage bezeichneten
2900 Essensteilnehmer wenigstens eine Komponente als gelungen, 980 Befrag-
ten schmeckten wenigstens zwei Teile und 30 Leuten hatte alles gemundet.
Als “gut” wurde 1060 mal die Beilage und 2020 mal der Nachtisch genannt.
Die Anzahl der Esser, denen Beilage und Nachtisch schmeckte, war genauso
grof}, wie die Anzahl derer, die Beilage und Hauptkomponente mit Appetit
verzehrten. Eintausendfiinfhundertmal fand nur der Nachtisch Gnade.

a) Wie oft wurden Beilage und Nachtisch positiv beurteilt?

c¢) Wie oft nur die Hauptkomponente?

)
b) Wie oft Nachtisch und Hauptkomponente?
)
d)

Wie oft nur die Beilage?

Aufgabe 1.36 In der Mensa werden Erbsen, Pommes frites und Quark als
Beilagen angeboten. Sie haben folgende Informationen:

90 Studenten essen mindestens zwei der Beilagen.
60 Studenten essen genau zwei der Beilagen.

Die Anzahl der Studenten, die nur Pommes frites essen, ist dreimal so
grofl wie die Anzahl derer, die alle drei Beilagen essen.

Die Anzahl der Studenten, die nur Erbsen und Pommes frites essen, ist
dreimal so grofl wie die Anzahl derer, die nur Pommes frites und Quark
essen.

160 Studenten essen Pommes frites.
90 Studenten essen Erbsen.

250 Studenten essen mindestens eine Beilage.

a) Wie viele Studenten essen alle drei Beilagen?
b) Wie viele Studenten essen nur Quark, nur Erbsen, nur Pommes frites?

c) Wie viele Studenten essen Quark und Erbsen?
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d) Wie viele Studenten essen Quark?

Aufgabe 1.37 Geben Sie Polynome von moglichst kleinem Grad an, deren
Graph durch folgende Punkte lauft:

a) (—2,5), (—=1,2), (0,-1), (1,2)
b) (=2,15), (—1,6), (0,1), (2,3)
c) (1,9), (2,11), (3,19), (4,25), (5,53)
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Kapitel 2

Ungleichungen

Aufgabe 2.1 Fiir welche z,y € R gilt:
a) l[t+3|+z—]<10
b) fz] + |yl > 1
¢) |lr—al+|y—2| <3.

Aufgabe 2.2 Bestimmen Sie Losungsmengen der folgenden Ungleichungen
in R:

a) |[r—2|+ 2z + |3z +6| <a2?+2x+4

b) max(z — 4,2% + 6z) < 4z

. . a, a>b

Hierbei bedeutet: max(a,b) = { b b>

¢) |x+ 3|+ 6z <922+ 6x — 8
9z 4o + 3
d < —-2,3,1
)xz—ac—fi_x2+9(:—2:c7é o
6x —9

6 4 < — —6

o) br s T T

f) |52] +2 > 2522 +20+1

17



18 KAPITEL 2. UNGLEICHUNGEN

3x—7
< —4
20 +9 —

g)

|22 +4x — 12| 1
—_— > = 10; -3
x4+ 3 2x—|— X

h)

2 —x—12 22+6x+4
<
x—4 r+1
|22 — 36
r+6

17z + 1 - 16z + 1 .
x2—2x—3 622 —6x—12’

cr#£4,—1

1) > |+ 3] —12z; © # —6

)

n) 7Tr+9<4z*—x-3

0)

x#2,3,—1

a:—|—2> 2 —bx
x+9 " x22+5x—36

reR—-{-94}

32 +9 6 2
T+ 9T + S :c_$7é_272

) x2—4 x—2

Tx? + 28x + 21 - Tx? + Tx
22 4+ 22 — 8 T+ 4
(x —3)(z+4) < lz —1|(z +1)(z = 3)

2+ 2 - (22=1)(a2+2)

r)

x#—1,1

) |r— 1| +2% < |2z + 5|+ 4z

(x —1)(x+2)|x — 2| _ (x —2)(z +2) (2 + 2)

t)

|z — 1|(22 + 1) (24 1)
2z — 3
3 2 < : —6
u) 3x+2< x+6’x7é

v) 2] +2> 2% +4r+1
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2 243 2
A T ERER s s
z+3 |z + 1

w)

22+ 5246 - x+3
a3 —4x?2 —4x +16 — a2+ x —

X) 6;x7§—3,—2,2,4

|22 + 2 — 2| - 3+ 62% + 6 — 8

—1/; -4 -3 -21
y) 3 +4x2+x—6 " |23+ 622 4 5 — 12 #4432,
2) (22 4+ 1)(z — 1)]x — 3| < (z—1)(z+1)(a*+1)

(2 4+4)(x —3) - (22 4+ 4)

Aufgabe 2.3 Bestimmen sie diejenigen z € R, fiir welche die folgenden drei
Ungleichungen alle erfiillt sind:

3x+4>6; 20+1>3w; o+72>2+2x

Aufgabe 2.4 Bestimmen Sie diejenigen z € R, fiir welche die folgenden
Ungleichungen beide erfiillt sind:

377 + V122 +10>12; |z +2/ >3

Aufgabe 2.5 Bestimmen sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichun-
gen

a) max{l +z,1 — 2z} <3 — 2?
b) x* + max(z? + x,2) > —z.

c) 10%*3.100% > 103!

d) 0,5°71.0,25"" < 0,0625%*2

24 2r+4

< min(z,7 6
|23 — 42?2 — 8x — 24| — min(z, 1), 7

)

Aufgabe 2.6 Es seien M, N folgende Teilmengen des R? :

M={(z,y) eR* | y+3—2*>0}
N={(z,y) eR® | 2—y—a®>0}

Skizzieren sie M N N, M — N und R* — (M U N).
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Aufgabe 2.7 Sei
f*R — R
r — > apa® a, > 0.
k=0
Sei K € R, K > 0. Geben Sie ein o € R an, so daf fiir jedes x € R mit
x > xq gilt:

n

Zakxk > K.

k=0



Kapitel 3

Graphen

Aufgabe 3.1 Bestimmen Sie die kiirzesten Wegen von 1 zu allen iibrigen
Knoten.

Aufgabe 3.2 Bestimmen Sie die kiirzesten Entfernungen zwischen allen
Knoten:

[any
©
w

21
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(2)

Bestimmen Sie die kiirzesten Entfernungen zwischen allen Punkten, wenn die
Strafie (1,2) nur in Richtung 2 befahren werden darf.

Aufgabe 3.4 Gegeben sei die folgende Tabelle kiirzester Entfernungen: (An-
gabe in Kosten fiir Transport einer Einheit)
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nach
von

o TR W N
O~ O RO

OO WD O | O
B -] U1 O 00 O W
Gl O Ot A
N IS S ORI B
O W ko g o

Alle Orte werden mit gleichen Mengen versorgt oder entsorgt. Man bestimme
die giinstigsten Standorte fiir einen Versorgungs- und einen Entsorgungsbe-
trieb.

Aufgabe 3.5 Bestimmen Sie die kiirzesten Wege von Knoten 3 zu allen
anderen Knoten:

Aufgabe 3.6 Bestimmen sie die kiirzesten Entfernungen zwischen allen
Knoten:
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Kapitel 4

Induktion

Aufgabe 4.1 Zeigen Sie durch Induktion:

n 1 n
2) ;i2+3i+2_2n+4
3 1

1
2\n \n ey >
b) 9(4) —1—21(4) <z firn > 14

c¢) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion fiir alle n > 0 und @ > 0 :

—1 —1 -2
(1+a)">1+na+ —n(n2 )a2 + n(n g(n )ag.

Aufgabe 4.2 Bestimmen Sie die kleinste natiirliche Zahl ng, so da§ 2™ >
n? + n fiir jedes n > ny.
a) Zeigen Sie: (1+z)" > 1+nxfallsz e RAz > —-1lundn €R

k
b) Berechnen Sie Z(Qn +1)

n=0

Aufgabe 4.3 Rechnen Sie mit der Methode der vollsténdigen Induktion
nach:

a) ia:(n—i-l)a,aER.

1=0

25



26 KAPITEL 4. INDUKTION

b) :n(n—i—l)
2
1=0
1_xn+1 n )
=N 2 zeR-—{1
c) - ;x,xe {1}

d) % (i(sﬁ —3i+ 1)) =1.

=1

Aufgabe 4.4 a) Entwickeln Sie eine Formel fiir Z k* und beweisen Sie

k=0
diese induktiv!

b) Verfahren Sie entsprechend fiir Z k(k+1)
k=0

c¢) Berechnen Sie Z k? fiir n € N.

k=0

. 1
d) Zeigen Sie: Fiir m € N gilt E E™ = ﬁnm“ + P(n), wobei P(n) =
m
k=0

m

Z asn’ mit a, € Q.

s=0
Aufgabe 4.5 Beweisen Sie den allgemeinen Lehrsatz von Binomi
((l + b)n _ zn: (n)ak . bn—k.
A\

Aufgabe 4.6 a) Wieviele Moglichkeiten gibt es in einer n-elementigen
Menge k- elementige Teilmengen auszuwéahlen?

b) Wieviele Teilmengen besitzt eine n-elementige Menge iiberhaupt?

Formulieren Sie a,b zunéchst als Induktionsproblem.

Aufgabe 4.7 Wieviele k-Tupel ohne Wiederholung kénnen Sie aus der Men-
ge {1,...,n} bilden?
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Aufgabe 4.8 i) Zeigen Sie: Die Anzahl der bijektiven Abbildungen von
{1,...,n} in sich ist n!

ii) Wieviele k-Tupel von natiirlichen Zahlen konnen Sie aus der Menge

{1,...,n} bilden?

iii) Sei f:{1,...,n} = {1,...,n}.
Mit f™ sei die n-fache Verkniipfung fo fo...o f von f mit sich selbst

bezeichnet.

Zeigen Sie: Fiir jedes f : {1,...,n} — {1,...n}, das bijektiv ist, gibt
es eine positive natiirliche Zahl k € N, so daB f*(z) = z fiir alle
re{l,...,n}.

Aufgabe 4.9 Zeigen Sie

n n+l _ pn+l

a) Z aibn_i = aaT, falls a # b.

1=0

n

b)z 1 :i_(n(3n+5)

— i(i + 2) n+1)(n+2)

Aufgabe 4.10 a) Rechnen Sie nach, da8

n n n+1
_ ; <k<n.
(k—1)+<k) ( i )furallenGNundl_k'_n

b) Rechnen Sie mit der Methode der vollsténdigen Induktion nach:

> ()

k=0

Aufgabe 4.11 Bestimmen Sie die kleinste natiirliche Zahl ng, so dafl
2" > n? 4+ n, fir jedes n > nyg.

Aufgabe 4.12 Bestimmen Sie eine Zahl ny € N, so dafl

0, 1 DL
— — fiirn>n
n n+1 4n? 20 =0
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Kapitel 5

Endliche Summen

Aufgabe 5.1 Berechnen Sie

S MCUENSE SN SENC RIS SN

Aufgabe 5.2 Berechnen Sie

719

Z k—3
k3 — 7k —6
k=4

Sie konnen benutzen:

1 1 1

(x+1)(z+2) (x+1)_(x+2)'

Aufgabe 5.3 a) Rechnen Sie nach, daB fiir z € R — {41, —1} die Glei-

chung:
1 1 1

22—1 2—1) 2x—+1)

gilt.

b) Berechnen Sie
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Aufgabe 5.4 Zeigen Sie

n

3 1 1 1 1 1
]+
a);z’2+i—2 Tyt T T a1l ni2
Berechnen Sie
329 1986 719

9 8 7
b 7 _° S —
);z‘2+i—2 C)%:i2+5z’+6 );iz—z’—2

308 98 . . 49
27 i2 4+ 4i 1
et o -
6)272'2—112'—1—30 )§(¢2+4z+3) g)kzz()k2+3k+2

1=

70 . 913 913 . . .
i—3 7 i+ 3+ 2i+5
L . .
);i?’—?i—G l)gz’um J); 2+ 3i+2
822 1017
4 8
k - N
)§)3¢2+24¢+45 );7¢2+21¢+14
Aufgabe 5.5 Berechnen Sie:
723 83 49
a) Y (i+7)* b)Y i(i+1)(i+2) ¢ Y (4i%+2i—6)
=0 =0 =9
713 713 723
d) > (30) e) > (Ti+3) £) ) (56 +2i + 3)
i=47 i=0 i=6

Geben Sie die Rechenschritte und eventuell benutzte Formeln an.

g) Zeigen Sie, dafl fiir beliebiges n € By gilt:

n n

(n+ 1= ([ +1)" —i') =) (4* +6i° + 4i + 1).

1=0 =0

71

Nutzen Sie diese Erkenntnis zur Berechnung von > 3.
i=8



Aufgabe 5.6 Berechnen Sie

) 3 (;
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Kapitel 6
Folgen

Aufgabe 6.1 Untersuchen Sie auf Konvergenz und geben Sie im Falle der
Konvergenz den Grenzwert an:

) n?+n+1 b) (1+2—|—3+~--+n n)
a) Gy = ————5— Qp, = - =
(n + 2)? n+2 2
3 —2n2+7 2n? +1 n 3
= o1 VT g,y JeT 2D g
n%+2n+3 3 4+ 4n? + 1 (=1)™n® 4+ n?+ in
f)an:— g)an:—h)an— T
n? n(n +1) nd+2n+ =
Aufgabe 6.2  a) Zeigen Sie:
1 1 1

— = fiir all N*
it 1) n nel ur alle n €

k 1
b) Sei {a die Folge a; = _
) {artren ge ak n;ln(rw—l)
Zeigen Sie: Die Folge {ay }ren konvergiert.

Bestimmen Sie den Grenzwert.

> 1
c) Zeigen Sie, daf8 ) — konvergiert.
n=1T
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Aufgabe 6.3 Sei {a,}nen eine Nullfolge.
Sei {b, }nen eine beschrinkte Folge.
Zeigen Sie:{a,, - b, }nen ist eine Nullfolge.

Aufgabe 6.4 Sei {a,}nen konvergent gegen a € R.
Sei {b, }nen die Folge: b, = a,41 fiir alle n € N.

Zeigen Sie:{b, }nen konvergiert gegen a.

Aufgabe 6.5 Es sei {a, },en gegeben durch ag = 1 und a,11 = /2 + ay,.
Rechnen Sie nach:

a) a, <2firalleneN

b) a1 > a, fiir allen € N
Zeigen Sie:

¢) {an}nen konvergiert

d) Berechnen Sie den Grenzwert.

e) Untersuchen Sie die Folgen {b,, },eny mit by = a, a € [-2,2] und b, 1 =

V2 + by,

f) Was andert sich in e) bei Startwert by €2, +00].

Aufgabe 6.6 Sei {a,},en die Folge, die gegeben ist durch:
1 1

ap = —=, Qpy1 = — + ai
0=7 +H =g
Zeigen Sie:

a) a, > a,_1 fir alle n € N*

1
b) an<§fﬁrallen€N

¢) {an}nen konvergiert. Bestimmen Sie auch den Grenzwert.

Aufgabe 6.7 Berechnen Sie
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1 1
"n24+3n+2 n+l n+2

1
(k+1)(k+2)

)

2

27
°) Zi2—11i+30

o0

Aufgabe 6.8 Untersuchen Sie die Reihe Y- (—1)*(5F) auf Konvergenz und
k=0
ermitteln Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 6.9 Achilles ldauft doppelt so schnell wie Sie selbst. Sie sind 100 m
von Achilles entfernt.

Behauptung: Achilles kann Sie nie einholen.

Beweis: Wenn Achilles dahin gekommen ist wo Sie vorher waren, sind
Sie stets schon ein Stiick weiter weggelaufen.

Aufgabe 6.10 a) Zeigen Sie

2i+1 1 1
Z§Z§ﬁirallei€N.
n=2'+1

b) Zeigen Sie: Die Folge

n
1 . .
Gy = z divergiert.
k=1

Hinweis zu b): Benutzen Sie Teil a).
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Aufgabe 6.11 Berechnen Sie:

) I n® — T2+ 9n — 2
a) lim
n—oo  4n3 + 8n?2 — 4n

. 2n2 —9n + 17
b) lim
n—oo n* —n2 4+ 18n — 1

. 14243+ +n
¢) lim

n—oo TLZ

Aufgabe 6.12 Zeigen Sie:

oo
a) k- a® mit | a |< 1 konvergiert,
k=0

[e'e) 2
b) > T konvergiert,
k=0

© k+1 .
C ——— divergiert.

Aufgabe 6.13 Untersuchen Sie auf Konvergenz und bestimmen Sie
den Summenwert:

SEOE RS S
i=o 8 =0 T =0 4
Aufgabe 6.14 Zeigen Sie:
o0 g2kt
Fiir —1 < z < 1 konvergiert die Reihe: kgo 1

Aufgabe 6.15 Sie nehmen am 1.1.85 einen Kredit in Hohe von 100 000.,-
DM auf. Ab dem 1.1.86 zahlen Sie jeweils zu Jahresanfang bis zur Tilgung
einen festen Betrag A zuriick. Die Restschuld wird mit 5% verzinst.

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von A die Folge S,,.

b) Bestimmen Sie lim S, (falls er existiert) fiir A = 4000 DM, 5000 DM,
n—oo
6000 DM.
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1
Aufgabe 6.16 Es sei by = 179, a > 0 und {b, } ey die Folge b,, = §(bn_1 +
¢ ) fiir n > 1.
bn—l
Zeigen Sie:

a) a>b, firn>1
b) b, > b, fiir n > 2

¢) {bn}nen konvergiert. Bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis zu a): Zeigen Sie zuerst b, > 0 fiir alle n € N.

(T

Aufgabe 6.17 Untersuchen Sie die Folge a,, = d" cos 5 ) auf die Existenz

1
eines Grenzwertes fiir d = 27 1, 2. Bestimmen Sie auch den Grenzwert, falls
er existiert.

Aufgabe 6.18 Sei

(Sinus im Bogenmaf!)

a) Zeigen Sie: Die einzigen Nullstellen von f sind 0 und Z

(Hinweis: Monotoniebetrachtung!)

V2

1
Sei a1 = sina,, fiir n > 0 und aq¢ = T

2
b) Zeigen Sie: 0 < a,, < %— fiir n > 0.

c) Zeigen Sie: a,+1 > ay, fiir n > 0.

d) Zeigen Sie: {an}nen konvergiert. Bestimmen Sie den Grenzwert.
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Kapitel 7

Differenzengleichungen erster
Ordnung

Aufgabe 7.1 Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion: Ist (X,,),en Losung
der Differenzengleichung: F(x) = ax + b, so gilt:

Xn:A-(a")+1b fiir ein A € R,

—a
falls a # 1.

Aufgabe 7.2 Bestimmen Sie die Losungsfolgen der nachstehenden Diffe-
renzengleichungen zu den gegebenen Anfangswerten. Berechnen Sie (sofern
moglich) die Werte ajg, ago, asg, aqo, und asy und tragen Sie diese in ein
Schaubild ein.

a) apt1 = 1,0la, + 10, ag =0
b) any1 = —an+3, ap =4
¢) ant1 = (—0,9)a,+2  ap=10.

Aufgabe 7.3 Sie besitzen ein Sparkonto. Zum 1.1. eines jeden Jahres zahlen
Sie 200,— DM ein. Sie erhalten einen Jahreszins von 4%. Es bezeichne K,, den
Kontostand an 1.1. des Jahres n. Es gilt dann:

K, =K,1-(1,04) +200; n > 1 und K, = 200.

Bestimmen Sie K3;.
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Aufgabe 7.4 Es sei K,, die Anzahl der Giiter, die Sie im Jahre n fiir eine
DM kaufen kénnen.

Der jahrliche Kaufkraftverlust betrage 5%,
K, =K, 1-0,95.

Andererseits erhalten Sie jahrlich 5,1% Gehaltserhéhung.

Wie viele Giiter konnen Sie im Jahre 50 kaufen, wenn Sie im Jahre 0 eine
Menge von 700 Stiick erwerben kénnen?

Aufgabe 7.5 In einer Wirtschaft gelte fiir die Produktivitdat p, im Jahre
n >0

Prt1 = (0,8)p, +2, pp =1

und fiir die Gesamtproduktion
1
Pn+1 - (Oyg)Pn+§7 P(): 1

Es gilt P, = p, - By, wobei B,, die Anzahl der Beschéftigten (Einheit 10 000
000) im Jahre n ist.

a) Berechnen Sie die Grenzwerte lim p,,, lim P,, lim B,,.

b) Geben Sie By, Bs, Bs, Bip und By an.

Aufgabe 7.6 Bei der Herstellung und Vermarktung eines Guts gehen Sie
von folgenden Grundannahmen aus: Sofern das Angebot eine Schwelle A
nicht {iberschreitet, konnen Sie alle angebotenen Produkte absetzen; aller-
dings nicht zu konstanten Preisen. Wird mit A; das Angebot im Zeitraum ¢
bezeichnet, so wird im einfachsten Fall A, = A — ap; angenommen, wobei p,
der Preis pro Einheit ¢ ist.

Sie miissen aus technischen Griinden eine Mindestzahl B Thres Guts herstel-
len.

Insgesamt produzieren Sie nach den Erfahrungen des Vorzeitraums, d.h.:

A; = B+ bpy_. (einfachste Situation!).
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Nun seien A = 10.000
B = 1.000
b = 0,002
po = 1.000.000
und pr = 2.000.000

Berechnen Sie die Konstante a und pyo.

Aufgabe 7.7 Es sei K,, die Anzahl der Giiter, die Sie im Jahre n fiir eine
Mark kaufen kénnen. Durch einen jahrlichen Kaufkraftschwund von p; % gilt

Kn:Kn,1<1—p—1>, Ko=1.

100

Um diesem Kaufkraftschwund entgegenzuwirken, erhalten Sie einen jahrli-
chen “Inflationsbonus” von p,%, d.h. Thr Gehalt G,, im Jahre n geniigt der
Formel

D2
n = n— 1 —> 5 == 1 .
Gn =G 1< + 105+ Go = 1000
1) Wie viele Giiter kénnen Sie fiir Ihr Gehalt im Jahre n = 20 kaufen,
wenn p; = py = 37

2) Wie groff mufl p, sein, damit Sie im Jahre n gleichviele Giiter wie im
Jahre 0 kaufen konnen, falls p; = 3%?

Aufgabe 7.8 a) Ein Betrieb benotigt fiir seine Produktion eine Maschi-
ne im Wert von DM 30.000,—, deren Lebenszeit 6 Jahre betragt. Sie
stehen vor der Wahl diese Maschine mit einem Kredit zum Zinsfufl
von 8,4% und einer Laufzeit von 6 Jahren zu bezahlen, - der Kredit
ist bei gleichbleibender Annuitét vorschiissig zu bezahlen - oder die
Maschine iiber einen Leasingvertrag zu leihen.

Die Leihgebiihr von DM 7.600,- ist jeweils zum Jahresbeginn zu zahlen.
Wie entscheiden Sie sich? Begriinden Sie die Antwort!
(Beachten Sie, daf die ersten Zahlungen zu Beginn der Laufzeit und

die letzten Zahlungen zu Beginn des 6-ten Jahres erfolgen).

b) Ein Betrieb benotigt fiir seine Produktion eine Maschine im Wert von
30.000,—, deren Lebenszeit 7 Jahre betréigt. Sie stehen vor der Wahl,
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dieses Gerét mit einem Kredit von 7,5% und einer Laufzeit von 7 Jah-
ren zu bezahlen (Raten in jeweils gleicher Hohe sind viermal jéhrlich
zum 1.2., 1.5., 1.8 und 1.11. zu leisten), oder die Maschine zu einer
Leihgebiihr von 5.400,—, die jeweils zum 1.1. fillig wird, zu leihen. Wie
entscheiden Sie sich, wenn Sie freies Kapital - mit der Moglichkeit der
dauernden Verfiigbarkeit - zu 6% Jahreszinsen anlegen kénnen?

Aufgabe 7.9 Sie ziichten Meerschweinchen. Die Population in der n-ten
Zeitperiode hiangt von dem Futteriiberschufl F,_; in der n — 1-ten Zeitpe-
riode ab. Es gilt fiir die Population der n-ten Periode P, = 10 - F,,_;. Der
Futteriiberschufl geniige der Formel

1
F, =200 — —p,.
20"
Ermitteln Sie p, explizit, untersuchen Sie auf Konvergenz und ermitteln Sie
gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 7.10 Sie stellen ein Produkt her. Es kénnen beliebige reellpositive
Quantitidten produziert werden.

Die Nachfrage N,, im n-ten Rechnungszeitraum soll linear vom Preis p,, im
n-ten Zeitraum fiir eine Einheit abhéngen.

N,=A—ap,; A,a>0.

Ihr Angebot A, richten Sie linear nach dem Preis im vorangegangenen Zeit-
raum ein
A, =B+bp,_1; B,b>0.

Nehmen Sie den giinstigen Fall
N, = An

an und bestimmen Sie bei gegebenem py > 0 die Folgen p, und A,, explizit
in Abhéngigkeit von A, a, B, b. Diskutieren Sie das langfristige Verhalten der
Losungen.

Aufgabe 7.11 Von zwei Geldinstituten A und B wird Ihnen eine Hypothek
iiber 80.000,— DM mit Tilgungsaussetzung angeboten. A verlangt bei einem
Disagio von 6% einen Nominalzins von 6,25%, B bei einem Disagio von 8%
einen Nominalzins von 6%.
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Bei welcher Finanzierung erreichen Sie eine geringere Effektivverzinsung?
Die Laufzeit betrdgt 10 Jahre.
Aufgabe 7.12 Fiir eine Folge a,, gelte

1
(py1 = —éan +6 firn <9 und a,,q = 8a, —2 fiir n > 10.

Ferner sei ag = 9.

Bestimmen Sie die Folge {a, }nen explizit.
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Kapitel 8

Elementare Finanzmathematik

Aufgabe 8.1 Sie erhalten zu Beginn des Jahres 0 den Kredit K. Beginnend
mit Jahr 1 zahlen Sie jeweils zu Jahresbeginn A Mark zuriick. Die im Jahre n
bestehende Restschuld S,, wird am Ende eines jeden Jahres mit p% verzinst.

1) Stellen Sie eine Differenzengleichung fir S, auf und geben Sie die
Losung an.

2) Sei K = 100000, p = 6% und Sy = 0.
Wie grof3 ist A?

Aufgabe 8.2 Sie legen ein Kapital K an, das jeden Monat um 5% verzinst
wird. Sei K,, das Kapital zu Beginn des Jahres n(n > 0).

1) Stellen Sie eine Differenzengleichung fiir K, auf und geben Sie die
Losung an.

2) Sei pess der Effektivzins.

Zeigen Sie:
Deff > P

Aufgabe 8.3 Sie schliefen einen Bausparvertrag ab und zahlen am Ende
eines jeden Monats 400,— DM auf das Bausparkonto ein. Am Ende eines
jeden Jahres wird Thnen eine Prdmie von 240,— DM gutgeschrieben. Das
angesparte Kapital wird jahrlich zu 2,5% verzinst. Es sei K,, das Kapital zu
Beginn des Jahres n,n > 0.
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1) Stellen Sie eine Differenzengleichung fiir K, auf und geben Sie die
Lésung an.

2) Sie stellen zum Juni des Jahres n = 8 Ihre Zahlungen ein. Wie hoch
ist das angesammelte Kapital zum Beginn des Jahres n = 97 Eine
Pramienzahlung erfolgt wegen der Zahlungseinstellung nicht mehr.

Aufgabe 8.4 Sie nehmen am 1.1.0 einen Kredit in Hohe von 148000,— DM
auf. Wieviel miissen Sie zu Beginn eines jeden Monats zuriickzahlen, wenn der
Kredit nach 20 Jahren getilgt sein soll? Restschulden werden mit 22222222
Jahr verzinst. Die erste Rate wird von der Auszahlung einbehalten.

Aufgabe 8.5 Thre Lebensversicherung wird féllig: 100 000,- DM. Wieviel
konnen Sie am Ende eines jeden zweiten Monats abheben, wenn das Kapital
nach 15 Jahren aufgezehrt sein soll? Restguthaben werden mit 5,5% verzinst

(jéhrlich).

Aufgabe 8.6 Sie zahlen auf ein Konto am Ende eines jeden Monats 200,
DM ein. Der Jahreszinssatz betragt p = 5%.

In welchem Monat welchen Jahres kénnen Sie Thre Zahlungen einstellen,
wenn Sie wenigstens 15000,— DM ansparen wollen? [Das Konto wird dann
zum Jahresende aufgelost. |

Aufgabe 8.7 Sie legen 5000,— DM am 1.1.0 fest an. Wie hoch muf§ der
Zinssatz sein, damit Sie am 31.12.18 DM 20000,—- abheben kénnen?

Aufgabe 8.8 Ein Sparkonto habe einen Jahreszins von 8%. Am Ende eines
jeden zweiten Monats zahlen Sie A DM ein.

Wie grof3 ist A, wenn am 1.1.20 genau 25000,— DM auf dem Konto stehen?

Hinweis: Betrige, die m-Monate (1 < m < 12) im Jahr auf dem Konto
liegen, werden mit {5 - p Prozent verzinst. Startpunkt ist der 1.1.0.

Aufgabe 8.9 Sie zahlen 20 Jahre lang jeden Monatsersten 100,- DM auf
ein Konto mit 8% Jahreszinsen ein. Ab dem 1.1.25 heben Sie am Ende eines
jeden Monats 300,— DM ab.

Wie lange reicht das Kapital?
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Aufgabe 8.10 Sie besitzen am 1.1.83 DM 7000,-, die Sie zu 6% anlegen.
Nach 5 Jahren wollen Sie einen 5 Jahre alten Gebrauchtwagen kaufen, der
am 1.1.83 einen Wert von 24000,- DM hat.

Wie grofl muf der jahrliche Wertverlust des Wagens sein, damit Thre Erspar-
nisse ausreichen?

Aufgabe 8.11 Sie seien Eigner des Vermogens K. In jedem Monat ver-
dienen Sie M Mark. Vom jeweils vorhandenen Vermdégen verzehren Sie im
Monat 90%. Thr Gehalt wird am Monatsende erst iiberwiesen.

Wieviel Geld steht Thnen im Dezember des Jahres 50 zur Verfiigung?

Wiéchst im Laufe der Jahrhunderte Thr Vermégen iiber alle Grenzen?

Aufgabe 8.12 Ein Bundesschatzbrief mit einer Laufzeit von 8 Jahren und
einem Ausgabekurs von 98% wird im ersten Jahr mit 6,5% und in jedem
weiteren Jahr um 0,5% hoher als im Vorjahr verzinst. Zinsen einschlieflich
Zinseszinsen werden am Ende der Laufzeit ausgezahlt.

Wie hoch ist die Effektivverzinsung?

Aufgabe 8.13 a) Wie grofi muf} ein Kapital K zu Beginn von n Renten-
perioden sein, um daraus bei einer Verzinsung von p% nachschiissig die
Rente R zahlen zu kénnen?

b) Sie seien Eigner des Kapitals K = 300.000,— — DM, das Sie zum
Jahreszins von 13 % anlegen. Am Ende eines jeden Jahres lassen Sie
sich die Rente R = 40.000, — — DM auszahlen.

Wie viele Jahre reicht Thr Kapital?

Aufgabe 8.14 Sei seien Eigentiimer eines Kapitals K, das Sie mit 12% Ver-
zinsung (pro Jahr) anlegen. Am Ende eines jeden Jahres entnehmen Sie zum
Inflationsausgleich 6% mehr als im Jahr zuvor. Erstmalig genehmigen Sie
sich am Ende des ersten Jahres die Rente K = 48.000, —DM.

Sie konnen 50 Jahre auf diese Weise verleben. Verraten Sie (auf die Mark
genau), wie hoch Thr Kapital mindestens wére.

Aufgabe 8.15 Am 31.12.83 verfiigen Sie iiber DM 20.000,-. Sie schlieflen
einen Bausparvertrag ab und zahlen am 31.12.83 und 1.1.87 jeweils DM
10.000,— ein, die Sie als Sonderausgaben steuerlich geltend machen. Dafiir
erhalten Sie am 30.9.84 und 30.9.85 Steuerriickzahlungen von jeweils 3000,-
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DM, die Sie auf ein Bankkonto einzahlen. Am 1.1.94 koénnen Sie iiber die
Bausparbeitriage frei verfiigen. Bei welchem Bankzinsfuf} ist diese Form der
Geldanlage einem Banksparbuch vorzuziehen, falls das Bausparguthaben mit
3% verzinst wird? Der Zinsfuf} ist bis auf einen Fehler < 2 - 107! zu bestim-
men.

Aufgabe 8.16 Vom 1.1.0 bis zum 31.12.19 zahlen Sie am Anfang eines jeden
Monats 400,- DM auf ein Sparkonto ein. Die Verzinsung erfolgt jahrlich und
betriagt 7%.

a) Wie hoch ist IThr Guthaben am 31.12.197

b) Sie besitzen am 1.1.20 ein Kapital Ky.

Welchen Betrag (in Abhéngigkeit von Kyg) konnen Sie ab dem 1.1.20 zu
Beginn eines jeden Jahres abheben, wenn das angesparte Kapital mit
der Entnahme am 1.1.40 aufgebraucht sein soll? [Restguthaben werden
jéhrlich zu 7% verzinst.|

c) Welcher Betrag ergibt sich in b), wenn Ky, das Guthaben aus Teil a)
ist?

Aufgabe 8.17 Vom 1.1.0 bis zum 31.12.15 zahlen Sie am Anfang eines jeden
Monats 200,—- DM auf ein Sparkonto ein. Die Verzinsung erfolgt jahrlich und
betriagt 7,5%. Ab dem 1.1.20 heben Sie zu Beginn eines jeden Monats 300,—
DM ab.

Geben Sie das Jahr und den Monat an, an dem Sie zum letzten Mal die vollen
300,— DM abheben konnen.

Aufgabe 8.18 Am 1.1.86 zahlen Sie von Ihrem gesparten BAFOG 2000,
DM auf ein Sparkonto ein. Wie lautet IThr Kontostand am 1.1.90, wenn Sie am
1.1.87/88/89 jeweils weitere 2000,~ DM einzahlen und Ihnen jahrlich 3,5%
Zinsen gutgeschrieben werden?

Aufgabe 8.19 Sie zahlen jeweils zum 1.1. n, n > 0 DM 3000,- auf ein Konto
ein, das einen Zins von 6,5% erbringt.

a) Wie lautet der Kontostand am 31.12.177

b) Wie hoch ist der Betrag, den Sie am 1.1.0 auf einen Schlag hitten ein-
zahlen miissen, um denselben Kontostand zum 31.12.17 zu erreichen?
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Aufgabe 8.20 Am 1.1.0 betrigt das Guthaben auf Ihrem Sparkonto zu
3,5% Jahreszinsen DM 100.000,—.

Am Ende eines jeden nachfolgenden Jahres (d.h. erstmals am 31.12.1) heben
Sie DM 5.000,~ ab, (nachdem die Zinsen gutgeschrieben worden sind).

Wie lange kénnen Sie dieses Verfahren beibehalten?

Aufgabe 8.21 Ab dem 1.1.0 legen Sie vierteljahrlich DM 500,— zu einem
Jahreszins von 4,5% fest an. Zum 1.1.16 werden die Zinsen auf 5% angehoben.
Wie hoch ist der Kontostand am 31.12.39 (nach Zinsgutschrift)?

Aufgabe 8.22 Sie besitzen am 1.1.0 DM 40.000,—, die zu 3% Jahreszinsen
angelegt sind.

Sie mochten am Ende jedes zweiten Monats (erstmals Ende Februar) einen
Betrag K abheben, so daff die regelméfligen Auszahlungen genau am 31.12.27
enden. Wie grof3 ist K7

Aufgabe 8.23 Sie besitzen am 1.1.0 DM 50.000,—, die auf einem Konto zu
4% Jahreszinsen angelegt werden. Am Ende eines jeden Monats (d.h. ab dem
31.1.0) heben Sie DM 1.000,- ab.

a) Wann kénnen Sie zum letzten Mal DM 1.000,— abheben?

b) Wie hoch ist der Kontostand am Ende des Jahres aus Teil a)?

Aufgabe 8.24 1) Sie besitzen ein Kapital von 50.000,— DM, das Sie am
1.1.0 zu einem Jahreszins von 6%% fest anlegen.

2) Auf ein am 1.1.0 eingerichtetes Konto zahlen Sie jedes Jahr zum 1.2.
und zum 1.8. jeweils 500,— DM ein. Der Jahreszins sei 6 %.

3) Am 1.7.20 erben Sie 20.000,— DM, die auf einem Konto sofort festgelegt
werden. Der Jahreszins betrigt wieder 6%%.

a) Geben Sie die Differenzengleichung zu 1), 2) und 3) an.

b) Welche Summe steht Thnen zur Silvesterfeier am 31.12.28 zur Ver-
fiigung?

Aufgabe 8.25 Wie hoch mufl der Kontostand am 1.12.90 sein, damit vom
1.1.90 an am ersten jeden Monats 1500,— DM bis zum 31.12.2004 abgehoben
werden konnen? Der Zins von 6% wird jéhrlich gezahlt.



20 KAPITEL 8. ELEMENTARE FINANZMATHEMATIK

Wieviel ist am 1.1.2005 auf dem Konto?

Aufgabe 8.26 Vom 1.1.0 bis zum 31.12.19 zahlen Sie am Anfang eines jeden
Monats 400, DM auf ein Sparkonto ein. Die Verzinsung erfolgt jahrlich und
betragt 7%.

a) Wie hoch ist Thr Guthaben am 31.12.197

b) Sie besitzen am 1.1.20 ein Kapital Ky.
Welchen Betrag (in Abhéngigkeit von Ks) konnen Sie ab dem 1.1.20 zu
Beginn eines jeden Jahres abheben, wenn das angesparte Kapital mit
der Entnahme am 1.1.40 aufgebraucht sein soll? [Restguthaben werden
jahrlich zu 7% verzinst.|

c) Welcher Betrag ergibt sich in b), wenn Ky, das Guthaben aus Teil a)
ist?

Aufgabe 8.27 Am 1.1.0 legen Sie 5000,— DM zu 3% Zinsen an. Ab dem 1.1.2
zahlen Sie jedes zweite Jahr 5000,— DM zu. Wie hoch ist der Kontostand am
1.1.n?

a) Vor Zinsgutschrift?

b) Nach Zinsgutschrift?

Sie stellen Thre Zuzahlungen mit dem 1.1.16 ein. Zu Beginn welchen
Jahres iibersteigt der Kontostand DM 100.000,-7

Aufgabe 8.28 Wie hoch muf§ der Kontostand am 1.1.1988 sein, damit am
jeweiligen Monatsersten - vom 1.2.88 ab - DM 1500,- bis Ende 2010 abge-
hoben werden kénnen? Eine Kontoiiberziehung ist unzuléssig, der Jahreszins
betragt 4%. Geben Sie auch den Kontostand am 1.1.2011 nach Zinsgutschrift
an.

Aufgabe 8.29 Sie nehmen einen Kredit in Hohe von 100.000,- DM auf.
Am Ende eines jeden Monats zahlen Sie einen festen Betrag A zuriick. In
den ersten fiinf Jahren der Laufzeit wird die Restschuld mit 3% Jahreszinsen
verzinst, danach erhoht sich der Zinssatz auf 5 3/4%.

Wie grof} ist A, wenn der Kredit nach 14 Jahren getilgt ist?

Geben Sie zunéchst die relevanten Differenzengleichungen an.
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Aufgabe 8.30 Vom 1.1.1970 bis zum 31.12.80 haben Sie zum ersten eines
jeden Monats 150,— DM auf ein Sparkonto eingezahlt, das einen Jahreszins-
satz von 6% auswies. Am 1.1.81 wurde der Zinssatz auf 4% gesenkt und
Sie erhohten Thre monatlichen Einzahlungen auf 250,— DM. Dezember 1986
zahlten Sie zum letzten Mal Geld ein.

Wie hoch war der Kontostand am 1.1.877

Aufgabe 8.31 Sie besitzen am 1.1.0 DM 20.000,-. Davon legen Sie DM
15.000,— langfristig zu einem Zins von 7%% in Regierungsanleihen an. Das
restliche Geld mochten Sie als Notgroschen stets schnell zur Verfiigung ha-
ben und legen es deshalb auf ein Sparkonto zu 3% Zinsen. Dank giinstiger
Umsténde konnen Sie monatlich Thren Notgroschen um 100, DM aufstocken.
Sie zahlen stets am ersten eines Monats ein und alle Monate werden zu 30
Tagen gerechnet. Am 1.1.10 wird die Anleihe fallig. Wieviel Geld kénnenSie
insgesamt bei Auflosung aller Riicklagen in eine kleine Feier an diesem Tag
investieren?

Aufgabe 8.32 Sie zahlen am 10. jeden Monats DM 300,- auf ein Sparkonto
ein (1 Monat = 30 Zinstage). Jahrliche Verzinsung, Zinssatz 4%, Sparbeginn
01.01.1985, Sparende 31.12.1995. Geben Sie den Kontostand am 01.01.1996
an.

Aufgabe 8.33 a) Vom 1.1.0 bis zum 31.12.35 zahlen Sie zu Beginn eines
jeden Monats 100,— auf ein Sparkonto mit jéhrlicher Verzinsung zu 6%
ein. Welcher Betrag befindet sich am 31.12.35 auf Ihrem Konto?

b) Am 1.1.40 besitzen Sie ein Kapital von 100.000,— DM, das auf einem
Konto zu 6% Jahreszinsen liegt. Welchen Betrag konnen Sie am Ende
eines jeden Monats abheben, wenn das Kapital zum 31.12.70 aufgezehrt
sein soll?

Restguthaben werden jihrlich zu 6% verzinst.

Aufgabe 8.34 Vom 1.1.1970 wurde monatlich (zum ersten) bis zum 31.12.80
DM 150,— gespart, Zinssatz 5%. Vom 1.1.81 - 31.12.80 DM 250,—, Zinssatz
4%, Zinsgutschrift zum 31.12.

Wieviel ist am 1.1.87 auf dem Konto gewesen?

Aufgabe 8.35 Ein Sparkonto habe einen Jahreszins von 3%%. Am Ende
eines jeden zweiten Monats zahlen Sie A,- DM ein.
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Wie grof3 ist A, wenn am 1.1.18 genau 20.000,— DM auf dem Konto stehen.
Beachten Sie, daf§ Betrdge, die m-Monate (1 < m < 12) im Jahr auf dem
Konto liegen, mit {5 - 3,75 Prozent verzinst werden. Startpunkt ist der 1.1.0.

Aufgabe 8.36 Sie nehmen einen Kredit in Hohe von DM 100.000,— auf. Zu
Beginn eines jeden Monats zahlen Sie 720,— DM zuriick. Die erste Rate wird
gleich bei Auszahlung einbehalten. Die Restschulden werden mit 6% verzinst.
Geben Sie den Termin der letzten Ratenzahlung an.

Aufgabe 8.37 Sie besitzen ein Kapital K=100.000,- DM. Sie legen dieses
zum 1.1.87 fest zu einem Jahreszins von 6% an.

a) Geben Sie die Differenzengleichung fiir S, := “Kontostand am 1.1.n”
an.

b) Bestimmen Sie den Kontostand am 1.1.2007.

Aufgabe 8.38 Eine Versicherung zahlt jeden Monatsersten zehn Jahre lang
eine Rente von DM 1.500,—. Wie hoch ist der Kapitalwert dieser Rente, wenn
monatliche Zinsgutschrift und ein jihrlicher Zinssatz von 4,8% zugrundege-
legt werden? (Wert des Kapitals am Tag der ersten Rentenzahlung.)

Hinweis: Man stelle die Differenzengleichung auf.

Aufgabe 8.39 Am 1.1.0 besitzen Sie ein Kapital K=10.000,— DM, das Sie
Al 6}1% Jahreszinsen fest anlegen. Ab dem 1.1.1 zahlen Sie jedes Jahr zum
ersten Januar zusétzlich 500,— DM ein.

a) Geben Sie die Differenzengleichung fiir S,,= “Kontostand am 1.1.n nach
Zuzahlung” fiir n > 1 an.

b) Bestimmen Sie den Kontostand am 1.1.19.

Aufgabe 8.40 Sie besitzen ein Kapital von 70.000,— DM, das am 1.1.0 zu
einem festen Jahreszins von 5%% angelegt wird. Ab dem 1.1.5 heben Sie zu
Jahresbeginn jeweils 5000,— DM ab.

a) Geben Sie die Differenzengleichung fiir S, = “Kontostand am 1.1.n
nach Auszahlung” fiir n > 5 an.

b) Wie viele volle Jahre kénnen Sie beim angegebenen Verbrauch von
Ihrem Kapital zehren?
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Aufgabe 8.41 Ein Konto werde zu 6% Jahreszinsen eingerichtet. Ab dem
1.1.0 zahlen Sie zum Anfang eines jeden Monats 100,— DM ein. Gelder, die
im Jahr m-Monate auf dem Konto stehen, werden mit

% Prozent (p =6) verzinst.

a) Geben Sie die Differenzengleichung fiir S,= “Kontostand am 1.1.n” an.

b) Zu Beginn welchen Jahres iibersteigt der Kontostand 50.000,— DM?

Aufgabe 8.42 Vom 1.1.80 - 31.12.85 wurden am Ende jeden Monats DM
200,— auf Konto eingezahlt. Verzinsung jéhrlich mit 6%. Wieviel ist am 1.1.86
auf dem Konto?

Aufgabe 8.43 Aus einem Kapital von DM 100.000,— soll 20 Jahre lang zu
jedem 1. eines Monats eine feste Rente gezahlt werden. Der Zinssatz ist 6%
jéahrlich.

Aufgabe 8.44 In der Silvesternacht 84/85 fassen Sie den Entschluf}, das
Rauchen aufzugeben. Das dadurch gesparte Geld von DM 120,— pro Monat
(ein Packchen Zigaretten pro Tag) legen Sie jeweils am Monatsende zu 8%
Jahreszinsen an, die erste Einzahlung erfolgt also am 31.01.85.

a) Wie ist der Kontostand am 1.1.867

b) Zum 25-jéhrigen Jubildum Ihres Entschlusses geben Sie von dem ange-
sparten Kapital ein rauschendes Fest. Wieviel Geld steht IThnen dafiir
zur Verfiigung? (Kontostand 1.1.2010)

Aufgabe 8.45 Vom 1.1.1970 bis zum 31.12.80 haben Sie zum ersten eines
jeden Monats 150,- DM auf ein Sparkonto eingezahlt, das einen Jahreszins-
satz von 6% auswies. Am 1.1.81 wurde der Zinssatz auf 4% gesenkt und
Sie erhohten Thre monatlichen Einzahlungen auf 250,— DM. Dezember 1986
zahlten Sie zum letzten Mal Geld ein.

Wie hoch war der Kontostand am 1.1.877

Aufgabe 8.46 Sie seien Eigentiimer eines Kapitals K, das Sie mit 12% Ver-
zinsung (pro Jahr) anlegen. Am Ende eines jeden Jahres entnehmen Sie zum
Inflationsausgleich 6% mehr als im Jahr zuvor. Erstmalig genehmigen Sie
sich am Ende des ersten Jahres die Rente R=48.000,- DM.
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Sie konnen 50 Jahre auf diese Weise verleben. Verraten Sie (auf die Mark
genau), wie hoch Thr Kapital mindestens wére.

Aufgabe 8.47 Sie seien Eigner des Kapitals K=300.000,— DM, daf} Sie zu
einem Zins von 11% anlegen. Am Ende eines jeden Jahres heben Sie R Mark
ab.

Wie hoch darf R sein, wenn Thr Kapital mindestens 70 Jahre ausreichen soll?

Aufgabe 8.48 Fiir ein Kapital K, dafl Sie zum 1. des Monats M 0 < M > 11
zur Bank bringen, erhalten Sie am Jahresende Zinsen in Héhe von % -q
(¢ = Jahreszins). Nun seien Sie Eigner des Kapitals K. Dieses verleihen
Sie zu Jahresbeginn selbst zu den folgenden Bedingungen: Insgesamt muf
das Kapital K’ = K - (105) zuriickgezahlt werden, und zwar in 7 gleichen
Monatsraten. Die erste Rate wird Ende Januar féllig. Sie bringen nun am
jeweils ndchsten Tag die zuriickgezahlte Rate zu Threr Bank (also erstmals

am 1.2.).

Wie hoch ist ¢, wenn sich inklusive Zinsen am Jahresende auf Threm Konto
dasselbe Kapital befindet, als hétten Sie K gleich zu Jahresbeginn auf einen
Schlag zur Bank gebracht?

Aufgabe 8.49 Sie seien Eigner des Kapitals K = 300.000, —— DM, das Sie
zu 11% Zinsen anlegen. In 50 Jahren wird Ihre (beitragsfreie) Lebensversiche-
rung in Héhe von L = 700.000, —— DM fillig, die Sie dann sofort ebenfalls
zu 11% Zinsen anlegen werden.

a) Wie hoch darf eine vorschiissig gezahlte Rente R sein, die das Kapital
K in 50 Jahren verzehrt.

b) Wie hoch darf R sein, wenn Sie das Félligwerden der Lebensversiche-
rung in die Berechnung mit einbeziehen und von Kapital, Lebensver-
sicherung und Zinsen 70 Jahre lang leben wollen, ohne zwischendurch
Schulden zu machen? (R soll wieder vorschiissig gezahlt werden.) Wie-
viel ist am Schlufl noch iibrig?

Aufgabe 8.50 Am 1.1.87 legen Sie Ky = 50.000,— DM auf einem Konto zu
p = 4,5% Jahreszinsen an. Ab dem 1.4.87 zahlen Sie jeweils vierteljahrlich
200,— DM auf das Konto ein. Die Zinsgutschrift erfolgt jeweils zum 31.12.
und Gelder, die im Jahr m-Monate auf dem Konto liegen, werden zu 75 - p%
verzinst.
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Wie hoch ist der Kontostand am 1.1.2013 vor der dann filligen Einzahlung?

Aufgabe 8.51 Sie erhalten ab dem 1.1.84 zu Beginn eines jeden Monats
2000,— DM, die Sie sofort bei einer jéhrlichen Verzinsung von 9% anlegen.

i) Wie hoch ist Ihr Guthaben nach n-Jahren?

ii) Zum Ende welchen Jahres ist Ihr Guthaben erstmals hoher als ein Gut-
haben, das eine Anlage von 100.000,— DM zum 1.1.84 bei 9% jéhrlicher
Verzinsung erbringen wiirde? Wie grof3 ist dann die Differenz?

Aufgabe 8.52 Thre Lebensversicherung wird féllig: 100.000,— DM

Wieviel kénnen Sie am Ende eines jeden zweiten Monats abheben, wenn das
Kapital nach 15 Jahren aufgezehrt sein soll? Restguthaben werden mi 5,5%
verzinst (jahrlich!).

Aufgabe 8.53 Eine Hypothek von 50.000,— DM soll durch jahrliche Zah-
lungen nachschiissig in 12 Jahren getilgt werden. Die Restschuld wird jeweils
mit einem Zinsflul von 8% jéhrlich verzinst.

a) Wie grof ist die jahrliche Annuitét?
b) Wie grof ist die erste Tilgungsrate?

c) Wie grof} ist die achte Tilgungsrate?

Aufgabe 8.54 Sie zahlen 20 Jahre lang jeden Monatsersten 100,— DM auf
ein Konto mit 8% Zinsen (Jahr) ein. Ab dem 1.1.25 heben Sie am Ende eines
jeden Monats 300,— DM ab. Wie lange reicht das Kapital?

Aufgabe 8.55 Sie legen 5000, DM am 1.1.0 fest an. Wie hoch mufl der
Zinssatz sein, damit Sie am 31.12.18 DM 20.000,— abheben kénnen?

Aufgabe 8.56 Vom 1.1.70 bis 31.12.83 werden am 5. jeden Monats (Gut-
schrift zum 6.) DM 150, auf ein Sparkonto eingezahlt. Die Verzinsung erfolgt
jahrlich zu einem Zinssatz von 4%. Am 1.1.70 waren DM 12.000,~ auf dem
Konto. Wieviel DM sind am 1.1.86 auf dem Konto, wenn in dem betrachteten
Zeitraum keine anderen Kontobewegungen vorgenommen werden? Fiir jeden
Monat werden 30 Zinstage [also fiir das Jahr 360 Zinstage| gerechnet.
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Kapitel 9

Stetige Funktionen

Aufgabe 9.1 Untersuchen Sie die nachfolgenden Funktionen auf Stetigkeit

in allen Punkten von R.

a) f:R— R
1
— ;<0
T
r—= 0 7 x=0
224+2r ; x>0
b) f:R— R
. 2¢+1 firz <1
t x? firx >1
¢) f(z) =|z|
d) g(z) = max(|z|, z?)
e) f:R— R
2
1
% x % —1,+42
T —s r?—x—2
0 r=—1
0 =42
)y f:R— R

N 20 +1 fuirz <1
v 22 +2 firz>1

57
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g sy { 00 89D 7T

t+9 , z<1
W ={ "5 s

i) f:R— R
sin7x <1
2242 —3
T — _ 1 27
Pl 13 bt
3 =27
i) fR— R
v 2 <l
Ve x>1

Aufgabe 9.2 Zeigen Sie, dal folgende Funktionen

fR—=R

L

5 ein 7 >0, so dafl

stetig sind, und bestimmen Sie zu s =

f(z) = f(1)|<s VreRmit|r—1<r
a)z—|z] D)r—2z+1 c)x—2? d)x—22+5 e z— T
Aufgabe 9.3 a) Es sei

fR— R
- {O z=0

sin% x > 0.

Zeigen Sie: Fiir 6 €]0, oo[ gibt es a €]o, [ mit | f(x)| > 3.

b) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit im Nullpunkt.

Aufgabe 9.4 Untersuchen Sie, ob folgende Grenzwerte existieren und be-
rechnen Sie sie gegebenenfalls
2t — 223 + 222 — 82 + 8 3+ ax — 5a*2? 223 — 222 + 5

2) }:1—% (x —2) b xh—{glo 213 — ax? °) :lcl—% (x —1)2




Aufgabe 9.5 a) Seien f,g: M — R stetig. Es sei

h: M — R

r — max(f(x),g(x)).

Zeigen Sie: h ist stetig auf M.
b) Seien a,b € R,a < b.

f:la,b) — R
stetig. Sei
h:la,b] — R
r— max{f(t)}.
tela,x]
Zeigen Sie: h ist stetig.
Aufgabe 9.6 Es sei
fR— R
r;, xeQ
v { 0; reR-Q

In welchen Punkten von R ist die Funktion f stetig?

Aufgabe 9.7 Es seien
f,g : R—R

stetige Funktionen, so daf3
f(z)=g(x) VzeQ.

Zeigen sie:
f(z) =g(z) VzeR.

Aufgabe 9.8 Sei P(z) = Z arz®, ap € R und a,, # 0, m ungerade.

k=0
Zeigen Sie: P hat wenigstens eine Nullstelle in R.

99

Aufgabe 9.9 Sei f : [0,1] — [0, 1] stetig. Zeigen Sie: Es gibt wenigstens

ein z € [0,1] mit f(z) = x.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion = — f(z), und wenden Sie den Zwi-

schenwertsatz an.
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Aufgabe 9.10 Sei p(x) = 23 + 22?2 — 2.

a) Zeigen Sie: p(z) besitzt Nullstellen in |0, 1[.

1
b) Geben Sie eine Zahl z; explizit anm, fir die gilt |21 — zo| < 100 und
xq ist eine Nullstelle von p(z).

Aufgabe 9.11 Sei
f:[v2,2] — R
— ! + &
’ 2 \* x
a) Zeigen Sie, daf fiir x € [v/2,2] gilt: v2 < f(2) <2 und f(z) < =

b) Sei a, = fo...o f(2) Zeigen sie {a,}nen konvergiert.
S

n—mal

¢) Zeigen sie unter Benutzung der Stetigkeit von f, daf lim a, = v/2.
n—oo

Aufgabe 9.12 Es sei f(z) = { a:2 wenn z rational

T wenn z irrational.

In welchen Punten von R ist f stetig?

Aufgabe 9.13 Zeigen Sie mit der Definition der Stetigkeit, dafl die Funkti-
on:

0 ;o x <0
flx)=X 1— [2"z =3| ; z€[27,2-27",n €N,
0 ;x> 2

im Punkte 7 = 0 nicht stetig ist.

Aufgabe 9.14 Es seien z,y € [0,1] und € > 0. Geben sie ein 6 > 0 an, so
dafl aus |z — y| < § folgt |2% — y?| < e.
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KAPITEL 10. DIFFERENTIALRECHNUNG

Kapitel 10

Differentialrechnung

Aufgabe 10.1 Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen

a) 2° + 5z — 102% + 6
¢) (z—DvVa2 =2z +7
e) x-log,

g)e

i) (z) = elotin(+a?)

k) f(z) = In(sin®z) - 2
m) f(z) = sin(sin(sin(sin z))
0) f(z) = cos(2x) - €™

Q) Va2 + 2z

) o/

u) ++/(sinz+1)
9+ 1
") 1822 + 13

b) V2z + 2/
Y (571)

f) CLCOS T

h) z*

j) [(x) = sin(e” + 32%)
Vs + 19z + e®
) fr) = Y22
n) f(z) =sin(z® + 1)
2?4 6sin(4z 4 2)
p) f(z) = cos?(In(z?2+ 7)) + 3
x
r) 202 + 3

t) 1327 + 62% — 9z + 17

v) (logyg x) - (cos z)

x) a®®

y) f(x) = sin(lnz?) + (7°57) - /22 + 6 fiir z € R — {0}
z) f(x) = Vsin?x + 6 - cos(e® + In(a® + 2))



63

Aufgabe 10.2 Differenzieren Sie die nachfolgenden Funktionen in den an-
gegebenen Intervallen:

2 )= L, e~ 1.0
b) ) = 02 reR

) fula) = D LN o a1y
Q) fal) = = ET) z €0, .

o) sin(z) - logyy(z), z €0, 00|

f) sin(log(z)), z €]0, 00|

g) f(z) = 2% + 18z + Inz, zeRy

h) f(z) = Va5 + 622, reR,

) flr)= Y22 v o, 7]

j) F(z) = a® - sin(e=), e

K) f(2) = \/oos(@®) T 9-In(9x + 16), 7 €] — 0 foo

9

Aufgabe 10.3 Untersuchen Sie die nachfolgenden Funktionen auf Stetigkeit
und Differenzierbarkeit in allen Punkten. Bestimmen Sie gegebenenfalls auch
die Ableitung.

1+ z <0
T O<ax<l1
a) flx) =4 2—2z 1<z<2

1
4—3x+§x2 2<x

b) fi:R— R
. r? +sin(2z)+7 , x>0.
v 2> +cos x+6 , x<0.
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C) fgiR—) R
L a1
5, X — 00,
T 1Tx2
—5%, z € [1,00]
(1+2x x <0
T O<ax<l1
d) f()=9 2—2 1<z<2

1
4—-3c+-2% 2<ux
0 2

(

—224+x4+2 <0
20 +623+2 0<z<1

) F@ =0 102110 1<z<2
| cosz+3 T > 2
£) f:1]0,00[— R
7 x € 0,1
3 13
T — éxz—x?’—i—? x € [1,2]
0 T €]2,00]
g) f:R— R
Tr+ 2 x €] — 00,0
T — ?+3x+6 x€0,1]
8% 4+ 22%  x € [1,00]
1 "
xsin — fir =<0
T
h) f(z) =< 2z —2? fir 0<z<1
1
(x —1)2 cos( )+ 1 x>1
:L‘_
i) f:R— R
" +62° + 3
T — -—
x2 41
D f:10,00[= R

Vad + 2+ avx + 2
2v 4+ 3

xr —
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k) f:R— R

T — max(z, r?)
|| r <=7
2 14 -T<z<
) fa)=4 %4 rEess

++25 >3
g TTT T

Aufgabe 10.4 Bestimmen sie alle lokalen Extrema der Funktion

6 21
a) f(x):x6+5x5—3x4—4x3+3x2+6x—g

2+ 222 —5r—6, <3
b) f(m){x2—8x+39, z>3

¢) f(z) = 1225 + 152* — 14023 + 302% + 360z + 13
d) f(z) =223 —32% —12x + 4

o) fla)=""2"12

f) f(z) = 2%

Aufgabe 10.5 Bestimmen Sie die Ableitung von f sowie alle Nullstellen,
Extremstellen und Wendepunkte.

a) f:R— R

r— 2422 —-5x+3

b) f:R— R
2
2% + 222 + 3x — 6, T< =3
= :z:2+ 176 2
o T T =T

c) f:R— R
. 2t — a2 —322+5r—2 <4
%2 — 9z + 182 Tz >4

d) f(x)=2®—122% — 152 + 26
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R )
o f@)= "2 ez
f) f:R— R
xr— 23 —Tr+6
g) [:R— R
2—1
|
2
T
h) f) =

i) flx)=a'— 23 -T2+ 132 -6

i) flx)

3xt — 1723 + 3322 — 27x

22+ 222 —5x -6, v<3
k) f(””)—{2—8x+39, z>3
1) 223 —32? — 122 + 4
) 22 — 2z + 2
m —_—_—
r—1

DIFFERENTIALRECHNUNG

Aufgabe 10.6 Zeigen Sie, dal die Funktion f bijektiv ist und bestimmen
Sie die Ableitung der Umkehrfunktion an den angegebenen Stellen b :

fI:R*_> R
T 1+x—$;b:f(1),b:f(2)
fQ:R*_> R
x — $2+\/E;b:f(l),b:f(ﬁl),b:f(Q)
f5 1, 00[— ) 10, 1]
T — m;b:f(Q):b:f(3)-

Aufgabe 10.7 Zeigen sie, daf3
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streng monoton wéchst. Bestimmen Sie den Definitionsbereich der zugehori-
gen Umkehrfunktion arctan und deren Ableitung.

-35

Aufgabe 10.8 Zeigen sie, dal sin im Intervall , =] streng monoton

wachst. Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Umkehrfunktion zu

T

TR
59l

sin : [—
und deren Ableitung.
Aufgabe 10.9 Untersuchen Sie auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit fiir n € N:
n o 1 £ 0
x"sin— x
0 x=0

Wann ist auch die Ableitung stetig, wann differenzierbar?

Aufgabe 10.10 Berechnen Sie

sin

a) lim
z—0 €T

3 — 2?2 —8r+12

b) :lvl—% x3—3x2+4
. CcosT
c) hm7T =
z— — L E

a) 1 o3+ T2? + 4w — 12
im
=1 23+ 322 —x —3
Aufgabe 10.11 Bestimmen Sie alle differenzierbaren Funktionen f : R — R
fir die f'(z) =0 fur alle z € R.

Aufgabe 10.12 Fiir welche x € R gilt sin x = 2z — 1 (z im Bogenmaf!)

(Bestimmen sie z bis auf Fehler < 1073)

1

Aufgabe 10.13 Zeigen sie, dal — die Ableitung von In(x) ist. Benutzen Sie
x

dabei, dafl In die Umkehrfunktion der e-Funktion ist.
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Aufgabe 10.14 Bestimmen Sie bei den folgenden Funktionen den Definiti-
onsbereich und untersuchen Sie auf Extrema (auch am Rand).

A0 =VI=5,  h@)= =2 ) ==

fa(z) = V4z? — 2t fs(x) = (v — D)V —8, fe(x) = %xQ + V9 — 22,
() = i

Aufgabe 10.15 Es sei

f:R— R
. {$2—3x—3, x <4
—224+5x -3, z>4

a) Untersuchen Sie die Funktion an der Stelle z = 4 auf Differenzierbar-
keit.

b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f.

Hinweis: Skizzieren Sie zunéchst den Graphen.

Aufgabe 10.16 Benutzen Sie die Regeln von I'Hospital, um die Differen-
zierbarkeit in 0 zu beweisen:

6_%, x#0
f(0) =0, x=0.

8

Aufgabe 10.17 Berechnen Sie direkt aus der Definition der Differenzierbar-
keit die

a) Ableitung der Funktion f(z) = 2? in a € R.

b) Essei a € R. Finden Sie Zahlen b,c € R, so dafl 23 —¢* = (z —a) (2 +
bx + ¢).

c¢) Bestimmen Sie aus der Definition der Differenzierbarkeit die Ableitung
der Funktion f(z) = 2® im Punkte a.

d) Bestimmen Sie aus der Definition der Differenzierbarkeit die Ableitung
der Funktion f(x) = 2" im Punkte a,n € R.
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Aufgabe 10.18 a) Es seinen a,b, ¢, d beliebige reelle Zahlen Berechnen
Sie das Minimum der Funktion

fR— R
r— (a—xb)*+ (c — xd)?

b) Rechnen Sie nach, daf fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢, d gilt:

(ac +bd)?* > (a® + b*)(c® + d?).
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Kapitel 11

Extremwertaufgaben

Aufgabe 11.1 Die Verunreinigung eines Binnengewéssers vollzieht sich
nach der Funktion

V(t) = (Vi+2)°,
wobei ¢ in Jahren und V in geeigenten Einheiten gemessen wird.
Wie grof ist die momentane Verunreinigungsveranderung?

Wie grof3 ist die momentane Verdnderung in 10 Jahren?

Aufgabe 11.2 Sie besitzen das nachfolgend skizzierte Grundstiick.

1) Bestimmen Sie die Gleichungen der Geraden durch die Eckpunkte.

2) Errichten Sie auf dem Grundstiick eine rechteckige Halle maximaler
Grundflache. Eine Seite liege dabei auf der z-Achse (Berechnen Sie
auch die maximale Fliche).

a)

A 50 100 50 B

71
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100

73

100

50

10 B

200 B

Al 20

20

40

10 B

Aufgabe 11.3 Finden Sie das achsparallele Rechteck grofiten Fléchenin-
halts, das ganz in der nachfolgend skizzierten Fléache liegt. Geben Sie den
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maximalen Inhalt an. Die gekriimmte Begrenzung auf der linken Seite ist
durch y = 2% gegeben.

A 5 5 B

Aufgabe 11.4 Zwischen den Dorfern A und B soll ein Weg gebaut werden.
Eine bereits bestehende Briicke {iber den zwischen den Dorfern flieBenden
Bach wird dabei benutzt. Folgende Streckenfiihrungen sind méoglich:

Die Baukosten betragen beginnend in A in gerader Richtung 300 GE/km,
vom Knick bis zur Briicke 400 GE/km, von der Briicke bis zum zweiten
Knick 700 GE/km und auf dem Schluistiick 500 GE/km. Minimieren Sie die
Baukosten. Geben Sie die minimalen Baukosten und die Gesamtlinge des
Weges bei minimalen Kosten an.

Aufgabe 11.5 Aus einem quadratischen Stiick Blech von 6 m Kantenldnge
soll eine quadratische Wanne der Héhe = geschweifit werden, indem man Qua-
drate der Kantenldnge z an den Ecken ausschneidet, die Kanten hochbiegt
und dann verschweifft. Maximieren Sie das Volumen.
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Aufgabe 11.6 Ein Produktionsbetrieb rechnet bei der Herstellung einer be-
stimmten Ware mit Fixkosten von 15.000 DM und variablen Kosten k1 (x) pro
produzierter Wareneinheit (W E) bei einer Gesamtproduktion von z WE im
betrachteten Zeitraum. Der Betrieb geht dabei davon aus, dafi die variablen
Kosten ki(x) bei wachsender Produktion linear abnehmen. Genauer

ki (z) = 30 — %

a) Stellen Sie die Gesamtkostenfunktion & in Abhéngigkeit von den pro-
duzierten W E auf.

b) Bei welcher Produktion hat der Betrieb maximale Kosten?
c¢) Bei welcher Produktion hat der Betrieb keine Kosten?

d) Was halten Sie von diesem Modell einer Kostenfunktion?

Aufgabe 11.7 Ein Produktionsbetrieb rechnet bei der Produktion einer be-
stimmten Ware mit Kosten k(z) pro WE bei einer Produktion von x WE
im betrachteten Zeitraum, wobei

3500
_l’_ -

T

k(x) =1 GFE Geldeinheiten.

Auf dem Markt erzielt eine W E einen Preis von

T

=5 E

falls im betrachteten Zeitraum x W E angeboten werden.

a) Ermitteln Sie die Gewinnfunktion.
b) Bei welcher Produktion wird ein Gewinn erzielt?
c¢) Bei welcher Produktion ist der Gewinn maximal?

d) Skizzieren Sie Gewinn- und Kostenfunktion.
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Aufgabe 11.8 Sie mochten eine fiir LKW’s befahrene Zuwegung zu einer
Stelle bauen, die 8 km vom Mittellandkanal entfernt liegt. Die néchste Strafle
iiberquert in 5 km Entfernung den Kanal. Dort soll der Weg abzweigen. Die
Baukosten betragen DM 40.000,— pro Kilometer ldngs des Kanals und DM
60.000,— pro Kilometer durch den Wald. Minimieren Sie die Kosten!

3!

\\{

Aufgabe 11.9 Auf Threm Grundstiick gegeben als
M = {(z,y) € R* 2 >0,y > 0,2 +y* <32} N {(x,y)R* y > z}

sollen Sie eine Halle H maximaler rechteckiger Grundfléache errichten, deren
Lage Sie der Skizze entnehmen.

-

Aufgabe 11.10 Sie seien Miihlenbesitzer. Thr Mehl verkaufen Sie unter dem
Markennamen Waste und Rubbisch. Bei Produktion von x Tonnen Waste
erlosen Sie pro Tonne 7000—20x DM; bei Produktion von y Tonnen Rubbisch
4000 — 10y DM pro Tonne. An Kosten (unter anderem fiir Korn) fallen bei
Herstellung von 2 Tonnen Waste und y Tonnen Rubbisch 140022 + 400xy +
200y? DM an. Maximieren Sie Ihren Gewinn!

Wieviel wird im Gewinnmaximum hergestellt?
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Aufgabe 11.11 FEine Firma stellt ein Produkt her. Maximal kénnen 2000
Einheiten produziert werden. Die Produktionskosten betragen bei einer Pro-
duktion von z Einheiten

x? 4+ 10z + 1000 0 <z <900
K(x) =< —3000x 4 3.600000 900 <z <1010
23 — 101022 + 570000 1010 < z < 2000

Der Preis pro Einheit geniigt der Funktion

2

p@)z—%~+mmm+20

Bestimmen Sie das Gewinnmaximum.
Aufgabe 11.12 Es sei ¢(x) = —z% + 42 + 12 und
G={(z,y) eR* y=q(z),-2 <z <6}

Bestimmen Sie das Rechteck grofiten Flacheninhalts zwischen G und der z-

Achse.

Aufgabe 11.13 Sie besitzen das Grundstiick

1
1000"

1

21 >0y > 0L,
mmy__,x_ay_O}

G={(z,y) eR?| f+

Auf G soll eine Halle maximaler rechteckiger Grundfidche errichtet werden,
deren eine Seite auf der x-Achse liegen soll. Bestimmen Sie die Flachenfunk-
tion und berechnen Sie die Maximalstelle.

Aufgabe 11.14 Zwei Autos A,B fahren auf zwei sich rechtwinklig kreuzen-
den Strafilen mit den Geschwindigkeiten v4 = 72 km/h und vg = 54 km/h.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich A 220 m und B 240 m von der Kreuzung
entfernt, beide bewegen sich auf die Kreuzung zu.

a) Man bestimme die Funktion des Abstandes von A und B abhéngig von
der Zeit t in Sekunden.

b) Man berechne den kiirzesten Abstand.
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Aufgabe 11.15 Sie besitzen das Grundstiick
G={(z,y) eR* |1 <a?+y* <9, y < 22,2,y >0},

Auf G soll eine Halle maximaler rechteckiger Grundfliche errichtet werden,
deren eine Seite auf der x-Achse liegen soll.

Bestimmen Sie die Flachenfunktion und berechnen Sie die Maximalstelle.

Aufgabe 11.16 Sie besitzen einen einsam im Wald gelegenen Kotten und
beantragen einen Kabelanschluf. Die Geometrie sehe wie folgt aus:

O K

Die Kosten fiir eine Kabelfiihrung léngs der Strafle sollen 500,- DM /pro km
und 600,- DM /pro km durch den Wald betragen.

Nach welcher Zeit wiirden sich fiir die Post die Verlegungskosten bei opti-
maler Streckenfithrung amortisiert haben, wenn diese Ihren Antrag annimmt
und AnschluBkosten in Héhe von DM 750,- und monatliche Gebiihr von DM
9,- berechnet.

Aufgabe 11.17 Bestimmen Sie die Fliche des achsenparallelen Rechtecks
grofiten Flacheninhalts, das in dem nachfolgend skizzierten Teil der Ebene
liegt und dessen beide oberen Ecken auf der oberen Begrenzung liegen.

x) = a2 —
(0,51) “@ '

Aufgabe 11.18 Es sei

fR— R und ¢g:R— R
r— 32— a2 x— 2’
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a) Bestimmen Sie die Fliche F eines achsparallelen Rechtecks, dessen
Ecken - wie in der folgenden Skizze - auf dem Graphen von f bzw.
g liegen.

~

b) Bestimmen Sie unter den Rechtecken von Teil a), die in dem von den
Graphen umschlossenen Bereich liegen, dasjenige maximalen Inhalts.

Aufgabe 11.19 Aus einem Baumstamm mit kreisformigem Querschnitt soll
ein Balken mit rechteckigem Querschnitt und maximaler Tragfihigkeit ge-
schnitten werden. Die Tragfihigkeit des Balkens ist nach den Gesetzen der
Statik

T=c-A-H?
wobei A die Breite und H die Hohe des Querschnitts und ¢ eine Konstante
ist.

Wie sind A und H zu bemessen?

Aufgabe 11.20 Die Post soll eine Telefonleitung zu einem Kunden legen,
der 2 km von der Hauptstrafle wohnt, an der das Telefonkabel liegt. Die
néchste Abzweigstelle liegt 5 km weiter. Das Kabel mufl von der Abzweig-
stelle zum Kunden gelegt werden. Die Verlegungskosten sind DM 40,- pro
Meter entlang der Strafle und DM 50,— im Geldnde.

Wie ist das Kabel zu verlegen, damit die Kosten minimal sind?
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Aufgabe 11.21 FEin zylindrischer Kanister von 9 Liter Inhalt soll produziert
werden. Boden und Deckel des Kanisters werden aus einem Blech gefertigt,
das DM 0,40 pro cm? kostet, withrend fiir die Seiten ein Blech vom Preis von
DM 0,30 pro cm? geniigt.

Wie sind die Mafle des Kanisters zu wéhlen, damit die Materialkosten mini-
mal sind?

Aufgabe 11.22 Sie mochten einen geschlossenen Abwasserkanal bauen, des-
sen Querschnitt die Form eines Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreis hat.
Die Kosten der Ummauerung sind proportional zum Umfang. Die Quer-
schnittfliiche ist mit 10m? vorgeschrieben.

Minimieren Sie die Kosten.

Aufgabe 11.23 Ihre Fabrik stellt Bratwurst her. Die Herstellungskosten fiir
Bratwurst der Gesamtlédnge = betragen:

1500—(30—x)2 0<a2<30
K = 2
1500 + (30 — J:) 30 <x

Der Preis fiir Bratwurst der Lange x betragt 70z.

a) Bei welchen Wurstlangen machen Sie Gewinn?

b) Wie lang ist die Wurst, die den meisten Gewinn abwirft?

Aufgabe 11.24 Sie stellen Wein her. Die Kosten fiir eine Einheit Wasser
betragen 0,085 DM, fiir eine Einheit schwefliger Sédure bei einer Abnahme
von x Einheiten 3-107% -2 DM, fiir eine Einheit Traubensaftkonzentrat bei
Kauf von z Einheiten 2 - 104 - 2 DM.

Zur Produktion von einer Einheit Wein benotigen sie 10 Einheiten Wasser,
eine Einheit schweflige Sdure und ein Zehntel einer Einheit Trauben-
saftkonzentrat.

Fir Garmittel und Geschmacksverstarker miissen Sie bei einer Produktion
von x Einheiten Wein noch einmal 0, 152 DM aufbringen.

Die Geldstrafe fiir die Produktion von Wein betrigt 100.000,— DM.

a) Wie hoch sind die Kosten fiir die Produktion von z Einheiten Wein?
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b) Der Erlss fiir + Einheiten Wein betriigt 11z — 107°2% DM sofern
0 < x < 10°% und x DM falls > 10%. Wann arbeiten Sie mit Gewinn
und bei welcher Menge Wein erreichen Sie das Gewinnmaximum?

Aufgabe 11.25 Ein Produktionsbetrieb hat bei der Produktion von x W E
einer bestimmten Ware Produktionskosten in der Hohe von

k(r) =572 +x +22* +22° GE
Bei einem Angebot von z W E dieses Produkts kann pro x W E ein Preis
p(x) =295 -2z GE
erzielt werden.
a) Bei welcher Produktion macht der Betrieb keinen Verlust?

b) Bei welcher Produktion ist der Gewinn maximal?

c) Wie grof ist der Gewinn bei optimaler Produktion?
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Kapitel 12

Ho6here Ableitungen

Aufgabe 12.1 Verifizieren Sie durch vollstéindige Induktion die Formeln fiir
die k-te Ableitung

T
(k)
1+z 1
b = 2k! : k>1
) <1—x) (1= a1’

9 (rn) =0 () k20

d) In® ( ! ) =(-DFE-DI(1+2)F k>1

1+z

(k)
e) ! = (—1)’%!3—k' k> 1
3z + 2 (3x + 2)F+1 =

Aufgabe 12.2 Zeigen Sie die Konvergenz folgender Reihen

a) kzﬂ(—l)km reR
b) Z<_1)kéz)| z€R

33
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) D (=

k=0

k+1
—1l<z<l1

Geben Sie moglichst gute Restabschédtzungen an. Unterscheiden Sie dabei
gegebenenfalls zwischen x > 0 und = < 0.

Aufgabe 12.3 Zeigen Sie, dafl folgende Reihen konvergieren
gk 0
Aufgabe 12.4 Untersuchen Sie auf Konvergenz
o0 22k . 92k
Z 2k 2k + 1)

=0

Aufgabe 12.5 Bestimmen sie die Taylorpolynome in xy = 0 und xg = 1.
a) 25 +42* —222+x—5 b) 2" +32°+ 725 + 23 +92% + 20 + 1

1
C) hl(.TQ + 1) d) m
e) sinz f) In(z+1)
g) e° h) 23 —7r+6

Aufgabe 12.6 Bestimmen Sie das 5. Taylorpolynom ps von /x an der Stelle
xo = 1. Berechnen Sie v/3 mit Hilfe eines geeigneten Taylorpolynoms bis auf

14
einen Fehler kleiner als 107°. Benutzen sie dabei, dal v/3 = z_z £

Aufgabe 12.7 Bestimmen Sie das n-te Taylorpolynom der Funktion /x bei
xg = 1. Geben Sie fiir x > 1 eine Abschéitzung fiir

’\/E_pn,l‘

ar.
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Aufgabe 12.8 Zeigen Sie, daB fiir jedes n € Ny und jedes x > 1 die Unglei-
chung

1 n
— =) (D - < @-1)m!

Xz
k=0

gilt.

Aufgabe 12.9 Bestimmen Sie die Taylorreihe von In( N ) fiir 9 = 0 und

+x

1
untersuchen Sie diese Reihe fiir x = 3 auf Konvergenz.

Aufgabe 12.10 Bestimmen Sie die Taylorpolynome von sin und cos an der
Stelle zy = 0. Berechnen Sie mit ihrer Hilfe die Werte sin 1 und cos 1 bis auf
einen Fehler kleiner als 107°.

1
Aufgabe 12.11 Bestimmen Sie die Taylorpolynome von In 7 e

Stelle zg = 0.

Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Polynome und dem Taylorschen Satz den
Wert von In 2 bis auf einen Fehler kleiner als 1072,

an der
—x
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Kapitel 13

Matrizenrechnung

Aufgabe 13.1 Es sei

421 1 4 3
’B_<6 3 7)’0_(8 2 9)’D_

a) Welche Produkte aus zwei Faktoren der Matrizen A, B, C' und D sind
definiert?

3 2
A=1 0 6
3 4

R R
NN
i =

b) Berechnen Sie alle diese Produkte.

c¢) Berechnen Sie

(B+C)-A-D

Aufgabe 13.2 Finden sie eine (4,4) Matrix B, so dal A- B = 0 (0: die
Nullmatrix) fiir

4
6 mit B # 0.

1
A=1| 1
2 0

Tt W N
DN
—_

Aufgabe 13.3 Es sei A die Matrix ( ; _21 )

Zeichnen Sie die Flichenstiicke, die von den Vektoren

() () () o

87
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{(é)((f)} und {A(é)A(?)} aufgespannt

werden.

Aufgabe 13.4 Bestimmen Sie eine (3,3)-Matrix A, so daf} fir alle

sl
3
) eR
Zs
gilt:
T
(w1, 10, 23)A | o | =225 + 25 — 325 — 2129 + 22173 — w073
Z3

Aufgabe 13.5 a) Sei g die Gerade durch die Punkte (1,1) und (5, —2).
Bestimmen Sie die Gleichung der zu g parallelen Geraden durch (1,2).

b) Bestimmen Sie die Gleichung der linearen Funktion, die in den Punkten
1 und 7 die Werte 1 und 4 annimmt.

Aufgabe 13.6 Sei

2 -1 4 0 2
A:(ég'?)rB: 1 0 -2 ],c=| -10
0 1 -7 3 1

a) Berechne A- B, A-C.
b) Welche Produkte mit 3 Faktoren sind definiert?

c¢) Berechnen Sie die Produkte in b).

Aufgabe 13.7 Sei

;gg 36 2 11 flg
A= B=|594 -1 | C= ,

3 7 4 A 3 7

48 1 11

Man berechne ABCDE.
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Aufgabe 13.8 Sei

() (0)

1
Man berechne AB, BA, A?B?, B?A%, AB — BA und §(AB + BA).
Aufgabe 13.9 Man berechne
a)

1 3 45 0 0
1 25 4 2 1 0 23 1 5
39 7 11 4 1 4 7 8 2 -7
9 4 3 -8 -5
0
b)
3 2 1 1
122 [2 21 2
11 1 3
Aufgabe 13.10 Sei
3 4
1 2 6
A= 2 11 ,B = 28 ,C=14 30
07 2 2 0 9 9 1
09
Berechnen Sie: B-A;A-C;C - C.
Aufgabe 13.11  a) Berechnen Sie:
2 8 1 1 0
3|+ 1 |;17-{ O |5 4 |+9-] 2
6 20 11 7 6
b) Rechnen Sie nach:
3 1 0 I il 210 T 0
016 o | = 22 || 0 0 6 xo | =1 0
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Aufgabe 13.12 Finden sie eine Losung der Matrizengleichung A - X = B,
wobei

2)

2 1 0 1 1
A= 2 -1 1 und B = 1 3
0o 1 -1 -1 -1
b)
1 6 =2 71 0 1
A= 0 2 4 und B=1] 2 0 -2 0
02 2 02 2 4

Aufgabe 13.13 Sei () eine n x n Matrix mit von Nullverschiedenen Elemen-
ten nur unterhalb der Hauptdiagonalen, in der Hauptdiagonalen und dariiber
habe @ nur Nullen stehen. Man zeige: Q™ = 0 (Nullmatrix).

Anleitung: Man iiberlege sich zunichst, dafi Q? eine Diagonale voll Nullen
unterhalb der Hauptdiagonale hat.

Aufgabe 13.14 Bilden Sie alle moglichen Produkte von jeweils dreien der
nachfolgenden Matrizen:

1 2 4 4
a) 5 1| 1| (2,3,4); (1 1 9)

—_

02 3 6 201

;(1) (10), <01)

01 0 1 1 0

2 3 140 0 2 1 01
b) 1 2 ; 4 4 1 |; L4 3 ) 10

0 1 2 1 2

Aufgabe 13.15 a) Finden sie zwei 2 x 2 Matrizen A und B fiir die AB #
BA.

b) Rechnen Sie folgenden Sachverhalt nach:
Ist A eine 2 x 2 Matrix mit der Eigenschaft:

AX = X A fiir jede 2 x 2 Matrix z,



a
0

Hinweis zu b): Es geniigt einige wenige Matrizen X zu betrachten.

dann hat A die Form A = ( 2 ) fiir ein a € R.

91
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Kapitel 14

Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 14.1 Uberpriifen Sie die nachfolgenden Gleichungssysteme auf
Losbarkeit und geben Sie im Falle der Losbarkeit alle Losungen an:

a) Tr; + 6xs + x3 + 2x4 = 0

r, + To -+ 21}3 + 6ZE4 = 0
3r1 + 2z9 + 4dx3 — x4 = 0
1 2 1 0 0
3 3 2 0
PPl 5 10 4 0 S
10 15 11 2 3
c) ary + ad’vy + ddvz = 1
a’ry + aPry + d’zs = 1 a€R
alr; + d’zy + avs = 1

d)$1+4$2—3$3+2$4:0
I1+ZE2+2I3—31’4:0

r1 — To — %ZL‘g - 21’4 =0

e) 21‘1 + 6132 - 141’3 + Ty = -5
3!131 + 4£L'2 — 61’3 + 71’4 = 8
911 + 6x9 + 4dxy = 19

93
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f) x1 o mg x4 |b
1 2 0 711
8 3 1 412
9 9 9 919
1 2 3 415
g) 2561 + Ty + 3.1’3 — 41’4 — Ty = 0
2(132 + T + 2[[’4 — 21‘3 + Ty = 0
4£L'2 -+ 2371 + 31’3 - 21‘4 + 41’5 =0
h) 2x; + 229 4+ 6z3 + 6xy =0
T + T3 + 2?[)4 =0
32?1 + 6273 + 3.T4 =0
1 1
51‘1 + El‘g + 5[E3 + §$3 + —Ty = 0
1) xr1 + 2.’L’2 — 4173 + 3!L’4 = b1
T + 21‘2 — 2553 + 21’4 + Ty — b2
2.1'1 + 4512'2 — 25133 + 31’4 + 333'5 = b3
by 0 b 1 by 0
fir bg = 0 X b2 = 2 X bg = 1
bs 0 bs 5 bs 0
j) 1 — 4dxs — 3x3 + 224 = 0
xry + T2 + 2:63 — 31‘4 =0
1
Ty — X9 — =—x3 — 2x4 = 0
2
1 9
k) §ZE1 — dxy + 5&73 = — 16a;a€R
6ry — 3z + 923 = — 3a
2561 + 4.’1}2 -+ 2!173 = 24a
) ary + a’ry + ddxy = 1
a’r; + aPry + adlzy = 1
adry + ad’zy + ars = 1

m) ar; + 2wy + 3z3 = 4
r, + To -+ r3 = 3
T + 2332 + r3 = 1



n)

3.%1
2251

3371
6.731

5$1
3131
I

T
4$1

15
X1
X1
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X) 2ry + w3 + 923 = a;a€R
x|, + 2512'2 -+ 433'3 = 3
Ty + 5$2 + 3$3 = 2
Y) 31‘1 — i) —+ 5I3 — 31‘4 + s = Y1 fur U1 ER?’
2007 — 4dxy + 633 — 224 + 4dxs5 = Yo Yo
201 + w9 4+ 223 — 224 — 315 = U3 Y3
1 1 1 1 1 1
2) 0 3 2 6 To _ 0
1 4 0 -1 T3 -3
-3 —4 8 2 Ty 6

Aufgabe 14.2 Bestimmen Sie die Losungen von Ax = b;, fiir

1 0 21

3 21 4

A= 71 2 3

9 6 2 5
1 0 0 0
und b; = 8 , by = (1) , by = (1) und by = 8
0 0 0 1

Aufgabe 14.3 Eine Aktiengesellschaft A besitzt zwei Tochtergesellschaften
T17 T2'

A besitzt 70% der Aktien von 77 und 80% der Aktien von T5.

T, besitzt 10% der Aktien von A und 10% der Aktien von T5.

T, besitzt 20% der Aktien von A und 10% der Aktien von 7j.

Im Geschéftsjahr erwirtschaftet A einen Gewinn von 1170 GE, T} einen Ge-
winn von 240 GE und 75 einen Gewinn von 150 GE.

Dabei sind Investitionen und Riicklagen schon ausgeschlossen. Durch die ge-
genseitige Verflechtung kommen an die Aktionére jedoch andere Summen zur
Ausschiittung. Geben Sie an, welche Summen A, T} und 75 an die Inhaber
Ihrer Aktien ausschiitten.
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Aufgabe 14.4 Gegeben sei der folgende Gozintograph. Fiihren Sie die Teil-
bedarfsrechnung durch
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g)
2\* ‘90 1 @A,
I
10 @ 20
15 6
\
20
100 0
(&) oo
h)
1
2 1
Ay
—
>< As

Bs

i) Stellen Sie den Rohstoffbedarf in Abhéngigkeit von A, Ay, By,
BQ, Bg dar.

ii) Geben Sie diesen explizit fiir
Al = 200,A2 = 100, B1 = B2 = Bg =0 und
Ay =200, Ay = 100, B; = 50, B, = 100, B3 = 200

arll.
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Aufgabe 14.5 Ein Betrieb habe Abteilungen A;, A,, A3, die einander be-
liefern und Produkte P;, P, P3 auf den Markt bringen. Die Gesamtkosten
des Betriebes in Hohe von DM 100.000,- verteilen sich wie folgt:

Fiir A;: DM 20.000,
Fiir Ay: DM 20.000,
Fiir Az: DM 60.000,—.

Die Lieferungen (in Stiickzahlen) sind im folgenden Schaubild dargestellt:
Py 10 Py
o @) S
100 20 20

30 lpg

Die innerbetrieblichen Verrechnungspreise sollen den Marktpreisen entspre-
chen. Bestimmen Sie die fiktiven Kosten der A;.

Aufgabe 14.6 Berechnen Sie die fiktiven Kosten in folgendem Modell in-
nerbetrieblicher Leistungsverflechtung. Die Primérkosten betragen:

A | A | A | A
4000 | 3000 | 1000 | 2000

N ; e
.@ 8

)]
N
o
=
o
©
~
w

—
yoo

Aufgabe 14.7 Ein Betrieb produziert aus vier Grundstoffen G, Ga, G3s,
G4 vier verschiedene Produkte P, P, P3, P;. Diese Produkte kénnen nur

A@
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in ganzen M E (Mengeneinheiten) produziert werden. Der Bedarf an Grund-
stoffen fiir die Produktion einer M E ist wie folgt:
Bedarf an

Gy Gy Gz Gy

P|l1 0 1 0

Pl 1 2 1 2

Py | 2 1 3 2

PRl0o 1 1 2

Zur Verfiigung stehen 12 M E von G1, 9 M E von G9, 15 M E von (G5 und 12
ME von G4. Wie muf} produziert werden, damit alle Grundstoffe verbraucht
werden? Geben Sie alle moglichen Produktionskombinationen an.

Begriinden Sie, warum in Threr Antwort nicht mehr Kombinationen als die
angegebenen moglich sind.

Aufgabe 14.8 Ein Betrieb produziert an Fertigungsstéitten A;, A; und As.
Die Lieferungen in M E auf den Markt und die Lieferungen der Abteilungen
untereinander entnehmen sie dem folgenden Schaubild:

30 @ 20 @ 291
30

Die Primérkosten betragen in A; 294000 GFE, in As 536000 G und in Aj
103000 GE. Die innerbetrieblichen Verrechnungspreise in Prozenten der je-
weiligen Marktpreise sind in nachstehendem Schema aufgelistet:

Lieferung — nach

T A | A As
von

Ay - 50 % | 200 %
As 20 % - 40 %
As 60 % | 20 % -

Bestimmen Sie die Marktpreise so, dafl jede Abteilung genau kostendeckend
arbeitet.
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Aufgabe 14.9 Ein Betrieb produziert drei Produkte P, P, Ps, die in 4
miteinander arbeitenden Abteilungen A, A, A3, A4 hergestellt werden. Die
monatlichen Kosten von DM 200.000,— verteilen sich wie folgt:

A 20.000, ——
Ayt 30.000, ——
Az 50.000, ——
Ay 100.000, ——

Die Endprodukte P; gehen aus A; heraus, ¢ = 1,2, 3. Die Abteilungen belie-
fern sich untereinander. Der Kostenaufwand gliedert sich
fiir
n Al A2 A3 A4
Ay 20% | 40% | 30% | 10%
Ag 40% | 40% | 10% | 10%
As 60% | 0% | 30% | 10%
Ay 50% | 30% | 20% | 0%

a) Stellen Sie das Gleichungssystem zur Ermittlung der Gesamtkosten der
Abteilungen auf.

b) Ermitteln Sie die Kosten fiir die Produktion von Py, Ps, Ps.

Aufgabe 14.10 Fiir welche Werte der Konstanten a, ¢ hat das Gleichungs-

system:
ar + 2y = ¢
br 4+ 4y = 20

i) genau eine
ii) keine
iii) unendlich viele Losungen.

Man veranschauliche das Ergebnis graphisch.

Aufgabe 14.11 Man Lose

sty
et = 4
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Aufgabe 14.12 Welche der folgenden Gleichungen
Az = b

besitzen eine Losung. Geben Sie im Falle der Existenz auch explizit eine an.

N W O
S OO NN
=~ O N O
N = = O

b= und b* =

O O O
O O = O
O = O O
— = =

Aufgabe 14.13 FEine Volkswirtschaft bestehe aus einem Geld- und einem
Giitermarkt. Es herrsche iiber einen Zeitraum Gleichgewicht, wenn einerseits
das Nationaleinkommen N auf dem Giitermarkt durch Ausgaben fiir Konsum
K, fiir Investitionen I und fiir Regierungszwecke R genau verbraucht wird,
andererseits das auf dem Geldmarkt zu einem Zinssatz von 2% angebotene
Kapital ¢ durch Transaktionsnachfrage T" und Spekulationsnachfrage S genau
aufgenommen wird.

i) Man berechne (Gleichgewichts-) N und z unter den Annahmen:
. 500 _ .
T =1/2N, K =50 Mil.LDM + 3/4N,I = — Mill.DM,
z

S = 1000 Mill.DM. ¢ = 700 Mill.DM ;| R = 100 Mill.DM;

2
('~ N,I ~1/z S ~1/z Keynes-Annahmen).

ii) Sei N = 1000 Mill.DM und 7' = aN,a > 0; alles iibrige wie in i). Man
gebe a in Abhéngigkeit von z an. Da a > 0, wie niedrig darf z héchstens
sein?

Aufgabe 14.14 Gegeben seien drei Aktiengesellschaften A;, Ay, As, die
voneinander die folgenden Anteile besitzen:
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a) von
A | A | A
Ay - 50 % | 40 %
AQ 5% - 5%
As |30 % | 50 % -
b) von
A | A | A
Ay - 50 % | 60 %
Ay |10 % 30 %

As | 5% |10 % -

c) von
A | A | A
Ay - 15 % | 10 %
Ay | 10% - 40 %

As 130 % | 45 % -

Die A; machen die folgenden Primérgewinne (in DM):

a) Al ‘ A2 ‘ A3
1.000.000 | 10.000 | 200.000

b) A Ay As
10.000 | 20.000 | 100.000

C) A1 A2 Ag
50.000 | 70.000 | 2.000

Wieviel DM konnen die A; an die hier nicht aufgefiihrten Anteilseigner aus-
schiitten?

Aufgabe 14.15 Ein Betrieb erbringt in seinen Abteilungen A; Leistungen.
Die Leistungsabgabe untereinander und an den Markt sowie die Priméarkosten
sind in den folgenden Diagrammen angegeben. Ermitteln Sie die (fiktiven)
Kosten pro Mengeneinheit, die in den einzelnen Abteilungen entstehen.
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Die Primérkosten betragen in A; 18 E; in Ay 22 E, in A3 25 E und in

\/

Die Primérkosten betragen in A; 10000,- DM, in A5 50000,- und in As

20000,- DM.

c)
30

b)

10

/

Die Primérkosten betragen in A; 580.000,— DM, in A5 2.170.000,- DM
und in Az 50.000,- DM.
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lZS

Die Primérkosten betragen in A; 50.000,- DM, in A5 7.500,- DM und
in As 8.000,- DM,

Aufgabe 14.16 In den Abteilungen A, A, A3 werden die Produkte P;, P,
P53 produziert. Dazu beliefern sich die Abteilungen nach folgendem Schema:

nach
von Al A2 A3
Ay 0 40 20

As 60 0 40

Az 40 60 O
Auf den Markt werden 50 P;, 10 P, und 120 P5 geliefert. Die Primérkosten
betragen in A; 200 in As 440 und in Az 260 Taler. Die innerbetrieblichen
Verrechnungspreise fiir die P; seien nur halb so hoch wie die Marktpreise.

Berechnen sie die innerbetrieblichen Verrechnungspreise wie auch die Markt-
preise der Produkte, bei denen die Bilanz jeder Abteilung ausgeglichen ist
(d.h.: Erlose=Kosten).

Aufgabe 14.17 In den Abteilungen A;, Ay, A3 werden die Produkte Py, P,
Pj fiir den Markt produziert. Dazu beliefern sich die Abteilungen nach fol-
gendem Schema mit Zwischenerzeugnissen (Angaben in Stiick):

nach
von Al AQ Ag
Ay 0 10 10

Ag 40 0 20

As 20 60 O
Auf den Markt werden 90 P;, 70 P, und 80 P; geliefert. Die Primérkosten
betragen in A; 400 GE in A5 300 GE und in A; 600 GE. Die innerbetriebli-
chen Verrechnungspreise fiir die Lieferungen aus den Abteilungen A; und A,
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seien jeweils halb so hoch wie die Marktpreise fiir P; bzw. P,. Die Abteilung
Az bekommt ihre Lieferung nur fiir ein Viertel des Preises fiir P3 bewertet.

Berechnen sie die Marktpreise fiir die Produkte, bei denen die Bilanz jeder
Abteilung ausgeglichen ist (d.h.: Erlose=Kosten).

Aufgabe 14.18 FEin Betrieb besteht aus 3 Abteilungen, die Leistungen un-
tereinander und an den Markt abgeben. Die Abteilung A; liefere Leistungen
in Hohe von 2MFE an Az und 5ME an A; und 20M E an den Markt. Die
Abteilung A, liefere Leistungen in Hohe von 10M E an A; und 3SME an Ajg
und 20M E an den Markt, die Abteilung 3 liefere Leistungen in Hohe von
S8ME an Ay und TME an A; sowie 20M E an den Markt. Man berechne die
Herstellungskosten x1, x9, x3 der in Ay, Ay, A3 hergestellten Giiter, wenn die
Produktionskosten in A; 12.000 DM, in A5 71.000 DM und in Az 7.000 DM

betragen.

Aufgabe 14.19 FEine Firma produziert an vier Fertigungsstatten. Die Ein-
zelbetriebe Aj, Ay, Az, A4 beliefern sowohl den Markt als auch die iibrigen
Betriebsstéatten.

Die Lieferungen in Stiickzahlen entnehmen Sie der folgenden Tabelle:

von
nach Al A2 Ag A4
Ay - 48 | T2 6
Ag 0 - 0 | 1000
As 0 40 - 390
Ay 1000 | 80 | 285 -
Markt | 100 | 176 | 297 | 4

An Primérkosten entstehen in
A1 ‘ AQ A3 ‘ A4
47.400 | 40.000 | 16.000 | 32.500 DM
Als firmeninterne Verrechnungseinheiten werden fiir die Lieferungen der Ab-
teilung A; an die Abteilung A; die folgenden Prozente der Preise fiir die
Lieferungen von A; auf dem Markt festgesetzt:
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von
nach A1 AQ Ag A4
Ay - 50 % | 25 % | 100 %
As - - - 10 %
Az - 100 % - 100 %
Ay 50 % | 200 % | 100 % -

a) Geben Sie Erlos und Kosten in Abhéngigkeit von den Marktpreisen fiir
jede Abteilung und die Gesamtfirma an.

b) Arbeiten die Abteilungen und die Gesamtfirma kostendeckend, wenn
sie auf dem Markt fiir jeweils eine Einheit der Produkte aus den A; die
folgenden Preise erzielen:

A | A | As | A

100 | 200 | 300 | 400 DM ?

Aufgabe 14.20 Ein Betrieb produziert aus vier Grundstoften 7, Z5, Z3, Z,4
drei verschiedene Zwischenprodukte 77,75, T5. Den Bedarf an Grundstoffen
fiir die Produktion einer Mengeneinheit entnehmen Sie der folgenden Tabelle:

von
fiir Zl ZQ Z3 Z4
Ty 3| 2 0
15 1] 1 1 1
15 O3 [|17]5

Aus den Zwischenprodukten und Rohstoffen werden Endprodukte Ey, Fy, F3
geméf nachfolgendem Schema hergestellt:

von
fir T1 T2 T3 Z 1 Z 2 4 3 Z 4
E; 26|40 2]1]6
E, 210|101 0]2
Es 113,01 ]0]1]6

Bestimmen Sie den Bedarf an Grundstoffen, wenn a Stiicke F4,b Stiicke Ey
und ¢ Stiicke Fj3 hergestellt werden sollen.

Aufgabe 14.21 Aus Rohstoffen R;, Ry, Zwischenprodukten 7y, Zy, Z3, Z,
werden schliefSlich Endprodukte G, G5, und G3 hergestellt.

Zur Herstellung jeweils einer Einheit benttigen Sie die folgenden Mengen:
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fir R1 RQ Zl ZQ Zg Z4
Z 70 10 0 (40| 010
Zy 2001 60 | O 0]01]0
Zs 400 {201 0 |20 0 | O
Zy 100 | 10 | O 0 110] 0
G, 0 0 | 100 |80 | O |50
Go 0 0 0 00|10
Gs 0 0 0 120|700

Auf dem Markt werden 100 Stiick GG1, 200 Stiick G5 und 300 Stiick (G3 nach-
gefragt.

Geben Sie die erforderlichen Rohstoffmengen an.

Aufgabe 14.22 FEin Betrieb produziert aus fiinf Grundstoffen 7, 75, Zs,
Zy, Zs drei verschiedene Produkte 717, Ts, T5. Den Bedarf an Grundstoffen fiir
die Produktion einer Mengeneinheit entnehmen Sie der folgenden Tabelle:

von
fir Z1 Z2 Z3 Z4 Z5
Ty 312161010
15 11111
15 O3] 1 |70

Bestimmen Sie den Bedarf an Grundstoffen, wenn

a) nur 1) hergestellt werden soll.
b) nur Ty hergestellt werden soll.
c¢) nur T3 hergestellt werden soll.
d) 70 Stiicke T3, 20 Stiicke Ty, 100 Stiicke T3 hergestellt werden sollen.

e) Geben Sie an, welche Grundstoffkombinationen iiberhaupt eine effizien-
te Produktion erlauben, d.h.: eine Produktion erlauben und zwar ohne
Reste von Grundstoffen.

Aufgabe 14.23 FEin Betrieb produziert aus drei Grundstoffen Z;, Z5, Z3 drei
verschiedene Giiter 17, Ty, T3,. Es sei vorausgesetzt, dafl beliebige Quantitéiten
der T;,i € {1,2,3} hergestellt werden kénnen und die Herstellungsverfahren



111

einander nicht storen. Den Bedarf an Grundstoffen fiir die Produktion einer
Mengeneinheit entnehmen Sie der folgenden Tabelle:

von
fiir Zl ZQ Z3
T 4 111 2
T 1|36
T3 51418
Zy
a) Skizzieren Sie die Menge von Grundstoffvektoren [ Zy | im R? Glei-
Zs3

chungssystem, die eine effiziente Produktion erlauben.

b) Sie bekommen 11MEZ,,3M EZy und 9M EZ5 geliefert.

Welche ganzzahligen Produktkombinationen kénnen Sie damit herstel-
len?

Welche Rohstoffmengen bleiben jeweils iibrig?

Aufgabe 14.24 Fiir welche Zahlen a, b, c € R ist das folgende Gleichungs-
system losbar:

1 2 3 T a
2 6 8 xo | =1 b
0 2 2 I3 c
Aufgabe 14.25 Losen Sie fiir
1 0 0 «
b=1| 0], 11, 0 und I6]
0 0 1 0

mit «, 3,7 € R beliebig, das Gleichungssystem:

1 0 -2 al
0 6 12 z2 | =0b.
4 3 1 xs3

Aufgabe 14.26 Ein Betrieb habe Abteilungen A;, As, A3, die einander be-
liefern und Produkte P, P, P3 auf den Markt bringen. Die Gesamtkosten
des Betriebs in Hohe von DM 50.000,- verteilen sich wie folgt:
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Al | Ay | Ay
30000 | 10000 | 10000
Die Lieferungen (in Stiickzahlen) sind im folgenden Schaubild dargestellt:

P1 P 2
15 @ 50 5
10 10 5 20
10 ng

Ermitteln Sie bis auf den Pfennig genau die Stiickkosten fiir die Produktion
in den Abteilungen Ay, A; und Ajs.

Aufgabe 14.27 In den Abteilungen A;, A, As werden die Produkte P,
P,, P; fiir den Markt produziert. Dazu beliefern sich die Abteilungen nach
folgendem Schema mit Zwischenerzeugnissen: (Angaben in Stiick)

nach
von Al AQ Ag
Ay 0 | 10| 10

Ao 40 | 0 | 20
As 201 60| 0O

Auf dem Markt werden 90 P;, 70 P und 80 P5 geliefert. Die Primérkosten
betragen in A; 400 GE, in As 300 GE und in A3 600 GE. Die innerbetriebli-
chen Verrechnungspreise fiir die Lieferungen aus den Abteilungen A; und A,
seien jeweils halb so hoch wie die Marktpreise fiir P; bzw. P,. Die Abteilung
Az bekommt ihre Lieferungen nur fiir ein Viertel des Preises fiir P; bewertet.

Berechnen Sie die Marktpreise fiir die Produkte, bei denen die Bilanz je-
der Abteilung ausgeglichen ist (d.h. Erlose = Kosten). (Erwarten Sie keine
glatten Zahlen.)

Aufgabe 14.28 Gegeben sei wieder ein Betrieb mit Abteilungen A, Ay, As,
Ay. Diese beliefern einander und bringen Produkte py, ..., p4 auf den Markt.
Die Primérkosten der Abteilungen seien wie folgt gegeben:
Ay ‘ As ‘ As ‘ Ay
10000 | 30000 | 20000 | 40000
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Die betriebsinternen Verrechnungspreise sollen den Kosten entsprechen. Set-
zen Sie die Marktpreise so fest, dal in jeder Abteilung die realen Kosten
allein durch die Lieferungen auf den Markt gedeckt sind.

Wie sieht die Bilanz dann fiir das Gesamtunternehmen aus?

Die Lieferungen in Stiick ergeben sich wie folgt:

O ) e ()
5

10 90

S

Aufgabe 14.29 Die Aktiengesellschaften A;, Ay, Aj besitzen untereinan-
der die folgenden Anteile:

Ai —
von Aq A, Az
TA
A - 20 % | 10 %
Ay 40 % - 42 %
As 60 % | 0% -

Die Gesellschaften erwirtschaften im Rechnungsjahr die folgenden (Primér-)
Gewinne:

Ay 20.000,- DM

Ay 8.000,- DM

Az 60.000,- DM

Die Gesellschaften schiitten ihren gesamten realen Gewinn aus. Sie besitzen
einen Anteil von 5 % von Ay, 8 % von A, und 40 % von As.

Welcher Betrag wird Thnen gutgeschrieben?

Aufgabe 14.30 Gegeben sei der folgende Gozintograph.

Losen Sie das resultierende Gleichungssystem
a) fiir a =0 und a = 10,

b) fiir beliebiges a € R. Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Aufgabe 14.31 Gegeben sei der folgende Gozintograph fiir die Teilbedarfs-
berechnung mit Angabe des Primédrbedarfs. An Lagerbestdnden sind noch
900 Einheiten R, 1600 Einheiten R3 und 500 Einheiten Z; vorhanden.

3 @\
@ 2 @ 200

|
IS

2
@)
Aufgabe 14.32 Gegeben sei der folgende Gozintograph:

a) Fiir welche Zahlen A > 0 gibt es eine Produktionsmdoglichkeit? (Beach-
ten Sie, daB alle Quantititen positiv sein miissen!)

b) Geben Sie in den Féllen der Losbarkeit den Bedarf an Ry, Rs, Z1, Z5
und Zs an.
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Kapitel 15

Rang einer Matrix

Aufgabe 15.1 Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen:

123 ey >
a) 2 351 b) c) A=
13 4 5 6 2 8 1 49
109 6 8 0
Aufgabe 15.2 Fiir welche Werte von A € R ist
A+2 -1 1
rg 5 -4 1 < 3.
6 -6 A+3
Aufgabe 15.3 a) Fiir welche Werte von A € R ist
—-5—-X =5 -3
rg 3 3—A 3 <3
5 5 3—=2A
b) Finden Sie alle
T -5 =5 =3 X
zy | € R® mit 3 3 3 Ty | =-2
T3 5 5 3 T3

117

X1
X2
€3
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Kapitel 16

Matrizeninversion

Aufgabe 16.1 Uberpriifen Sie die nachfolgenden Matrizen auf Invertierbar-
keit und bestimmen Sie gegebenenfalls die inverse Matrix.

149 610
a) 221 b) (t§3t__13>,teR c) 120
361 321

147

258 f) (ZZ)
36 10

O = O =
_ = O O
OO = =
— == O

wobei ad — bc # 0

1142
117 0331 | 40 =5
g) |12 LI I ) [ -181 24

\)

2001 —30 4

=W N =
— N W o
DN OO
_ o O O
_ =
B~ W N
S O =~
—
N—
N = D =
W DN = DN
— =N
— o W O

119
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8411 —1 1 1234
) 13 4 0 g (110 ) 2999
02 5 3 010 11215
11 6 4 2946
0023 10 -1 -1
006 1 11 1 0 123
P) | 1354 A 111 01 ) | 456
49299 11 1 1 789
Lo 1310 "
s) |23 -1 DR s w [ 412
31 -5 o1y 62 3
—3 3 -1 2 1 2 1 1
) 9 -1 1 -1 ) 1 -2 -2 1
v 5 -4 1 -3 |" 1 -2 1 —14
1 -1 0 -1 0 1 1 2

Aufgabe 16.2  a) Bestimmen Sie Menge aller (a,b) € R?, fiir die

a2

b2

1
A(a’b) - 1
1 1

— o Q

invertierbar ist.

b) Untersuchen Sie die Gleichung

A(a,b)l‘ = 0
2

auf Losbarkeit und bestimmen Sie gegebenenfalls alle Losungen.

Aufgabe 16.3 Fiir welche Werte a hat die Matrix

2

4 (=1 — _z
(-1-a) a —

4 1 0 a
1 -1 2 3
0 -3 3 a
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keine Inverse?

Aufgabe 16.4 Sei

~J

1 0 7
Ary = 0 |,Azo=1 1 | und Azz =
0 0

Aufgabe 16.5 Sei

1 1 1 1
1 2 4 8
A= ] 1 1 1
2 4 8
1 3 9 27
Losen Sie die Gleichungen:
1 2 2 3
0 3 4 4
Ar = 0 cAr = . cAxr = 6 Axr = 6
0 1 2 2
Aufgabe 16.6 Sei
1 4 7 10
A= 5 8 11
3 6 9 10
Finden Sie eine Matrix X mit
1 00
A-X=1010
0 01
Aufgabe 16.7 Gegeben sie die Matrix
-1 0 -1 0
—1 1 -2 0
A= 1 -2 2 1
0 —1 11
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i) Man berechne a™*

ii) Man lose das Gleichungssystem Az = b mit ¥’ = (1,1, —1,2)



Kapitel 17

Lineare (Un-)Abhéingigkeit,
Basen

Aufgabe 17.1 Bestimmen Sie eine Basis des von

1 —2 5 3
V1 = 2 s Vo = 0 , U3 = 6 , Ug =
3 2 7 1

erzeugten Untervektorraumes V.

b) Entscheiden Sie, ob

in V liegt.

Aufgabe 17.2 Bestimmen Sie aus den nachfolgenden Vektoren alle Kombi-
nationen von jeweils drei linear unabhiingigen Vektoren:

1 4 2 1 8
2 3 6 1 15
U1 = 3 , Ug = 2 , U3 = 2 y U4 = 1 y Us = 6
4 1 0 1 1
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Aufgabe 17.3 Es seien

U1 = Vg = , Uz =

DN O =
O DN = =
O 3 W >

a) Finden Sie ein Erzeugendensystem von R?*, dafi {v, vy, v3} enthilt.

[Hinweis: Das ist ganz einfach!]
b) Finden Sie eine Basis des R?, die {vy,vq,v3} enthiilt.

Aufgabe 17.4 Untersuchen Sie, ob folgende Vektoren linear unabhéngig
sind:

1 2 7 1 2 3
a) [ -2, 1], | -4 by | =3, of, -1
1 —1 1 7 —6 —1
WENEENANARANE
C) -3 ) _jl 9 451 d) 92 ) 1 ) 4 ) 0
4 1 9 3
3 1 2 4
1 1 1 1
f 2,1,0); (4,0,6); (1,1,1
e) 5 ) 3 ) 4 ) 9 ) (: ; )7 ( y Yy )7 (7 ; )
0 0 0 3

g) (_17_170); (17071); (anvl) h) (17—171); (47371); <_272’_2)

' 3 [1) (5
1 ! ; (! Dol 2] | 42
1 2 +1
1 2 3
K (2], (1], (4], |1
0 3 6

Aufgabe 17.5 Rechnen Sie nach, dafl die Vektoren
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4 8 4
v = 6 , Uy = 4 , U3 = 9
18 36 3

eine Basis des R? bilden.

b) Bestimmen Sie die 3 x 3 Matrix A mit der Eigenschaft

1 0 0
Avi=| 0 |, Avu =1 1 und Avs =1 0
0 0 1

Aufgabe 17.6 Untersuchen Sie die nachfolgend aufgefiihrten Vektoren auf
lineare Unabhéngigkeit und ergénzen Sie eine Basis des erzeugten Unterrau-
mes zu einer Basis des R".

1 2 3 1 5
2 3 5 3 8
A 3.4l 7. | 5. |wu
4 5 9 7 14
5 1 6 14 7
1 2 6 7
9 6 4 8
e |, al, 1], |-t
4 1 9 1
1 9 3
1 0 1 3 6
e 9 13 1 9
113wl Lo |o
0 0 0 0 9
6 4
s3], (4], (1
1 7 6
1 1 1 9
9 1 1 0
Dl s s | =3 |6
4 9 +2 1
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1 2
0 2
ol 9] ]2
1 1
1 4 2
1 3 0
g) —1 ) 6 ) 1
0 5) —4
0 1 2

Aufgabe 17.7 Es seien u,v,w € R" linear unabhingig. Zeigen Sie: Die
Vektoren u + 2v, 9u + 7v und u — 2v 4+ w sind linear unabhéngig.

Aufgabe 17.8 a) Es seien

100 —4 -3 —1
B 0 B 40 B 0 don — —10
U= o] 27 a7 60| MIT | 39
—100 —32 —b7 100
Zeigen Sie, daB (vi, vy, vs,v4) eine Basis des R* ist und stellen Sie den
Vektor
7900
| 4000
Y= 1600
6500
als Linearkombination der v; dar.
b) Es seien
1 1 1 1
| 2 | 2 |1 | 2
4 3 1 2

Man zeige, dal {xy, 72, 73,74} eine Basis des R* ist und stelle den
Vektor

O N Ot
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als Linearkombination der x; dar.

Aufgabe 17.9 Geben Sie fiir die folgenden Gleichungssysteme eine Basis
des Losungsraumes und eine Parameterdarstellung der Losungsmenge an:

a)

ry, — 4dxy — 3wz + 234 =
Ty + ro + 21’3 — 31‘4 =0
rr — Ty — %[L’g — 2!L’4 =0
2017 4+ 312 — x3 + x4 =10
b)
61’1 + x99 + 9&33 — 3%4 =0
—2ZE1 + x5 — 31‘3 — Tq =
—xry — Ty — 31‘3 + T4 + Ty =0
5$1 + 6333 + 4%4 + 5 =0
2331 + Z9 + 3$3 + Ty =0.
c)
10 1 1 1
48 12 —4 wo| _
31 4 2 T3
6 2 8 4 Ty
d)
0 4 -1 3 T
2 1 5 8 T3
3 2 1 6 T4
e)
1 2 3 1
211 o | =0
3 2 1 xs3

Aufgabe 17.10 Bestimmen Sie aus den nachfolgenden Vektoren eine Ba-
sis fiir den erzeugten Unterraum und stellen Sie die iibrigen Vektoren als
Linearkombination von Basisvektoren dar.
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1 2 4 -1 0 3
-1 4 12 —11 -2 11
a) 2 1, 11, 01, 4 1, 1, —1
1 11 16 —19 -3 24
4 29 18 —46 -5 61
1 2 4 —1 0 3
b) -1 1,1 4], 12 |, —-11 ], -2 1, 11
2 1 0 4 1 -1
Aufgabe 17.11 Sei
21 1
2 4 3
A= 1 2 -1
30 4

Sei W ={A -z, z € R*}.
a) Zeigen Sie, dal W ein Untervektorraum des R? ist.

b) Bestimmen Sie eine Basis von W und ergénzen Sie diese zu einer Basis
von R*.

Aufgabe 17.12 Seien

1 0 3

vt = 0], »#*=(0], #*=1]1
-1 1

1 2 0

w=(0], w=[3], vw*=1]0

0 4 2

a) Zeigen Sie, daB (v',v? v?®) und (w', w? w?) Basen des R? sind.
b) Stellen Sie w!, w? und w? als Linearkombination von {v!,v? v} dar.

Aufgabe 17.13 Erginzen Sie zu einer Basis des R*



129

1 1 1 1 1
0 0 1 3 3
a) 7| 6 b) T E 3 | 5
3 3 1 3 5
1 —1 9 1
4 9 3 0
C) 3 ) 0 d) Ty = 4 9 T2 = 2
9 5 5 1

Aufgabe 17.14 Zeigen Sie:

{(y1,y2,Y3,y4) € R |
y1 =Ty — 2x3, Yo = T2 + 21, Y3 = 21 + Ta, Ys = T1, %1, T2, T3 € R}

ist ein Untervektorraum des R*.

Geben Sie ein Erzeugendensystem an, dafl aus 3 Vektoren besteht.
b) Gibt es ein EZS, das nur 2 Vektoren enthélt?

Aufgabe 17.15 a) Es seien

1 2 0 0
nv=|21, vu=|61, vs=1|21], wu=1|1
3 6 0 4

Bestimmen Sie alle Kombinationen von jeweils 3 Vektoren aus {v!,v?,
v®, v}, die linear unabhingig sind und stellen Sie jeweils den vierten
als Linearkombination der iibrigen 3 dar.

b) Untersuchen Sie die Vektoren v* = (1,2, —1,2), v* = (1,1,3,1), v3 =
0,2,-1,2), v* = (2,—1,—1,0) auf lineare Abhingigkeit. Stellen Sie
w = —(1,3,7,6) als Linearkombination von v!,v% v* und v* dar.

Aufgabe 17.16 a)] Stellen Sie den O-Vektor durch zwei verschiedene Line-
arkombinationen der Vektoren

1 0 1 0
U1 = ’ ) Vg = L 3 V3 = 4 ’ Uy = 0
0 2 1 3
3 4 0 11

dar. b)] Finden Sie einen Vektor w € R*, so daB {v,vq,vs, w} linear un-
abhingig sind.
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Aufgabe 17.17 Gegeben ist das folgende Gleichungssystem:

T T2 T3 T4 b
1 1 1 210
3 5 4 510
2 4 3 310

-4 -36 -20 810

a) Man gebe eine Parameterdarstellung des Losungsraumes an und be-
rechne eine Basis des Losungsraumes.

b) Man ergéinze die gefundene Basis des Losungsraums zu einer Basis des
R%.

Aufgabe 17.18 Seien Uy, Us; Untervektorrdume des R™. Man zeige:
i) U = U; NU, ist ein Untervektorraum des R™.

i) S=U1+Uy:={r=uy+us | uy €Uy, u:2e€ls}
ist ein Untervektorraum des R".

Aufgabe 17.19 Man untersuche die folgenden Vektoren des R* auf lineare
Unabhéngigkeit:

a)

1 3 2 1
]2 —2 B 3 B 0
€Ty = ) ) Lo = 1 ) Zr3 = 0 ; Ty = -1
1 0 -1 -1
b)
-1 -1 1 -1
B 0 I 10 0
€Ty = 1 ) Ty = _1 ) T3 = 0 ’ Ty = 1
2 —1 1 1
10
¢) Man schreibe den Vektor _g als Linearkombination der x; aus a)
9

bzw. b), falls moglich.
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Aufgabe 17.20 Man untersuche die folgenden Vektoren des R* auf lineare

Unabhéngigkeit:
2 1 5 8
2) -3 0 3 —18
50171 3 || 17 |’ 17
-2 5 5 0
-1 -1 -2 1
0 -1 1 -1
b) 11’ 117 =1 |’ 1
2 1 1 -1

Man berechne die Dimension der von den Vektoren in a) bzw. b) aufgespann-
ten Untervektorrdume.

Aufgabe 17.21 Fiir welche a € R besitzt das Gleichungssystem
(@®*+ 1)z +a9+z3 =0
(2 —2a%)xy — 29+ (a®* —4)x3 =0
(3a% — 1)xy + 279 + 223 = 0.

zwei linear unabhéngige Losungen? Man finde diese Losungen.

Aufgabe 17.22 Sei U der von den Vektoren

—2 1 7
T = SO |, xy= 6 |, 23=1 8
6 —2 0

erzeugte Untervektorraum des R?. Man berechne eine Basis von U.

Aufgabe 17.23 Untersuche, ob die angegebenen Mengen Untervektorrau-
me, bzw. affine Unterrdume sind oder nicht.

a) A={(z,y,2) eR’ |z —y = 2%}
b) B ={(u,v,w,z) eR*|2n —3w =1, 2 —v =0}

c)

T —y+ 2z 0
C’:{x,y,z)eR?’\ gx—y :0}
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d) Seien uy,---u, € R™ festgewihlte Vektoren

D = {(xl, ey Xy) € R™ | leul = O}
i=1

Aufgabe 17.24 Fiir welche Vektoren

T

2 | e R

€3

Ty

sind die Vektoren:

1 1 T1
2 0 i)
Nk 3 und s
4 6 Ty

linear abhéngig?

Aufgabe 17.25 Welche der nachfolgenden Teilmengen von R3 sind Unter-
vektorrdume:

a) {(a,a,b), a,b € R}
b) {(a,a? a®), a € R}

c) {(3a+ 4b, 6b, 3b), a,b € R}
Geben Sie in geeigneten Féillen ein Gleichungssystem an, das die ange-

gebenen Teilmengen als Losungsmengen besitzt.

Aufgabe 17.26 a) Bestimmen Sie aus den nachfolgenden Vektoren alle
Kombinationen von linear Unabhéngigen

1 0 2 1 1
2 1 ) 1 )
Ul = 3 7 UQ = 1 7 U3 = 7 a U4 = 2 9 U5 - 6
4 2 10 2 10

b) Stellen Sie vs als Linearkombination von v; und vy dar.



Kapitel 18

Lineare Abbildungen

Aufgabe 18.1 Sei A eine m x n Matrix, sei Bild (A) := {Az | x € R"}
und Ker (A4) := {x € R" | Az = 0}. Man zeige: Bild (A) und Ker (A) sind

Untervektorraume von R™ bzw. R™.

Aufgabe 18.2 Es sei

W N = =
1 &~ W
= W N =
=~ O O

Bestimmen Sie eine Basis fir Bild (B).
Aufgabe 18.3 A) Essei f: R* — R? gegeben durch:
f(x1, xa, w3, 24) = (621 — 229, 1 + T2 + 223 + 42y, 221 — 323 + 6y)

a) Zeigen Sie: f ist linear.
b) Bestimmen Sie eine Basis von Ker (f) = {z € R?, f(z) = 0}.
c¢) Bestimmen Sie eine Basis von Bild (f) = {f(z) € R, x € R%.}.
B) Uberpriifen Sie die nachfolgenden Abbildungen f : R™ — R™ auf Li-
nearitét. Bestimmen Sie eine Basis von Ker(f) = {z € R™, f(z) =0},

eine Basis von Bild (f) = {f(z) € R", 2 € R™} und geben Sie Para-
meterdarstellungen dieser Rdume an.
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f:R* - R?
(1, T2, k3, 24) = (621 — 229, T1 + X9 + 223 + 4y, 221 — 323 + 614)
b)
[ RP— R’
(1’173527533)(9171 — X2, Tp — X3, T3 — 961)
c)
f R — R
(21,2, T3, T4) = (1422 — 203 — 24, 201 +223+224, 3T1+To+14)
d)

[ R'—R?
f($1,$2,$3,$4) = (8I1 +4LL’2+JI3+Z‘4, 3$3+$4, 2I3—6$1+12LL’2)
Aufgabe 18.4 a) Die Abbildung

fooOR — R?
(l’,y,Z) — ("L‘—f_y? 3$—4y+272—y)

ist linear.

b) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von f in der Basis

1 1 1
€1 = 0 ) €2 = 1 ) €3 = 1
0 0 1

¢) Geben Sie die Transformationsmatrix von der Standardbasis zur Basis
(e1, €2, e3) explizit an.

Aufgabe 18.5 Es sei x € R,
—9—2 6 0

Alz)=| -13 8-z 1
—22 M4 1-gz

a) Bestimmen Sie eine Basis von Ker A(0).
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b) Bestimmen Sie alle x € R fiir die Ker A(x) # {0}.
Aufgabe 18.6 Es sei
2 00
090
0 0 3

die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung f : R3 — R3 beziiglich der
Standardbasis in Quelle und Ziel.

a) Zeigen Sie: Die Vektoren

1 0 3
vl = 1 ; ’02 = 0 X ’03 = 2
1 17 6

bilden eine Basis des R3.

b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basis
(v, v%,v3) in Quelle und Ziel.

Aufgabe 18.7 Es sei

f: R? — R?
(l’l,ZEQ) — (1'2,(11'1 +bl‘2)
a) Rechnen Sie nach, daf§ f linear ist.

2
b) Es sei az + b > 0. Finden Sie alle Vektoren (z1,x,) € R?, fiir die

f(x1,22) = c(x1, x2) fiir ein ¢ € R.

Aufgabe 18.8 Es sei



136 KAPITEL 18. LINEARE ABBILDUNGEN

Aufgabe 18.9 Welche der nachfolgenden Funktionen ist linear? Begriinden
Sie Thre Antwort.
a) f: R — R
r — 72’43z

by f: R — R
x

— 2r4+6
c) f: R? — R?
1
(1’1, 23'2) — (.CBQ, 6271 + E.TQ)
d)  f: R R

—
(x1,22) —> X1+ X2

e) f: R* — R?

(z,y,z,w) — (x,x4+y+ 2 3y+ 4z + 9w)
£y f: R3 — R3

(I’,y,Z) — <Z_$a073z)

Aufgabe 18.10 a) Zeigen Sie: Die Vektoren

1 1 7
vi=10 o ovr=| 1 , o= 2
1 1 1

bilden eine Basis des R3.

b) Sei f:R3 — R? linear mit

1 3 0 0 0 4
fl1ofl=10 fli1l=17 fltol]l=1{o
0 4 0 0 1 3

Stellen Sie die Matrix von f auf

bl) beziiglich der Standardbasis in Quelle und Ziel,
b2) beziiglich der Basis (v!,v? v3) in Quelle und Ziel,
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b3) beziiglich der Standardbasis in der Quelle und der Basis (v!, v?, v3)
im Ziel.

Aufgabe 18.11 Seien v = (1,1,1), v = (2,1,0), w = (1,0,1) Vektoren aus
R3.
i) Zeigen Sie, dafl u, v, w linear unabhéngig sind.

ii) Driicken Sie die Vektoren e! = (1,0,0), e* = (0,1,0) und €3 = (0,0, 1)
der Standardbasis als Linearkombinationen von w, v, w aus.

iii) Bestimmen Sie die Matrix der linearen Abbildung f : R® — R3, fiir die
gilt
fluy=e', fv) =€ fw)=¢".
iv) Bestimmen Sie die Matrix der Umkehrabbildung f~!: R3 — R3.

Aufgabe 18.12 Gegeben sei die Matrix

~111 ~100 4 310-2
a) A= 623|b) A= 128 c) A=[3 201-3
089 139 1-111 1

Geben Sie Parameterdarstellungen fiir Ker (A) und Bild (A) an.

Aufgabe 18.13 Es sei

1 1 1 2

3 5 4 5

A= 2 4 3 3
-4 =36 —-20 8

a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von Ker (A).

b) Bestimmen Sie eine Basis von Bild (A) und ergénzen Sie diese gegebe-
nenfalls zu einer Basis des R*.

Aufgabe 18.14 Es sei

Tty
V= ti+t, | eR® t,t,€R
6t1
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a) Zeichnen Sie V.

b) Geben Sie bitte ein lineares Gleichungssystem an, das V' als Losungs-
menge besitzt.

c¢) Finden Sie eine Parameterdarstellung fiir V.

Aufgabe 18.15 Sei U =V =R? f:U =V

T N T + 21,
i) 31‘1 — T
und B={(;), ()} B'={G): ()}
a) Rechnen Sie nach, dafl B und B’ Basen des R? sind.

b) Zeichnen Sie die Vektoren aus B und B’.

c¢) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basis B in

der Quelle und B’ im Ziel.

Aufgabe 18.16 Sei f : R? — R? gegeben durch

1 3.%’3 — 2I1
f i) = T+ 6%2
XT3 Wist + ) + 8:L‘3

a) Rechnen Sie nach, daf§ f linear ist.

b) Seien
2 3
vl= 1], »*=1[1
0 0
0 1 4
wr=1 2], w=]|0 =10
6 3 0
Rechnen Sie nach, dafl B = (v!,v%v3) und B’ = (w',w? w?) Basen
des R? sind.

¢) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basis B in
der Quelle und B’ im Ziel.
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Aufgabe 18.17 Es seien a, b, ¢ reelle Zahlen.
i) Rechnen Sie nach, daf3
(a b)‘<a b):(l 0)
c —a c —a 0 1
genau dann gilt, wenn b-c¢ <1 und a = +v1 —b-c.

ii) Zeichnen Sie M = {(ﬁ) ER% b-c< 1} in der Ebene.

Aufgabe 18.18 Sei

f: R* — R*
1 Tx1 — 213
T 9z T
2 2+ T
XT3 I + T2 —+ T4
Ly T

Geben Sie eine Basis von Bild (f) an.

Aufgabe 18.19 Sei

f: R4 — R*
T 1+ X9+ T3+ x4
T2 N 0
T3 224 + 929
Ty T3+ X1

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, da§ f linear ist.
b) Geben Sie die Darstellungsmatrix (beziiglich der Standardbasen) an.

c¢) Bestimmen Sie Ker (f).

Aufgabe 18.20 Rechnen Sie nach, dafi die folgenden Teilmengen des R™ Un-
tervektorrdume sind und geben Sie ein Gleichungssystem an, dessen Losungs-
menge die gegebene Menge ist.

1) V ={(t; +t2,Tt1,3t2) € R®, 11,15 € R}.
i) V={(a+b+¢0,0) € R a,bceR}.
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Aufgabe 18.21 Es seien

b R R3

(x,y,2) —> (x+y—zx+2,y+2)
und
(1S R3 — R*

(21,22,23) —> (21 + 223,20 — 21, 23 + 22, 23).

Bestimmen Sie die Matrix der zusammengesetzten Abbildung
R> 25 R? 5 RY,

Aufgabe 18.22 Sei

T:={x=| x ER?| xy =ty +to, xa =11 + 12 +13,

ZE3:0, tl,tg,tg GR}

Man priife, ob T" ein Vektorraum ist und gebe gegebenenfalls ein lineares
Gleichungssystem an, dessen Losungsraum 7' ist.

Aufgabe 18.23 Gegeben sind die folgenden Teilmengen des R3:
ti1 +ta+1
a) Tl = { t2+t3+4 |t1,t2,t3€R}
ti1 —ts+2

ty — 2ty + 5
b) T = { 2ty — 3t3 | ti1,10,13 € R}
i3

t1 + 3t3 + 2
C) T3 = { 0 | t1,10,13 € R}
to + 2t

1
d) Ts:= { 2 | t1,t9,t3 € R}.
3 — 2t3
Man stelle die T; als Losungsraume linearer Gleichungssysteme dar, falls dies
moglich ist.



Kapitel 19

Determinanten

Aufgabe 19.1 Berechnen Sie die Determinante

1

3
2 45 5 5
2 478 8
24 7 9 10

|

-1
2
2
-1

1 23 45
2 3 4 51
345 1 2
4 51 2 3
51 2 3 4

a«

—6
9
3
—4

-1
1
3
-3

4
—4
-1

2

0 © b~ oo

S AN O O

AN <t AN

N N O <

-1
1
3
—4

-1 2
0 2
2 1

-3 =2

2
1
3
1

-2 2 1 =2

2

| AN O
S AN

b~ — <t

1)

3 4
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1 2 4 8 16 32
R A
2 4 8 16 32
1 39 27 81 243

W) I
3 9 27 81 243
1011 1 %1
1 -1 1 -1 1 -1

Hinweis: Das Ergebnis lautet:
(3-20B-2)(3-2)0-2)(-1-2)¢(3-3)(z —3)

(1= H-1-HE -3 =3(-1-3)(1 - (-1 - (-1 1)

wl

0O O 0 0 0 1
0 0 0 0 2 V2
0 0 0 3 7 e iiii
x) 0 O 4 2,9 118 37 y) 51 4 3
0 5 /19 97 g 207 09 2 6
6 1n2 sin87° cos3? 9 0
7 2 3 1 8
01 3 3 2
z) 1 4 3 6 7
-1 4 3 0 9
1 01 00
Aufgabe 19.2 Sei A = (aij>(20720) mit
[T A
%_{Oi:j

Berechnen Sie det(A) und begriinden Sie Thre Vorgehensweise.

Hinweis: Addieren Sie zuerst alle Zeilen zur ersten Zeile.
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Aufgabe 19.3 Uberpriifen sie die nachfolgenden Matrizen auf Definitheit:

1 2 1 21 ;_21;"31

a)4—2—1 2 2 0 c)
2 1 1 0 3 3.2 19
4 3 9 1

0 1
4 -2 f)
1 18

8
3

(enBN eI NEN|
e}
S~—
[\
O = DN
—_ O =

-9

a9
S~—
— O
S = =
N O =
=
N—
O = =
—_
=N O
—_
N~—
/ e N - N - ~
DN = DN
|
_ o =
|
W = N

o
<
<
|
|

38 4 71
8 2 2 6 1 i’iéi 1 2 -1
Dl 42132 k)1021 | 4 —2 -1
76 311 5 5 16 2 1 2
11210
1 21 ;_fgg 1 =10
m) [ 2 20 n) o -1 21
1 0 3 3.2 ~-19 0 13
4 3 91
101 -1 1 1
p)[ 110 q) 1 -3 1
10 8 1 1 -8

Aufgabe 19.4 Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel (und keinem an-
deren Verfahren) folgendes lineare Gleichungssystem:

2%1 —2.1’2 +2$3 +2334 =
Ty +2x9 —3x3 +2x4 =
—2r7 —wxy +3r3 —dry =
3T —2r9 4r3 +14 =

O = O =



Aufgabe 19.5 Es sei

111
1. A=| 3 4 4
325
1 8
%7 97
2. A=| 2. —
37 187
2 1
37 /187
4 -1 0
L2 !
3.A=| -1 3 —3
o
9 -
3 3

~ §|"§|H o

a) Berechen sie die inverse Matrix A~

b) Bestimmen Sie die adjungierte Matrix A*.

c¢) Berechnen Sie det(A) und bestimmen Sie det(A*).

Aufgabe 19.6 Bestimmen Sie die adjungierte Matrix von

2 11
a) |22 2] b
2 31
17 3
o |41 2| a
30 4

Aufgabe 19.7 Zeigen Sie

Det

o O 2 =
D O O

3

4
2
2
3
4
)

o QL o=

4 2
10
2 1
3 -1
-2 5
3 -1
2 3

— W N

~ /=

= (b—a){d=)(f —e).
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Aufgabe 19.8 Berechnen Sie die Determinante:

a a® d*
a) A= a* a* a |;a€eR
ad a ad
a a® a® a* d°
a® a® a* o® a
b) A= a® da* @® a* o
a* a® a* a® a®
a® a* a® a® a
c) Zeigen Sie die Gleichung:
2 3 n—1
al CLl CLl A CLl )
1 ay a3 a3 ay”
Det ) )
2 3 n—1
1 a, a; a a,

((an —ar)(an-1 —ar) -+ (a3 — a1)(az — a1)
((an = az)(an-1 — az) -+ (a4 — az)(as — az)) - - - ((an — an-1))

Hinweis:

(1) Die rechte Seite der Gleichung kann man auch als [] (ax—a;) schrei-
n>k>l
ben.

(2) Zur Berechnung der Determinante addiere man zuerst das a;-fache der
(n—1)-ten Spalte zur n-ten Spalte, sodann das a,-fache der (n—2)-ten
Spalte zur (n — 1)-ten ...

Danach subtrahiere man die neue erste Zeile von den Nachfolgenden.
Dann kann man (a,, —aq) - - - (a2 — a;) als Faktor aus der Determinante
ziehen.

Auf den Rest wende man Induktion an.

Aufgabe 19.9 Sei
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Untersuchen Sie die Gleichungen

7 8 9
Ar=1 0 | Az =1 8 und Az =1 9
0 8 9

auf Losbarkeit und berechnen Sie gegebenenfalls die Lésung mit Hilfe der
Cramerschen Regel.

Aufgabe 19.10 Es seien

. 0 2 0 -1

u=|[ 1 w=(0],H=| V 2 \/?
1 1 -1 9 _=

4

i) Man berechne u'Hu,v'Hv.

ii) Man begriinde, dal H indefinit ist (weder positiv noch negativ semi-
definit).
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Kapitel 20

Eigenwerte und Eigenvektoren

Aufgabe 20.1 Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix

3 -1 1 100 13 4 2
a) [ 5 —3 1 by |07 8 ol 4 13 2
6 —6 4 09 3 2 2 10

Aufgabe 20.2 Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

3 3 7

21

a)<§21) b) 3 17 —
- I

2 2

S
c) -6 0 —6 d) 00 2 0
0 -6 3 0306

Aufgabe 20.3 Sei ¢ € [0, 27]

a) Zeigen Sie:
A ( cos ¢, —sin ng)

sin ¢, cos ¢

ist eine orthogonale Matrix.

b) Fiir welche Winkel ¢ € [0, 27] besitzt A reelle Eigenwerte?
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Aufgabe 20.4 Sei A eine (n,n) Matrix und E, ,) die Einheitsmatrix und
AeR.

Zeigen Sie durch Induktion
det(a — AE)

ist ein Polynom vom Grade n in A.

Aufgabe 20.5 Essei A eine n x n Matrix. Eine Folge von Vektoren (z,,),en
aus R™ heifit Losung der Differenzengleichung + — Ax, wenn x,.1 = Ax,.
Eine Losung heifit Eigenlosung, wenn es ein A € R gibt mit x,.; = Az, fiir

alle n € N. Sei ,
0 1 a
A_(b CL)undZva>0.

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenverktoren von
A. item[b)] Bestimmen Sie die Eigenlosungen und rechnen Sie nach,
daf} jede Losung Linearkombination von Eigenlosungen ist.

Aufgabe 20.6 Es sei A die Matrix

15 16 2
A | 16 16 23
2 2 -°

1

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.

b) Geben Sie eine Basis fiir R* aus Eigenvektoren von A an.



Kapitel 21

Differenzengleichungen zweiter
Ordnung

Aufgabe 21.1 Bestimmen Sie die Losungen der nachfolgenden Differenzen-
gleichungen 2ter Ordnung

a)  Gpi1 =20, —ap_1+3 , ag=0, a; =1

b) Qpt1 = Qp + 2051 , ag =2, ap =—1

C) Ap+1 = 3an, + —an—1+6 y  Gg = 07 ap =1

d) Anp+1 = 3a, + —a,_1 +4 , ag =3, ap =2
8 4 16

e) Qpp1=—=0y— —api1+1 , ay=10, a3 =0
5! 1 25

£) apy1 =a, — =a,_1+ 10 , ag=a; =10

g) Apt1 = Gp — 5Qp—1 + 10 y  ag = 17 ap =0

h) apy1=a, — Ean_l +3 , ag=1, a; =10

i) aps =1,8a, — 0,9, , ag=1,a,=3

3 Gngr =20, — an , ap=1, a1 =3; [ag =1, a1 = 2]

k) apy1 =2,5a, —1,5a,1 , ag=1,a;, =3

) ap1 = 3a, + 4a,4 , ay=25, ap =1
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m) Qi1 = a, — 20,1 — 3 , ar =1, ap =2
H) Ap+1 = QCLn - 4an_1 -+ 3 , a1 = 20497 19 = 262145
0)  Gny1 = ap+ a1 +2 , a3=4, ag =2
P) Gpi1=ap —apq+1 , a1 =1, a,=1
1

q) Apy1 = Ap — Z_‘Lanfl , a10=0, a;1 =0
r)  apy1 = 1,97a, —0,99a, 1 , a=1, a; =2
s)  Gpi1 =2,1a, — 1,1a,; ., ay=1, ap =2
t)  ant1 =0,9, —0,81la, 1 . ap = 0,45, ay = 0,405
11) ant1 = 0,9a, —0,81la, 4 , arr=azg =1
V) Qp1 = 3G, — —a,_1 +4 , ag =3, a; =2

6 4 16
W) Gpi1 = ~50n = 5z0n-1 +1 , ag=10, a; =0

Aufgabe 21.2 Untersuchen Sie die in Aufgabe 1 gefundenen Folgen auf
Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 21.3 Es sei

Gni1 :an—l—Gan,l—i-B : ag =1, a; = 10.

Geben Sie die Folge a,, explizit an und finden Sie ny € N, so da8 | a,, — 16 |

1
< 0 fiir jede natiirliche Zahl gréBer gleich ny.

Aufgabe 21.4 a) Esseit € R
Api1 = t2a, — ta,_ 1, ap =0, a; = 2.
Bestimmen Sie als Funktion von ¢ die Werte as.
b) Essei t € R — {0} und es gelte die Differenzengleichung
Qpy1 = ta, — ta, mit ag =0 und a; = 1.

Bestimmen Sie als Funktion von ¢ die Werte aqq.
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Aufgabe 21.5 Ein Vorgang folgt dem Gesetz:
Tpio = 2Tpyq + 3w, + 2 fiir alle n € N.

Empirisch haben Sie z15 = 500 und 215 = 20 ermittelt.
Bestimmen Sie x.

Aufgabe 21.6 Eine Folge (a,),en erfiille die Gleichungen

4a, +9 firn <9
= 25
nt1 da, — T, +10 fiir n > 10.

Es sei ag = —3.
Man bestimme (a,)nen explizit.

Aufgabe 21.7 Losen Sie folgenden Differenzengleichungen und geben Sie
die Werte von agy und a5y an:

ani1 = 0,9, +0,5 mit ay = 18,122
ani1 = 0,9a, —0,81a,_ mit ag = 1 und a; = 0,45
Aufgabe 21.8 Eine Folge (a,)nen, geniige den folgenden Bedingungen:
Qpio = 20p41 — Gp+2 fiir n < 10
Gpio =  Qpi1 — G+ 10 firn > 11

Es sei ferner ag = 0 und ay = 2.
Bestimmen Sie die Folge (ay,)nen, explizit und geben Sie are3 an.

Aufgabe 21.9 Fiir die Folge S, gelte: S =1, S; =1,5.

3 1 1
Sn+1 = §Sn — ESn,1 + 5 falls n S 5
1
und S, = S, — 9n-1 falls n > 6.

a) Bestimmen Sie S, explizit fiir alle n € N.

b) Berechnen Sie Si5 und Soy.
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Aufgabe 21.10 Eine Folge {a, }ren, erfiille die Gleichungen:

Gpio = 20n,41 + 8a,+9 fir n < 100
und
pi1 = 3ay + 2 fir n > 102.
Es sei ay = —1 und az = —1.

Bestimmen Sie die Folge {a, }n € N explizit und berechnen Sie a;53.

Aufgabe 21.11 Untersuchen Sie das langfristige Verhalten der Losungen
der Differenzengleichungen

Upy1 = 20, — (1 +8)ay_1; ag=0, a; =1

fiir betragsméfig kleine €.

15 9
Aufgabe 21.12 Essei S, = K,, + I,,, K41 = ESn, I = 1_6(5" — Sn-1)-
17
Essei Sy =1 = —.
s sei Sy . Sh 16

a) Bestimmen Sie die Folgen S,,, K, und I,.

b) Zeigen Sie (S, )nen konvergiert. Bestimmen Sie den Grenzwert S.

1
c) Geben Sie ein np € N an, sodafl | S, — S |< 3 fiir alle n > ny.

1
d) Zeichnen Sie die Folge S,, bis auf eine Genauigkeit von 3

Aufgabe 21.13 Ein Unternehmen habe das Ziel, die Lagerbestdnde mog-
lichst konstant zu halten. Bezeichnet L,, die fiir das Jahr n vorgesehene Pro-
duktion fiir das Lager, so gilt L, = W,,_1 — V,,_1, n > 1. Dabei ist W,,_; der
reale Verkauf im Jahre n — 1 und V,,_; der geplante Verkauf im Jahre n — 1.
Fiir den Verkauf im Jahre n werde der reale Verkauf im Jahre n — 1 vorgese-
hen, d.h. V,, = W,,_;. Produziert wird demnach im Jahre n : P, = V,, + L,,.
Der Wert eines produzierten Gutes sei K. Jédhrlich werde noch ein kon-
stanter Betrag [ investiert, so dafl das Unternehmen ein Gesamteinkommen
G, = K - P, + I représentiert.

Nun sei der reale Verkauf proportional zum Gesamteinkommen, d.h.: b
W,=b-G,(mit 0<b- K <1).
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a) Geben Sie die allgemeinen Losungsfolgen V,, und L,, an.

b) Bestimmen Sie den Lagerbestand [,, am Ende des Jahres n.

3
c¢) Vergleichen Sie V3q (I30) und Vg (I70) fiir K = 2, b = 3’ I =100, V, =
1000, V4 = 2000 und Iy = 100.

Aufgabe 21.14 Sie stellen ein Produkt her. Es sei p, die Produktion im
Jahre n, [, der Lagerbestand zu Beginn des Jahre n (nach Inventur) und v,
der Verkauf im Jahre n.

Von den Giitern, die sich bei Inventur auf dem Lager befinden, seien stets
75%([90%] in verkaufsfahigem Zustand. Der Rest wird weggeworfen.

Die Produktion p, werde so geplant, dafl

a) [, verkauft werden soll,

b) 5 % [10 %] mehr Giiter verkauft werden sollen, als im Vorjahr tatséch-
lich verkauft wurden und dafl

c) iiber den so ermittelten Bedarf hinaus zur Sicherheit noch 500 [1000]
Einheiten hergestellt werden.

Was nicht verkauft wird, wird gelagert. Der Verkauf betrage 90%[95%] der

10000
Produktion. Es sei pg = 10 [po = 0], p1 = 5000 [p; = 8—1] Wie verlauft

unter diesen Annahmen die Produktion?

Aufgabe 21.15 Es sei B,, die Anzahl der Beschéftigten im Jahre n, N, die

1 3
Nachfrage nach Konsumgiitern. Es gelte B, = §Nn_1 und N, = §Bn + 10
mit Ny = 20.

a) Bestimmen Sie B, und N,,.
b) Konvergieren die Folgen B,, und N,,?
c) Wie groB ist Bs;?

Aufgabe 21.16 Sie mochten eine Molkerei iibernehmen. Der bisherige Ei-
gentiimer erzihlt Thnen, dafl die Jahresproduktion an Butter stets zu 90%
verkauft werden kann. Der Lagerbestand an Butter betrug zu Jahresanfang
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100 t und im gerade laufenden Jahr werden 1000 t Butter hergestellt. Sie
planen eine jahrliche Verkaufssteigerung bei Butter um 10%. In den Verkauf
mochten Sie jedes Jahr 20% der Altbesténde geben. Was nicht verkauft wird,
wird gelagert.

a) Wie verlauft unter diesen Annahmen die Produktion?

b) Wie verlduft die Produktion, wenn Sie v, = 0,9p,, zu v, = p, verbes-
sern konnen?

Aufgabe 21.17  a) Ein Betrieb stellt ein Produkt her. Sei p,, die Produk-
tion im Jahre n,
l,, der Lagerbestand zu Beginn des Jahres n und v, der reale Verkauf
im Jahre n.
Zeigen Sie:
(1) Iy =pn-1—vp1+ 1l firn>1.

b) Bei der Produktionsplanung geht der Betrieb davon aus, daf§ im Jahre
n so viel verkauft wird wie im Vorjahr. Gleichzeitig will er seinen La-
gerbestand auf die Hélfte reduzieren.

Zeigen Sie: Es gilt dann

1
(2) pp=vp1— Eln fiir n > 1.

¢) Wir wollen annehmen, daf§ tatséchlich nur jeweils 80% der Produktion
verkauft, d.h.

(3) v, =0,8p, firn>0

und die {iberschiissige Produktion gelagert wird.
Zeigen Sie:
(4) pn - ]-7 7p'n,—1 - O, 8pn_2 fur n Z 2

Hinweis: Setzen Sie zuerst (1) und (2) ein, benutzen Sie dann (2) noch
einmal mit verschobenem Index und anschliefend (3).
d) Losen Sie die Differenzengleichung (4) zu den Anfangswerten:
lo = 0, Po = 1.
Hinweis: Den Wert p; konnen Sie aus (1), (2), (3) berechnen.
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Aufgabe 21.18 Es sei (), der Konsum im Jahre n € N und [, seien die
Investitionen im gleichen Jahr. Fiir das Sozialprodukt gelte: Y,, = I,, + C,,.
Geben Sie die Folge Y,, explizit an und berechnen Sie die Grenzwerte von
Y,,C, und I,.

15 9 17

a) C, = E n1; In= E(Ynfl - Yn72); Yo=1, V1 = 1_6
1 4
b) On = 5 n—1, I, = g 1 — Yo+ 10; Yo = 1000, Y; =800
2 (
n—1
100)

Aufgabe 21.19 In einer Konféderation zweier Lander A und B héngen die
Sozialprodukte S4(n) von A und Sg(n) von B im Jahre n von dem des
Partnerlandes ab.

Es gelte die Gesetzmafigkeit

2 1
L. SA(n):§SA(n—1)+§SB(n—1) Yn > 1

2 1
2. SB(n):§SB(n—1)+§SA(n—1) Vn > 1
a) Formen Sie diese Gleichungen in die Differenzengleichungen
4 1
3. SA(TL) = §SA(n — 1) — §SA(n — 2)

4 1
4. SB<7”L) = §SB(n — 1) — gSB(n — 2) uml.
(Hinweis: Setzen Sie (2) in (1) ein und benutzen Sie auflerdem (1)

ein zweites Mal, wobei n durch n — 1 ersetzt ist.)

b) Das Sozialprodukt von A im Jahre 0 sei MaBeinheit, also S4(0) =
1. Verglichen damit sei Sp(0) = 2.
Ermitteln Sie Sa(1), Sa(2), Sg(1), Sp(2).

c) Losen Sie die Differenzengleichungen (3) und (4) unter den in (b)
gegebenen bzw. ermittelten Anfangsbedingungen (dafiir brauchen
Sie (a) nicht gelost zu haben) und berechnen Sie

nh—>nolo Sa(n) und nh_>nolo Sp(n)



158 KAPITEL 21. DIFFGLEICHUNGEN

Aufgabe 21.20 a) Bestimmen Sie die Losungsfolgen folgender Differen-
zengleichungen.

b) Geben Sie die Werte von as, ag, ag, a1 an.
¢) Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz.

d) Ermitteln Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

(1) apy1 = %an +3 mit ag=1

(2) apy1 = an —ap—1 +1 mit ay=2,a1 = 1,5
(3) aps1 =3an, +4-a,1+18 | ay=-3,a1 = -3
(4) a1 = 6a, + 16a, 1 +9 , as=0,a; =1

Aufgabe 21.21 Sie stellen Waren her, besitzen ein Lager und Kapital. Zu
Beginn eines jeden Jahres n legen Sie die Produktion P, (gemessen in Mark)
neu fest. Diese wird eingeteilt in die Waren, die vermutlich zum Verkauf kom-
men V,, und diejenigen, die Sie vorsichtshalber auf Lager nehmen L,,. Jedes
Jahr geben Sie eine feste Menge Geld M fiir den Einkauf von Vorprodukten,
Produktionsverbesserung und Werbung aus, so dafl Sie ein “Gesamteinkom-
men” Y, =V, + L, + M erwirtschaften werden. Nun sei [hnen aus langjahri-
ger Erfahrung bekannt, dafl die tatséchlichen Verkaufe R,, im Jahre m stets
einen festen Bruchteil a des Einkommens Y, ausgemacht haben. Es erschei-
ne Thnen verniinftig V,, als genauso grofl wie den realen Verkauf R, _; des
letzten Jahres zu setzen. Auf Lager produzieren Sie die Differenz von realem
und geplanten Verkauf des Vorjahres:

Ln = Rnfl - anl-
) 3
Nun sei a = 1 und Yy = 3M,Y; = 2M.

Untersuchen Sie die Folge Y,, auf Konvergenz, sodann die Folgen V,,, L,, und
interpretieren Sie das Ergebnis.



Kapitel 22

Stetigkeit bei Funktionen
mehrerer Variablen

Aufgabe 22.1 Untersuchen Sie die nachfolgenden Funktionen auf Stetigkeit
und Differenzierbarkeit in allen Punkten des R™.

2) f<w>{ P @) 200
0 i (21,22) = (0,0)

2 2
b) f(z) = { Z—2mmy a2 Ty F# To

0 , X1 = X9

zy
0 sonst

z? + y?
d) f(x,y){ x#0und y #0

159
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Aufgabe 22.2 Untersuchen Sie die Funktion

f: RZ — R2
! e (2.) # (0,0)
T Ty . 5 .Ty ) 1:7 )
O Y7\ @)
0 , (z,y) =(0,0)

auf Stetigkeit im Nullpunkt.

Aufgabe 22.3 Es sei

1

flay) =< wy
0 sonst

falls  # 0 und y # 0

Bestimmen Sie die Punkte im R?, in denen die partiellen Ableitungen von
f existieren. Rechnen Sie insbesondere nach, daf§ f im Nullpunkt partiell
differenzierbar aber nicht stetig ist.
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Partielle Ableitungen

Aufgabe 23.1 Bestimmen Sie die (ersten) partiellen Ableitungen der fol-
genden Funktionen:

a) sin(x; + x2)
b) a1 T2
C) 1Ty xg — sin(xy + xg) + €23

2%y + 2 + sin(xy)

d
) 2241

e) (" +y)(z?+4)
f) e®* +sin?(x + y)

yr? 4+ P + 1
g) W
h) cos(yx + 6)
i) In[(z cos(y) +€¥)* + 2 + y* + 6]
j) x sin(y) + yrz + y*e?

(2
22 + 2975 + "M@

(cos(xy - x9))2 +1

k)

161
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Il -To - COS((L’1>
o+ i+ 1

)

m) z; - e@+e2) 4 sin <x1 2+ 1)

cos(z3 — )
2 +1

n) z3— r17,
0) cos(zy - 13) + x3

p) 1 + xix]

q) ln(:v~\/§); x,y >0

r) Tz +e¥cos x

s) 2?2 + cos(x - y)z +
t) + ysin (x/x2+y2+6>

Aufgabe 23.2 Bestimmen Sie die Nullstellen des Differentials von:

2241
a) f(ry,m2) = x129 + 2322

b) f(x1,12) = xao(32] + 1623 + 623 — T2z — 47).
c) flx,y) =23+ 122y — 3y*

d) f(z,y) =cos x-sin y

Aufgabe 23.3 Es sei

h: R — R3
cos(z) +
(z) — 2 + a2y
ev + In(z?+1)

Bestimmen Sie die Ableitung von h in allen Punkten (z,y) € R
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Aufgabe 23.4 Es seien

T
y — z-y+ 23
z
a
und fir b € R sei
c

gllR—> R3 QQIR—) R3 ggiR—> R?

a+t a a
t — b t - | b+t t — b
& & c+t
Bestimmen Sie die zusammengesetzten Funktionen f o g;,¢ = 1,2,3 und

berechnen Sie die Ableitung im Punkte ¢t = 0.

Aufgabe 23.5 Es sei

f: R — R
2
y
0 (z,y) = (0,0)
g: R — R? g: R — R? g3: R — R?
= () to= (o) t = ()

a) Bestimmen sie die Ableitung der Zusammensetzungen f o g;, 7 = 1,2,3
im Punkte t = 0.

b) Essei (7) € R?,
hi(a,b): R — R? ho(a,b): R — R?
A N
b b+t

Bestimmen Sie die Funktion
F: R = R?

(f o hi(a,b))]i=o
(a,b) — ( (f o ha(a, b)) |i=o >
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Aufgabe 23.6 Berechnen Sie die Komposition der Funktionen:

a)

f R — R?
r  — (2% +2x+4,57)
g R?2 R
(,y) = z-TyY+z-y
b)
I R3 — R?
(71, 29,23) — (cos(wy - xo) + 13,23 + 23 + 223)
g: R? — R
(x,y) — 3z -y — 23

Aufgabe 23.7 Berechnen Sie nach der Kettenregel die Ableitungen der
Funktion
f(91($17$2,$3)’92($17$27x3)%

wobei

L. =y g1 = 12273 g2 = 21 +$3£U237§
fz—yﬁ—y% g1 =1+ X2+ T3 g2:x1+x—2
3

N

Aufgabe 23.8 Bestimmen Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen
folgender Funktionen

a) T3 + xixy + 175 + 475

1 2
b) — + =
X175 i)
c) i’
d) In oy 2x3
X1 — T2

Aufgabe 23.9 Zeichnen Sie das Hohenlinienbild der Funktion und skizzie-
ren Sie den Graphen der Funktionen

a) xy-my b) xF—23+5x;+4wy ) 21 + T
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Aufgabe 23.10 Es sei

]R2

f : Rz — R E R
t (212 + 1,13)

(z,) z-y und :
’ 22 +y?+1
a) Berechnen Sie fog: R — R.

b) Bestimmen sie D f und Dg sowie D(f o g), ferner D(D f) und D(Dg)
sowie D(D(f o g)).



166 KAPITEL 23. PARTIELLE ABLEITUNGEN



Kapitel 24

Extrema bei Funktionen
mehrerer Variablen

Aufgabe 24.1 Untersuchen Sie auf lokale Extrema:

a) o3+ 12zmy — 323 b) (sinz)(coszs)
1
c) gxi’ + da 39 — 275 d) ;(100 — 22y — 3w3) + x2(150 — 4y — 315)

e) 2(xy —x)® +a3-e"2  f) 182322 — 22323 — dadx?

1
g) wy? — 2zy + 22% — 3x.  h) 2} + 59173 + 32129 — 621 + 229 + 1

x2y2z2
?+y?+ 22+ 1

422 + 4oy + o>
241

i)

)

2+ 2xy + y2

k
>x2—2x—|—y2+2

1) xqroe” (F1te2)

m) (x + 2y + 32)% + (4o + 5y + 62)* + (Tz + 8y + 92)?

Ty + 2°
x2+y2_‘_22+1

n)

o) 2% —y? — zx + 2%y

167
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p) —y®+3yx? —22*  q) 23 — 120 + 23 — 2Ty + 5

2 2
r) % s) wy? — 4oy + day® —x
Ty
t) /4x? + 3y? + 2 u) —Iny, y>0

x2+1
Aufgabe 24.2 Fiir a € R sei

f: R = R
(r,y) — —2®+ 6axy —y°

Ermitteln Sie in Abhéngigkeit von a die lokalen Extrema von f,.

Aufgabe 24.3 a) Untersuchen Sie die Funktion

2 2 e 1
ary + x129 + ax; fiir a = —1,0, > 1

auf die Existenz lokaler Extremstellen.

1
b) Zeichnen Sie die Hohenlinien im Falle a = 3 und a = 0 zu den Werten

011 1
7277 2

Aufgabe 24.4 Es sei
f: R? = R

23y — i
W ; (zy) #(0,0)

0 » (z,9) = (0,0)

(z,y) —

a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f in allen Punkten von
R2.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen von grad f.

c) Zeigen Sie, daf f im Nullpunkt keine Extremstelle besitzt.
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Aufgabe 24.5 a) Untersuchen Sie die Funktion

f: R = R
(r,y) — 3zy— 223

auf die Existenz lokaler Extremstellen.
b) Skizzieren Sie die Hohenlinien
{(z,y) € R* | 32y — 22° = a} fiir a <0, a=0und a > 0.
Aufgabe 24.6 Sei

f: R = R
(2,y) — 202 +y%)¥? = 3(2% + )

Bestimmen Sie
a) den Gradienten von f und seine Nullstellen,
b) die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen,
c¢) die lokalen Extremstellen von f.
Aufgabe 24.7 a) Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktion

f: R3 — R
(v,y,2) — 2*+y?—zo+ 2%

b) Es sei
2 0 -1
1 0
wu=[o0o], v=(0]), H=|Y 2+\/1§
0 1 L+vV2 -3

Berechnen Sie: u? Hu und v* Hu.

c¢) Begriinden Sie warum H indefinit ist.
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Aufgabe 24.8 Es sei

5 -1 1 -1

-1 5 -1 1

A= 1 -1 5 -1
-1 1 -1 5

a) Man berechne det(A).
b) Man zeige, daf3 A positiv definit ist.

c) f:R* — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar; es sei 2° € R* mit
Df(2°) = grad f(2°) = 0. Es gelte weiter H(z") = A (die Hesse’sche
Matrix von f in z° sei gleich A). Was 148t sich iiber das Verhalten von
f in 2° sagen?

Aufgabe 24.9 a) Essei K = {(z,y,2) € R® | 2° = y}.

f: K — R
x $2y2_|_26
ZZ 241

Bestimmen Sie die Extremstellen von f.
b) Essei K = {(z,y) € R? | 2? = 3}
f: K - R
() -
y )
Bestimmen Sie die Extremstellen von f.
Aufgabe 24.10 Essei U = {(z,y) e R? |z A0 Ay # 0}.
f: U — R
2, 2
( T ) L +y
Y xz-y

a) Berechnen Sie die Nullstellen des Gradienten von f.

b) Untersuchen Sie die Hessematrix von f auf Definitheit.
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¢) Bestimmen Sie die Extremstellen von f.
Hinweis zu c¢): Berechnen Sie f in Polarkoordinaten und schétzen Sie ab.

Aufgabe 24.11 Es sei K = {(z,y) € R? | y # 0}.

f: K — R
(x) x+ 2zy + 23
% e

Y Y

a) Berechnen Sie die Nullstellen des Gradienten von f.

0
b) Untersuchen Sie die Hessematrix von f an der Stelle ( 1 ) auf De-
2

finitheit.
c¢) Untersuchen Sie das Verhalten von f auf den Geraden
Gy = {(z,y) eR* | =0} und
Gy = {ey) e® | y=-3}

Aufgabe 24.12 Essei U = {(z,y,2) € R® | z-y- 2 # 0} und

f: U — R
t x3—0—y3+z3
4 TYZ
z

Bestimmen Sie die Extremstellen von f.

Aufgabe 24.13 Es seien 22 + 22 < 2 und

f(x1,29) = 21 + 19 + /2 — 23 — 23

Bestimmen Sie das Maximum von f.

Aufgabe 24.14 Sei M = {(z,y) e R* | 2 >0, y > 0, v +y < 27}
Bestimmen Sie die Extrema von

f(x,y) = cosx + cosy — cos(z + y)
auf M.



172 KAPITEL 24. EXTREMA BEI FUNTIONEN

Aufgabe 24.15 Sie produzieren die Giiter A und B, die in beliebigen (posi-
tiven) Mengen hergestellt werden kénnen. Fiir eine Einheit von A erzielen Sie
bei einem Angebot von z Einheiten von A(2—10""z) GE. Der Preis fiir eine
Einheit von B bei einem Angebot von y Einheiten von B ist 1072(1 —10"%)
GE. Die Gesamtkosten betragen bei der Produktion von x Einheiten A und
y Einheiten B

2 Ty y?

¥ 7700 T 10000

Maximieren Sie den Gewinn.

Aufgabe 24.16 Die Reaktion R(z,t), gemessen in geeigneten Einheiten, bei
Verabreichung von z Einheiten einer Droge ¢ Stunden nach Verabreichung ,
sei durch die Funktion

R(x,t) = 2%(3 — x)t?e”! 0<x<3
gegeben.
1. Bei welcher Dosis ist die Reaktion am starksten?

2. Nach welcher Zeit ist die Reaktion am starksten?

Aufgabe 24.17 Ein Betrieb will durch Einstellung neuer Arbeitskréifte und
durch Investitionen im Maschinenpark seinen Gewinn erhéhen. Bei der Inve-
stition von z; Geldeinheiten (GE) in Arbeitskriiften und xo GE im Maschi-
nenpark ist der zusétzliche Gewinn

G(x1,29) = 22235(6 — 21)(9 — 25) GE.

Wieviel GE mufl der Betrieb in zusétzlichen Arbeitskraften und wieviel im
Maschinenpark investieren, damit der zusétzliche Gewinn maximal ist? Wie
grof ist der zusétzliche maximale Gewinn?

Aufgabe 24.18 Die Wertschétzung eines Verbrauchers fiir drei Giiter Gy,
G2 und Gj ist gegeben durch die Nutzenfunktion (gemessen in geeigneten
Einheiten)

Tirys,
wobei x1, 9, v3 die Mengeneinheiten der Giiter Gy, G5 bzw. G3 angeben. Der
Verbraucher hat ein Budget von 18 GE zur Verfiigung. Wie muf er einkaufen,

um maximalen Nutzen zu erzielen, wenn eine ME von G 2GE, von G5 1GE
und von G's HGE kostet?
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Aufgabe 24.19 Ein Produzent produziert zwei Giiter G; und G,. Fiir eine
ME des Gutes P, kann er bei einem Angebot von x; ME einen Preis von

10 — ax; GE
erzielen. Der entsprechende Preis fiir das zweite Gut ist
12 — bZEQ.

Die Gesamtkosten bei einer Produktion von x; ME des Gutes G; und von
x9 ME des Gutes G5 betragen

r} — 1179 + 75 GE.
Wie mufl der Produzent produzieren, um seinen Gewinn zu maximieren?

Aufgabe 24.20 Ein Monopolist stellt zwei miteinander konkurrierende Gii-
ter G7 und G5 her. Ist p; der Preis einer ME von GG7 und p, der einer ME
von G, so kann er

r1 =40 — 8p; + 4ps ME von G,

To = 20 4 2py — 2po ME von G9

absetzen. Die Gesamtkostenfunktion bei einer Produktion von z; ME von G,
und von x5 ME von Gy ist

k(x1,79) = 327 + 423 + 2179.

1. Wieviel Mengeneinheiten muf} er von G; und G5 produzieren, um seinen
Gewinn zu maximieren?

2. Wie hoch sind die Preise im Gewinnmaximum?

3. Wie hoch ist der maximale Gewinn?

Aufgabe 24.21 Es seien f : R? — R und g : R — R differenzierbar. Es
sel

h: R — R? nd L: R3 — R
r = (z,9(x)) (,y,2) — fl@,y)+2(y —g(x))
Rechnen Sie nach, daf§ D(f o h)(zy) = 0 genau dann gilt, wenn

DL((zo, g(xo), —g—g(xo,g(xo))) = 0.
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Aufgabe 24.22 Es sei
f: R = R
(r,y) = (@+2)y+1).

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a,b,c € R, b # ¢, die Extrema der
zusammengesetzten Funktion f o h mit h(z) = (z, dfracc — xab).

(Man sagt auch: die Extrema von f unter der Nebenbedingung: za +
yb=rc.)

b) Untersuchen Sie die Funktion f selbst auf Extrema, und versuchen Sie
den Graphen zu zeichnen.

Aufgabe 24.23 Auf dem Markt werden zwei Giiter A, B - die in beliebi-
gen positiven Quantitidten x bzw. y verfiighar seien - angeboten. Der Nutzen
N fiir den Verbraucher sei durch eine differenzierbare Funktion N(z,y) be-
schreibbar. Zum Ankauf von Giitern stehe Thnen ein fester Betrag G zur
Verfiigung. Die Preise fiir die Giiter A und B seien konstant. Rechnen Sie
nach, daf} in einen Nutzenextremum bei Ausgabe von G Geldeinheiten gilt:

ON ON

e Pp = a_yPA
Aufgabe 24.24 Sie seien Miihlenbesitzer. Ihr Mehl verkaufen Sie unter dem
Markennamen Waste und Rubbish. Bei Produktion von x Tonnen Waste
erlosen Sie pro Tonne 7000 — 202z DM; bei Produktion von y Tonnen Rubbish
4000 — 10y DM pro Tonne. An Kosten (unter anderem fiir Korn) fallen bei
Herstellung von z Tonnen Waste und y Tonnen Rubbish 140022 + 400xy +

200y? DM an.

Maximieren Sie Ihren Gewinn! Wieviel wird im Gewinnmaximum hergestellt?

Aufgabe 24.25 Es werden Waren G, Gy hergestellt. Der Preis p; fiir eine
Mengeneinheit von Gy bei einer Produktion von z; ME betrage: pi(z;) =

20 L
100!
1
Entsprechend sei pa(zg) = 1500 — 59:3
99
Die Gesamtkosten fiir die Produktion betragen K(zq,xs) = mx% — X129 +

2
2x5.

Maximieren Sie den Gewinn.
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Aufgabe 24.26 Sie stellen in Ihrer Werkhalle Giiter A und B her. Pro
Mengeneinheit von A[B] erlésen Sie bei Herstellung von z[y] Einheiten von
A[B](200 — 32)GE [(40 — y) GE] auf dem Markt. Fiir die Produktionsstétte
erhalten Sie 80 GE Regierungssubventionen. Die Gesamtkosten fiir die Her-
stellung von x Einheiten A,y Einheiten B betragen

196z — 22% + 32y GE
Maximieren Sie den Gewinn.

Aufgabe 24.27 FEin Betrieb kann Giiter A, B in beliebigen positiven Quan-
titdten herstellen. Fiir eine Einheit von A erlost der Betrieb DM 17, fiir eine
Einheit von B nur DM 5. Bei der Herstellung von x; Einheiten A und z,
Einheiten B fallen Kosten im Umfang von 6z7 + 3z125 + 23 DM an.

Geben Sie den maximalen Gewinn an.

Aufgabe 24.28 Sie stellen Giiter A, B und C her.

Bei Produktion von z Einheiten A erlosen Sie pro Einheit (60 — 20z)- DM,
bei Produktion von y Einheiten B pro Einheit (30 — 10y)- DM, bei Produk-
tion von z Einheiten C' pro Einheit (200 — 600z) DM. An Kosten fallen bei
Herstellung von z Einheitenb A,y Einheiten B und z Einheiten C'

(1022 + 20y 4 60022 + 20xy)DM

an. Maximieren Sie den Gewinn. Geben Sie an, wieviel im Gewinnmaximum
hergestellt wird.

Aufgabe 24.29 Sie produzieren Klebeband und Kaugummi. Fiir einen Me-
ter Klebeband erzielen Sie bei einem Angebot von 2 Metern Band (2—107"-x)
Mark. Der Preis fiir 1 ecm Kaugummi ist 107%(1 — 10~%y) Mark bei einem
Angebot von y cm Kaugummi. Die Gesamtkosten fiir z Meter Band und y
cm Kaugummi betragen

2
2 1Y Y
1700 T 10000

Mark.

Maximieren Sie den Gewinn.

Aufgabe 24.30 Sie stellen Giiter A, B und C her.
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Bei Produktion von x Einheiten A erlésen Sie pro Einheit 60 — 20z- DM, bei
Produktion von y Einheiten B pro Einheit 30 —10y- DM, bei Produktion von
z Einheiten C pro Einheit 200 —600z- DM. An Kosten fallen bei Herstellung
von z Einheiten A,y Einheiten B und z Einheiten C'

102% + 20y? + 6002% + 202y DM an.

Maximieren Sie den Gewinn. Geben Sie an, wieviel im Gewinnmaximum
hergestellt wird.



Kapitel 25

Lagrangeverfahren

Aufgabe 25.1 Ermitteln Sie bei den nachfolgenden Funktionen die Stel-
len, an denen unter den angegebenen Nebenbedingungen die notwendigen
Lagrangebedingungen fiir Extremstellen erfiillt sind.

a)

f: R3 — R
(9517962,373) — X1°T2°T3

!
NB: ¢i(r1,09,03) = 22 +23—1=0

!
wa(x1,x9,23) = Tat+x3=0
f: R3 — R
(71, 29,703) — a3+ 375 + 223
NB: ¢(z1,20,05) = da;+ 1225 —120=0
(,02(.%1, T, 1'3) = 6.1'2 + 121’3 — 120 ; 0
f: R? — R
(ZL’l, 1’2) — l‘% + (xz — 17)2

NB:go(xl,mg):xg—x%—i-Zx%—l;O

177
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d)
[ R? — R
(z1,m9,23) — xf — 223 + Tag
NB : p(x1, 22, 3) =$§+2x§+3x§—440
e)
f: R3 — R
($1,$2,$3) — X1+ X2+ 23
NB : ¢(x1,x9, x3) :37%+x§+x§—2£o.
f)
[ R3 — R
(71,29, 23) — a2+ 23 + 23
NB : (w1, 29, 73) =$1+x2+x3—3£().
g)
[ R? — R
(xla L2, ylayQ) — 2513% —4dr129 + 213% + Byf — 6112 + 3y%
|
NB: ¢i(x1,29,y1,y2) = 4y; —4af —12=0
|
902(351737279173/2) - y2+$%—6:0
h)

f: R3 — R
(71, 29,73) — 32?4 223 + 423

NB: ¢i(x1,09,23) = 21+ 200 —8=0
Go(21, T, 73) = Adzy — 4y + 12 =0

f: R3 — R
(1’1,1“2,333) — T1+ T2+ X3

NB : p(x1, 9, 73) = 227573 — 64 = 0.
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f: R3 — R
(1'1,332,.’1;'3) — x%.ﬁlﬁgl‘%

NB: ¢(371,$27553) =221 + 29 +4x3 — 18 2 0.

f: R = R

(xhxz) — X1+ Zo

a b |
NB:w(xl,:cz)zx—ler—Q—l:

f: R? — R
(.I'l,ilfg) — I1° Ty

NB : p(x1,22) :xf—i—x%—éléo.

R

(11 — 22)* + (23 — 24)?

f: R*

N
($17$2,$3,I4) —

NB: ¢i(z) = a?+a2—2=0,

(,02(.T) = —$2+$4+4;0
f: R* — R
(x1, 29,23, 24) — (21 — $2)2 + (3 — I4)2

!
NB: ¢i(x1, 29,23, 24) = a7 +25—8=0,

@2(%1,132,1'3,1'4) = T4 — 51‘2 + 10 ; O

f: R — R
(x,y) — 4dx+12y

NB:go(x,y):x2—|—2y2—22;0
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p)
f: R* — R
(xl,ﬂfz,l'g, 334) — (xl - $2)2 + (.Tg — x4)2
NB: ¢i(w1,09,25,01) = (11— 1)>+ (13- 2>~ 1=0
Po(1, 0,03, 20) = (23 —2)7 + (24— 1)2 =1 =0
q)
f: R* — R
I
X2 2 2
— (1‘1 — ZBQ) + (ZE3 — $4)
T3
Ty
Iy
NB: ¢ 22 = (21— 1)2422-1=0
3
Ty
Iy
T2 _ 2 2 s
P2 = (x2+1)°+2;—-1=0
T3
Ty
T
. T2 2 2 !
NB: | 22 — 2?2l —8=0
Ty
I
©2 iQ :I4—5ZL’2+10;0
3
Ty
8)
[ R? — R
(z1,22,23) — (21 — 29)* + (23 — by + 10)?

NB : o(xy, 19, T3 :x2+x2—8;0
b 17T T3
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R
(r1 — 8)2 + (z9 — 8)2

f: R?

-
(xlaxQ) —

NB:go(xl,xg):x%—l—x%—l;O
f: R* — R
(21,9, 3, 24)  — (21— 22)* + (23 — 14)°

|
NB: 901(331,382,:153,3:4) :.Z'%—{—Z’g—l =0

_ 2 L
P2(21, T2, T3, 04) =14 — 25 —4 =0

f: R = R
(z,y) — 2*+ Toy +9°

NB:gp(x,y):2y—4;0

f.oOR2 o R
(z,y) — 2*+32%y —3zy* —¢°

NB:gp(:z:,y):2x—2y;0

f: R* — R
(a,b,c,d) — (a—c+1)2+(b—d—2)?
NB: ¢i(abe,d)=a?+0—4=0

|

wo(a,b,c,d) =c*+d*—16=0
f: R* — R
(z1, @2, x3,24) — (@1 — 24)? + (¥2 — 24)?

NB: ¢i(21, 29,73, 74) =$1+$§+2x§—2x3—2$0

!
— 3 2 -
902(151,.73'2,5133,1'4) =Ty — T3 — 25U3 +2=0
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77)
I R* - R
(1,29, x3,24) — (dx1 — 3&:3)2 + (1629 — ;134)2
NB: ¢i(x1,T9,13,74) = (11 +6)> + (22 + 9)* — 1 L 0
!
902(1‘17‘7;27'%37 1'4) = T3 = 0
7727,
f: R - R
(z,y) — (x—4)?+ (2y—3)?

NB:go(x,y):x2+4y2—4;O

Aufgabe 25.2 Uberpriifen Sie, ob an den in Aufgabe 25.1 gefundenen Stel-
len tatsédchlich Extrema vorliegen.

Aufgabe 25.3 Es soll eine rechteckige Kiste mit einem Gesamtvolumen
(d.h. Inhalt + AuBlenwiinde) von 0,729 m? durch eine Plastikhiille wasserfest
gemacht werden. Da die Plastikmasse relativ teuer ist, soll die Kistenober-
fliche minimal gehalten sein. Wie sind die Kistenmafle zu wéhlen?

Aufgabe 25.4 Sie bauen einen Kanal, dessen Querschnitt die Form eines
Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreis hat. Die Querschnittsflache ist mit 10
m? vorgeschrieben.

Minimieren Sie den Umfang.
Aufgabe 25.5 Ein rechteckiger, nach oben offener Behélter mit einem In-
halt von 108 1 und einer Wandstérke von 2 c¢m soll unter moglichst geringem

Materialaufwand hergestellt werden. Wie sind seine Abmessungen zu wéhlen?

Aufgabe 25.6 Finden Sie unter allen Quadern vom Volumen 1 m? denjeni-
gen mit dem kleinsten Umfang.

Aufgabe 25.7 Bestimmen Sie die Extremstellen
f(z1,20) = 21202(1 — 21 — 1)

Nebenbedingungen: xy > 0, x5 >0, 21 + 22 < 1.
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Aufgabe 25.8 Es sei A = (a;;) eine symmetrische n x n-Matrix und

f: R — R
r — zTAzx.

a) Rechnen Sie nach, da8
Df =2Ax

gilt.

b) f besitzt eine Extremstelle z; unter der Nebenbedingung
o(r)=a"r -1 = 0.

Rechnen Sie nach, dafl der Lagrangemultiplikator der Eigenwert von A
zum Eigenvektor x; ist.

Aufgabe 25.9 Gegeben sei das folgende Problem: “Extrema mit Nebenbe-
dingungen”

flz.y)=y.
NB:g(z,y)=a* -y’ =0

“Jemand” 16st dieses Problem wie folgt: Lagrangebedingungen:

of

1. — )\ = A2 =
835+ 896 =0<=0+A22=0
of 2

p T Rk 1— =
6y+>\ay 0 <— A3y =0

3. 22 —y> =0

(1) ist dquivalent zu A =0V z = 0.

A = 0 ist unméglich, da (2) dquivalent ist zu A\3y* = 1.

x = 0 ist unmoglich, da wegen (3) dann y = 0 gelten miifite, womit A3y* = 1
wiederum unlosbar wird.

Folgerung: Es gibt kein Extremum von f unter der NB ¢ = 0. Geben Sie
eine Stellungnahme zu dieser Losung ab.
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Aufgabe 25.10 Sie seien Besitzer eines Elektroladens und glauben, dafl der
Verkauf abhéngig ist von der Anzahl der Verkdufer(innen) x; im Laden, der
Anzahl der Handwerker(innen) x5 in der Reparaturwerkstatt und der Anzahl
der Angestellten z3 in der Verwaltung.

Thre Verkaufsfunktion ist:

S = 500x xows — 22 — 12 — 12 — 20129 — 8T
3 1 2 3 3

a) Wie verteilen Sie Thre Mittel, wenn Sie insgesamt 12 Angestellte ein-
stellen mochten?

b) Wie entscheiden Sie sich, wenn nur 4 Mitarbeiter eingestellt werden
sollen?

Aufgabe 25.11 a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode von Lagrange
den Abstand des Punktes (5,2) von der Parabel y = z? + 2z.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode von Lagrange den Abstand des
31
Punktes (7, ?) von der Parabel y = 22 + 2z + 1.

Aufgabe 25.12  a) Untersuchen Sie die Funktion f(z,y) = 2% + y* auf
Extremstellen unter der Nebenbedingung y 2 0.

b) Untersuchen Sie die Funktion f(z,y) = z* —y? auf Extremstellen unter
der Nebenbedingung x — y = 0.



Kapitel 26

LP: Minimierungsprobleme

Aufgabe 26.1 Losen Sie die folgenden linearen Minimierungsprobleme

¢’z — min unter den Nebenbedingungen

1Az > b,z >0 2)Azx <b,xz >0und 3)Az =b,x >0

1 2 60
a) A= 4 2 |; b= 120 |; C—(§88>

5 2 150
10 20 15). b(0725). . ‘5188
25 10 20 0,4 200
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vy A= 12 8 4 8
216 1 2

1 -1 1 3

w) A= 1 0 -1 -1
2 1 0 1

1 -1 1 -3

1 2 -1 1

) A= 45 o 1 _4
0 -3 1 —1

Aufgabe 26.2

+
+

T
31’1
X1

a) 3ry — 4xy + brz — max

b) x1 + 3 — x3 — min.

31‘2

2?[72

b:

_|_
+

X2

KAPITEL 26. LP: MINIMIERUNGSPROBLEME

)

200 1
300 |; r=1| -6
100 1
—92

) 3

1

-1 1; r=

A )
~1

2 1
1 B 1
4 | " 41
3 4

Untersuchen Sie die Optimierungsprobleme:

T3 Z 50

Aufgabe 26.3 Untersuchen sie die Optiemierungsprobleme:

+

65E2
31’2

T
4%1

bzw.

x

b) —41’1

T

8%1
8ZE1

+ 6.1'2
+ 933‘2

+ 6.1'2

7372
7(132

+

L LinA

xs3

6.1’3
1

2"

7
28
max

20
400

max

INIA

d

L1, T2 Z 0

Ty, T2,23 >0

Aufgabe 26.4 Minimieren sie ¥(x) = +x; — x9 unter den Nebenbedingun-

gen

r>0;Ar <bund —2x; +29+ 224 =5



0
)
-3

—1
—4
2

0
-2
1

-1
—6
3

b:

—15

189



190 KAPITEL 26. LP: MINIMIERUNGSPROBLEME



Kapitel 27

LP: Maximierungsprobleme

Aufgabe 27.1 Losen Sie die folgenden linearen Maximierungsprobleme:

¢’z — max unter den Nebenbedingungen

1) Ax < b,z >0 2) Az > b,z > O0und3) Ax = b,z > 0.

2
2 3 45 6 10 4
a) A=1 456 7 8 |; b=|20|; c=| 6
6 7 8 9 10 30 4
2
1000
b)A:<é$é); b:<366>; c= 800
700
4 4 5 30 )
c) A=1213|; b= 10 |; e¢=19
5 3 4 20 2
1 2 3 00 8 170
014 31 6
d)A_00162’b_4’c_?
4 2 0 5 3 3 3
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KAPITEL 27. LP: MAXIMIERUNGSPROBLEME

42 3 6 3 12

15 =2 3 ]; b= 4]|; c= 14

8 6 5 0 9 10

4 4 5 30 5

213 ]; b=|10]; e=[9

5 3 4 20 2

1 2 4 4 4 2

323 0 s | 6. |4

3218 | "2/ “ s

42 6 12 10 8

12 50 5

222, b=|60]; c=|4

321 60 1

12 10 )

11 1; b= 7T 1 c:<15)

2 1 12 ’

1 10 5

1 ;b= 30 =1 3

20 10 170

2 5 12). b_(m). . ég

3 7 10 11 15

1 1 10 200

1 =11 |; b=|10|; e=1[ 100

0 —1 1 8 300
0
0

-1 =24 -2 100 7 0

-1 16 12010 |; b=|19]; c= 0

—2 -4 6 —6 0 0 1 8 —1
—1
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Aufgabe 27.2 Losen Sie das lineare Optimierungsproblem:
Maximiere: 3x1 + 229 — 3x3 + 1024 + 85 — x4 unter den Nebenbedingungen:

1 + T2 + 23 + 14 + 54+26<9
1 + T9 + X3 < 3
Ty + x5 + x5 < 4

0< a2y <2 0< a5 < 3; 0<zs <1

Aufgabe 27.3 Losen Sie die folgenden Maximierungsprobleme
¢’z — max unter den Nebenbedingungen Az < b, z >0

Formulieren Sie die dualen Probleme und geben Sie auch deren Losung an.

1 3 —5 20 4
a) A= -1 4 =3 |; b= 10 |; c=1[ -1
01 2 40 8
110000 15 1
011000 30 1
001100 2 1
DA=l o001 10 <=3 "=|;
000011 30 1
100001 19 1
24 3 6 16 ;
) A= (78153 |; b=[20 |; e=]| |
45 2 1 15
6
9
02411 10 10
HA=|21415]; b=|10]; c=]| 4
6 1 3 1 2 10 40
6



Kapitel 28

LP: Anwendungsaufgaben

Aufgabe 28.1 Sie stellen Produkte A; auf Fertigungsanlagen Fj her. Die
Herstellung jeweils einer Einheit erfordert den nachfolgend unter ZA auf-
gefithrten Zeitaufwand (in Stunden). Im Rechnungszeitraum haben die Fer-
tigungsanlagen hochstens die unter B.S beschriebenen Betriebsstunden. Fiir
jeweils eine Einheit erzielen Sie die Preise P (in DM).

Maximieren Sie den Erlés und geben Sie an, welche Mengen im Optimum
produziert werden. Geben Sie auch die Auslastung der Fertigungsanlagen
an.

F| R | F
CA 45 1 R | B F AL Ay | As
) IA G a6 3 DY 400 | 350 | 200 b 20 [ 18 | 10
A2 ]34
F|E|F|F
A 3642 R | R | F|F
P ZA G s T 1 e P 500 | 600 | 800 | 400
As| 4381
AL A | Ay AL A | Ay
i 40 [ 30 | 35 i 40 | 60 | 35
F| K| F|F
A3 212 R | B | F | F
A i 11 297300 200 100 | 400
AsJ1]1]0]1

195
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A A | A
P' 1210 | 4
Al | Ay | Ay | Ay
CR[O0]2]1]2 R | B |F
N A 190 | 170 | 110
Fsl21]2]3
A Ay | Ay | A
F 413]1]2
F | B | F
A 02
o) ZA: A, 1 L opsy BBl
As 14
A3 0
‘Fl F2 F3 ‘Al‘AQ‘Ag‘A4
BSs: 15120 | 16 P p‘p‘?)q‘q

Aufgabe 28.2 Sie produzieren an zwei Betriebsstiatten A, B das gleiche Pro-
dukt. Damit die Produktion rentabel ist, mufl A mindestens 900 M E und B
mindestens 700 M E pro Tag herstellen. Die Produkte werden an drei Lager
Ly, Ly, L3 geliefert. Von Einzelhdndlern werden téglich bei L1 mindestens 300
ME, bei Ly mindestens 250 M E und bei L3 zumindest 200 M E abgerufen.
Die Lieferung der Mindestmengen haben Sie zugesagt.

Die Transportkosten pro M E betragen in GE:

nach | Ly | Lo Ls
von

A 2 10,7108
B 2 10,65 10,55

Wie miissen Sie produzieren, um bei Beachtung der Nebenbedingungen die
Kosten zu minimieren?

Aufgabe 28.3 Ein Betrieb stellt vier Giiter A, B, C, D her. Der Gewinn pro
ME ist in Geldeinheiten:

Gut A B C D

Gewinn 14 12 8 4

Fiir die Produktion stehen pro Tag 100 Maschinenstunden und 340 Arbeits-
kraftstunden zur Verfiigung. Fiir die einzelnen Produkte wird benétigt:
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Maschinenstunden Arbeitsstunden

A 3 3
B 1 4
C 2 1
D 1/2 1/2

Wie mufl der Betrieb produzieren, um den Gewinn zu maximieren?

Wie hoch ist der maximale Gewinn?

Aufgabe 28.4 Die Firma Piph besitzt 3 Olquellen O;,i = 1,2,3, die im
Rechnungszeitraum die folgenden maximalen Forderungen (in Barrel) er-
bringen kénnen.

O1 | O, | Oy
100.000 | 75.000 | 80.000
Piph verschifft sein Ol zu zwei Hafen Hy, H,. Dort besteht eine Mindestnach-
frage (in Barrel): H, :100.000 H, :90.000

Die Kosten fiir die Transporte verteilen sich wie folgt (in GE pro Barrel)

nach
von H, | Hy
O 9 6
O, 10 | 12
Os 18 | 16

Minimieren Sie die Kosten unter den angegebenen Nebenbedingungen.

Aufgabe 28.5 Eine Elektronikfirma stellt Radios, Plattenspieler und Fern-
seher mit resp. Gewinn von 10 DM, 60 DM, 100 DM her. Sie beschéftigt
maximal 30 Leute, die Fliche ihrer Produktionshalle betrigt A m?. Zur Pro-
duktion eines Radios wird 1 Mann und 20m? Produktionsfliche benétigt, fiir
Plattenspieler 2 Mann und 30m?, fiir Fernseher 4 Mann und 25m?.

Wie soll die Firma produzieren, um maximalen Gewinn zu erwirtschaften,

i) wenn A = 200, ii) wenn A = 400 ist.

Aufgabe 28.6 Ein Bauer hat 121 Zentner Gerste und 49 Zentner Hafer. Er
stellt zwei Sorten Hiihnerfutter her:

I: 80% Gerste und 20% Hafer, IT: 30% Gerste und 70% Hafer.

Wieviel Zentner der Sorten I und II soll er produzieren, wenn er seinen Ge-
winn maximieren will und er
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I fiir 80,— DM pro Zentner, IT fiir 50,— DM pro Zentner verkaufen kann?

Aufgabe 28.7 Ein Betrieb stellt Kaugummi und Teddybérchen her. Pro
Packung betragt der Preis 0,80 DM bzw. 0,85 DM. Die Herstellungskosten
betragen 0,10 DM bzw. 0,08 DM. Zur Herstellung und Verpackung benttigen
Sie zwei Maschinen A, B. Die Bearbeitungszeiten betragen (in Sekunden)

A| B
7128
K|3|2

Pro Woche laufen die Maschinen 40 Stunden. Maximieren Sie den Gewinn
pro Woche!

Aufgabe 28.8 Ein Betrieb stellt vier Giiter Py, Py, P3, P, her. Der Gewinn
pro M E ist in GE

Gut P P P P

Gewinn 12 8 10 1

Fiir die Produktion stehen pro Tag 50 Maschinenstunden und 120 Arbeits-
kraftstunden zur Verfiigung. Fiir die einzelnen Produkte wird bendtigt:

Maschinenstunden Arbeitsstunden

P 1 3
P, 2 1
P 1 2
P, 1 1

a) Wie mufl der Betrieb produzieren, um den Gewinn zu maximieren?

)
b) Wie hoch ist der maximale Gewinn?
¢) Bestehen Uberkapazititen bei optimaler Produktion?
)

d) Um wieviel steigt der Gewinn, wenn durch Investitionen

i) 5 Maschinenstunden mehr zur Verfiigung stehen?

ii) 8 Arbeitsstunden mehr zur Verfiigung stehen?

Aufgabe 28.9 In einem ruhigen Stddtchen werden pro Tag die folgenden
Anzahlen von Polizisten benétigt: Auf einer Station eines Krankenhauses
werden pro Tag folgende Anzahlen von Krankenschwestern (Krankenpfle-
gern) benotigt:
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In einem Zoo werden die folgenden Anzahlen von Tierpflegern benétigt:
0 - 4 Uhr| 212800 3| 3|12
4 - 8 Uhr| 9| 8|500| 8[12] 2
8 - 12 Uhr |12 151|100 |11 |10
12 - 16 Uhr| 811|200 6| 6| 8
16 - 20 Uhr |12| 51]400 12|12 11
20 - 24 Uhr| 2| 3700 2| 3| 6

Jede Schicht dauert 8 Stunden.

w

a) Minimieren Sie die Gesamtzahl

b) In der Zeit von 22.00 Uhr - 6.00 Uhr sind 50 % Nachtzuschlag zu zahlen.

Minimieren Sie die Gesamtkosten.

Aufgabe 28.10 Ein o6ffentlicher Verkehrsbetrieb benotigt an Fahrern:

Zeit 1-5 59 9-13 13-17 17-21 21-1 Uhr
Anzahl | 15 30 26 32 30 19

Die Schicht eines Fahrers ist 8 Stunden (am Stiick). Schichtbeginn ist um 1,
5,9, 13, 17, 21 Uhr. Wieviel Fahrer mufl der Betrieb mindestens einstellen?
Stellen Sie fiir diese einen Schichtplan auf.

Aufgabe 28.11 Auf den GroBmérkten X,Y und Z kaufen Sie Kraftfutter
fiir [hre Legehennen ein. Bei X betragt die Mindestabnahmemenge 4000 M E,
bei Y 1000 M E und bei Z 600 M E. Zur Abnahme dieser Mengen haben Sie
sich vertraglich verpflichtet. In Thren eigenen Stéllen S;, S werden in S min-
destens 3000 und in S; mindestens 1500 M E fiir die optimale Versorgung der
Hiithner benétigt (Zusatzrationen lassen sich aber immer noch unterbringen).

Die Transportkosten pro M E in GE von den Grofimérkten zu den Stéllen
entnehmen Sie der folgenden Tabelle:

nach

von Sl SQ
1

X 1|4
1 1

Y 2| 2
1 3

Z i1

a) Minimieren sie die Transportkosten unter Beachtung der Nebenbedin-
gungen.
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b) Wieviel Futter wird bei minimalen Transportkosten tatséchlich in S
bzw. Sy angeliefert?

Aufgabe 28.12 Sie sollen einen Schichtplan erstellen. Schichtbeginn ist alle
4 Stunden, jede Schicht dauert 8 Stunden. Die nachfolgende Anzahl von
Mitarbeitern mufl anwesend sein:

8.00 - 12.00 10
12.00 - 16.00 15
16.00 - 20.00 8
20.00 - 24.00 10

0.00 - 4.00 3

4.00 - 8.00 1

a) Minimieren Sie die Gesamtzahl.

b) Da Sie bei den Lohnnebenkosten etwas sparen konnen, stellen Sie 5
Teilzeitmitarbeiter ein, die regelméflig eine halbe Schicht arbeiten und
um 8.00 Uhr, 12.00 Uhr oder 20.00 Uhr ihre Tétigkeit aufnehmen. Die
Gesamtkosten pro Stunden fiir diese Mitarbeiter liegen um 10% unter
den Kosten pro Stunde fiir Vollzeitkréfte.

Minimieren Sie die Kosten.
Wie viele Vollzeitarbeiter miissen Sie jetzt noch einstellen?
Vergleichen sie die Kosten mit dem Modell aus a).

Aufgabe 28.13 Vier Verbraucher V1,V2, V3, V4 sollen von zwei Lagern
L1, L2 mit jeweils 2 Giitern G1, G2 beliefert werden. Die Transportkosten in
DM betragen pro Einheit.
von L1 L2
nach | G1 | G2 | G1 | G2
V1 1200|170 | 60 | 40
V2 | 150 | 120 | 40 | 20
V3 60 | 30 | 150 | 130
V4 80 | 50 | 160 | 140

Beliefert werden sollen die Verbraucher mindestens wie folgt:

Gl | G2
V1] 20 | 10
V21 30 | 40
V31120 | 30
V4] 60 | 80
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Die Gesamttransportkapazitat der Lager fiir die einzelnen Giiter betragt:

| L1 | L2
G1[110 | 150
G2 | 80 | 100

Minimieren Sie die Transportkosten unter Beachtung der Nebenbedingungen.

Aufgabe 28.14 Sie stellen an zwei Betriebsstitten O., H. Rohstahl her.
Damit die Produktion rentabel ist, miissen in O. mindestens 1000 M E und
in H. mindestens 800 M E pro Tag hergestellt werden. Der Stahl wird auf 3
Lager GG, D und B verteilt. Fiir die Weiterverarbeitung werden aus G min-
destens 500 M E, aus D mindestens 300 M FE und aus B zumindest 650 M E
abgerufen.

Die Transportkosten betragen in DM/ME:

nach
von G| D | B
@) 2 108 1

H 2,110,707

Minimieren Sie die Kosten.

Aufgabe 28.15 Sie besitzen 3 Heilquellen A, B und C'. Das Wasser aus allen
Quellen wird unter demselben Markennamen verkauft und in vier Anlagen
W, X,Y und Z auf Flaschen abgefiillt.
Die Quellen schiitten folgende Mengeneinheiten Wasser pro Tag
A | B | C

1.000 | 5.000 | 3.000
Ihre Anlage verarbeiten folgende Mengen:

wl| X | Y Z

500 | 1.500 | 5.000 | 1.000
Die Transportkosten pro Mengeneinheit entnehmen Sie der Tabelle:

nach
von WI X 1|Y | Z
A 11234
B 4 | 4|82
C 112813

Minimieren Sie die Kosten.
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Aufgabe 28.16 Sie sollen einen Schichtplan erstellen. Schichtbeginn ist alle
4 Stunden, jede Schicht dauert 8 Stunden. Die erste Schicht beginnt um 22.00
Uhr. Die Mindestanzahl von Mitarbeitern, die die Kunden ihres Unterneh-
mens jeweils angemessen bedienen konnen, ist bekannt:

22.00 - 2.00 10 (1)
200 - 6.00 8 (2)
6.00 - 10.00 2 (3)
10.00 - 14.00 6 (4)
14.00 - 18.00 4 (5)
18.00 - 22.00 6 (6)

a) Minimieren sie die Gesamtzahl der Mitarbeiter.

b) Sie haben Schwierigkeiten, Mitarbeiter fiir Schichtbeginn (2), (3) und
(4) zu gewinnen und zahlen daher fiir:

Beginn um 2.00, 100 % Zuschlag
Beginn um 6.00, 75 % Zuschlag
Beginn um 10.00, 50 % Zuschlag.

Minimieren Sie Ihre Kosten.

Wieviele Mitarbeiter benotigen Sie im Kostenminimum?

Aufgabe 28.17 FEine Bank habe 100 Millionen DM zur Verfiigung. Dieses
Geld steht fiir Kredite an Kunden und fiir den Ankauf von Rentenpapieren
prinzipiell zur Verfiigung. Kredite erbringen hohere Zinsen, Rentenpapiere
sichern die Liquiditdt. Nehmen Sie an, dafi Kredite 10% Zins und Renten-
papiere 5% erbringen. Ein Minimum von 25% des insgesamt ausgebrachten
Geldes benutzen Sie zur Liquiditédtssicherung, aber mindestens 30 Millionen
DM miissen Sie fiir Thre bevorzugten Kunden an Krediten freigeben kénnen.

Maximieren Sie unter diesen Annahmen die Zinseinnahmen.

Aufgabe 28.18 Sie besitzen 3 Maschinen A;, Ay, A3 auf denen Sie Giiter
G1, G4, G3 herstellen konnen. Zur Produktion von je einer Einheit benotigt
man die folgenden Betriebsstunden auf den Maschinen:

auf
fir Al AQ Ag
G, 6 |9 |8
Go 8 | 2 | 4
Gs 4 1 6 1
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Die Maschinen stehen hochstens zur Verfiigung
Ay :600Std., As:550S5td., Az :400Std.
Die Werkstiicke werden zu folgenden Stiickpreisen abgesetzt:
G1:20,00DM, Gy:15,00DM, Gj5:10,00DM.
Maximieren Sie die Gesamteinnahmen.

Aufgabe 28.19 Eine Firma produziert Waren A und B. Zur Produktion
einer Einheit von A werden 2 Einheiten von B, 2 Einheiten eines Rohstoffes
C und 10 Arbeitsstunden benotigt. Zur Produktion einer Einheit von B
werden 3 Einheiten von C' und 5 Arbeitsstunden benétigt. Die Ware B kann
auch fiir DM 100, pro Einheit auf dem Markt eingekauft werden. Die Ware
C kann fiir DM 10,— pro Einheit eingekauft werden. In dem betrachteten
Zeitraum stehen maximal 1500 Arbeitsstunden zur Verfiigung. Die Erlose
betragen DM 90, fiir eine Einheit von B und DM 360, fiir eine Einheit von
A.

Aufgabe 28.20 Sie stellen ein Produkt A her. Zur Produktion von einer
Einheit von A wird eine Einheit eines Rohstoffes B benotigt. Folgende Kon-
ditionen sind gegeben:

1) Eine Einheit von A kann gegen zwei Einheiten von B getauscht werden
(Kompensationsgeschéft).

2) Die Einheiten von A kénnen zu 20,— DM pro Einheit verkauft werden.
3) Der Rohstoff B kann fiir 12, DM pro Einheit gekauft werden.

4) Sie konnen vorhandene Einheiten von B fiir 9,- DM pro Einheit auf
dem Markt absetzen.

5) Im betrachteten Zeitraum koénnen Sie hochstens 200 Einheiten A her-
stellen.

Ihr Problem ist, den Gewinn zu maximieren.
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Aufgabe 28.21 Sie besitzen 3 Maschinen Aq, Ay, A3, auf denen Sie die Gii-

ter X1, Xo, X3 und Xy herstellen konnen. Zur Herstellung jeweils einer Ein-

heit der Giiter benttigen Sie die nachstehend aufgefiihrten Betriebszeiten auf
den Maschinen (in Stunden):

auf

fiir Al AQ Ag

X, 6 | 9 |12

X 8 | 2 1

X3 4 19 |3

X, 2 | 2 1

Die Maschinen haben die folgenden maximalen Betriebsstunden:
A; =500;  As =600; Az = 550.

Sie erzielen pro Stiick die folgenden Einnahmen: (Sie kénnen beliebige Men-
gen zu konstanten Stiickpreisen absetzen!)

X, =15, —~DM; X, =12,-DM; X3=13,—DM; X, =3,50DM.

Maximieren Sie die Gesamteinnahmen.

Aufgabe 28.22 An den Produktionsstitten A und B gewinnen Sie einen
Rohstoff X, der zur weiteren Bearbeitung nach C, D und F verbracht wird.
Der Bedarf in

C ist 1000  Einheiten

D ist 2000 Einheiten

E ist 500 FEinheiten.

Aufgrund beschriankter Lagerkapazitiat kann C' héchstens 1200 Einheiten auf-
nehmen. In D ist keine Lagermoglichkeit gegeben und in E bestehen dies-
beziiglich keinerlei Probleme. Die Hochstfordermenge in A betréigt 1500 E,
in B 4000 E. Sie haben sich zu einer Gesamt-Mindestférderung von 4000 £
verpflichtet. Die Transportkosten pro Mengeneinheit in GE entnehmen Sie
der folgenden Tabelle:

nach

von C|D|FE
A 41112
B 31216

Minimieren Sie die Kosten, wenn die Lagerkosten in C' pro M E 2G'E und
in £ 1GFE betragen. Welche Mengen werden im Kostenminimum produziert,
welche Mengen in C' und E angeliefert?
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Aufgabe 28.23 FEin Betrieb stellt vier Giiter A, B,C und D her. Der Ge-
winn pro Mengeneinheit:

Gut |A|B|C|D

Gewinn (in DM) | 14 [ 12 | 8 | 4
Fiir die Produktion stehen pro Tag 100 Maschinenstunden und 340 Arbeits-
kraftstunden zur Verfiigung. Es werden benotigt:

Maschinenstunden | Arbeitsstunden
A 3 4
B 1 4
C 2 1
D 1/2 1/2

Wie muf§ der Betrieb produzieren, um seinen Gewinn zu maximieren? Wie
hoch ist der maximale Gewinn?

Aufgabe 28.24 Das nachfolgende Leitungssystem hat auf jedem Abschnitt
die angegebenen Kapazititen (in Mengeneinheiten)

nach
von B C| D| E| F G
A 1 0300 0190 0
B -1 70 0] 0| O] 10
C 0 - 0150 | 01100
D 0| 100 -1 70 | 50 0
E | 150 0 0| -1 O 0
F 0| 80 020 -1200

In B,C, D, E und F bestehen keine Moglichkeiten, Material zu lagern, her-
zustellen oder zu vernichten. Wieviel Material kénnen Sie hochstens bei A
einfiillen? Formulieren Sie die Frage als lineares Optimierungsproblem. Eine
Rechnung wird nicht erwartet.

Aufgabe 28.25 Sie stellen auf 4 Fertigungsanlagen die Giiter A, B und C
her. Zur Herstellung jeweils einer Einheit benétigen Sie die folgenden Zeiten
(in Stunden) auf den Fertigungsanlagen:

Al B|C
F 20 4 |13
F, 120 5 | 16
Iy | 2216 | 29
281




206 KAPITEL 28. LP: ANWENDUNGSAUFGABEN

Die Anlagen haben im Rechnungszeitraum hochstens folgende Betriebsstun-
den:

K | B | FB|FK

1040 | 1190 | 2080 | 320
Fiir eine Einheit erlosen Sie die folgenden Betrége (in DM):

A|B]|C

200 [ 10 | 5

a) Maximieren Sie den Erlos unter der Nebenbedingung, dafl die zuldssigen
Betriebsstunden der Fertigungsanlagen nicht iiberschritten werden.

b) Maximieren Sie den Erlos unter der Nebenbedingung, daf alle Ferti-
gungsanlagen vollstédndig ausgelastet werden.

Aufgabe 28.26 FEin Landwirt baut Weizen, Hafer und Raps auf maximal
45 ha an. Er darf insgesamt 100 M E “Naturdiinger” aufbringen. Die erfor-
derlichen Mittel zur Erbringung von jeweils einer Mengeneinheit der Frucht
und die jeweiligen Gewinne entnehme man der folgenden Tabelle:

‘Flache Diinger Gewinn

Weizen 2 3 135
Hafer 2 2 90
Raps 1 1 70

Maximieren Sie den Gewinn.

Aufgabe 28.27 Ein Klein Unternehmer hat drei Maschinen M, My, M3 auf
denen vier verschiedene Sorten Schrauben Si, S5, S3,S4 hergestellt werden
kénnen. Gewinn pro Stiick (in Pfennig):
S |8 S5 Si
2 4 1 1
notige Kapagzitat:
‘ S1 Sy S3 Sy Gesamtkapazitit

M, | 4 2 4 6 24
My| 0O 4 2 4 40
My| 4 2 8 0 32

Maximieren Sie den Gewinn.



Kapitel 29

LP mit Parametern

Aufgabe 29.1 Losen Sie die Maximierungsprobleme

e — max, unter den Nebenbedingungen Az < b,z >0

0 1 20 30 —40
o= ()= () =) o= ()
12
6 2 4 200 160
b)A:<2 2 12)’b1(160)’62(20())’0(2?1)



208 KAPITEL 29. LP MIT PARAMETERN

15
pa=(33 1 )= (B)nm (8o |
6
14
das(3182) () mm ()= B
15

Aufgabe 29.2 Losen Sie die folgenden linearen Maximierungsprobleme

¢’ — max, unter den Nebenbedingungen Az < b;z > 0

15 —15 10 —10 35
a) A= 12 3 28 2 ]; b=/ 18 |;
6 92 7 184
6 6
2 2
720 [0 27| 2
4 3
13 2 2 P
b) A= 426 |; b=|41|; c=| p |: pup€eR
-1 0 3 1 0,2po

Aufgabe 29.3 Zeigen sie, daf§ der Simplexalgorithmus fiir das Maximie-
rungsproblem

(5 2) -1 (3

nicht zum Erfolg fiithrt. Erklaren Sie dieses Verhalten.

Aufgabe 29.4 Es sei A = 1231 . Maximieren Sie
2 6 4 8
f: R4 — R
a1
T2

— 7.1'1 + 819 + 623 + 914
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unter der Nebenbedingung

r
Az < ( 1); x>0; ry,rp € Ry

T2
Bestimmen Sie auch fiir alle (r1,72) eine Maximalstelle.

Aufgabe 29.5 Losen Sie das Maximierungsproblem f(z1,zq,x3) = 1227 +
829 + 9r3 — max unter den Nebenbedingungen:

Ty + 21’2 + XT3 S 10 + 50t
3r1 + oy + 223 < 5 + 200t

fiir 0 <t < 1. Skizzieren Sie max(f) als Funktion von ¢.
Aufgabe 29.6 Losen Sie das Optimierungsproblem:
1 + 2r90 + x3 < 60
s > 0.

31’1 + To + 2&33 < 205

(4+8t)x1 + (9 — t)og + 923 — max fir 0 <t < 1.



