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Inhalt der Veranstaltung ist die Behandlung schulrelevanter Konzepte der Al-
gebra vom hoheren Standpunkt aus mit dem Ziel, ein kritisches Verstindnis
fiir Eigenschaften der ganzen, rationalen und reellen Zahlen zu vermitteln, die
von vielen Lehrern als selbstverstandlich und Gottgegeben angesehen werden.
Dariiber hinaus wollen wir soweit iiber den Schulstoff hinausgehen, dass ein
kleiner Eindruck fiir die Dinge entsteht, mit der sich moderne Mathematik
beschéftigt.

Wir setzen fiir diese Vorlesung die Inhalte des Grundkurses Mathematik vor-
aus. Insbesondere wird auf das Kapitel iiber algebraische Strukturen zuriick-
gegriffen. Horer sollten auch mit Aquivalenzrelationen und den daraus abge-
leiteten Aquivalenzklassen vertraut sein.
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Teil I
Monoide und Gruppen

1 Die Axiome

Wir rekapitulieren kurz die Axiomensysteme fiir Monoide und Gruppen und
direkte elementare Folgerungen aus diesen.

1.1 Definition: Ein Monoid ist eine Menge M mit einer Verkniipfung
Mx M — M, (zr,y)— xx*y,

so dass folgende Axiome erfiillt sind:

(A) Die Verkniipfung ist assoziativ: Fiir alle x,y, z € M gilt

(xxy)xz=xx%(yx*2)

(N) Die Verkniipfung besitzt ein neutrales Element: Es gibt ein Element
e € M, so dass fiir alle z € M gilt

exr=1xI*xe=umr.
Eine Gruppe ist ein Monoid, der folgendes weitere Axiom erfiillt:
(I) Jedes x € M besitzt ein inverses Element 7, so dass
T*T =€e=T*T.
Erfiillt ein Monoid oder eine Gruppe das Kommutativgesetz
(K) fiir alle z,y aus M gilt zxy =y *x

spricht man von einem (einer) abelschen oder kommutativen Monoid (Grup-
pe).

1.2 Erste Beispiele

(1) (No,+), (N,-), (Z,-) sind kommutative Monoide.



(2) (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q*,), (R*,-) sind kommutative Gruppen. Hier
ist Q* = Q\{0} und R* = R\{0}.

(3) Ist M eine beliebige Menge, dann ist die Menge Abb(M, M) aller Abbil-
dungen M — M unter der Komposition ein Monoid. Hat M mindestens
zwei Elemente, ist (Abb(M, M), o) nicht kommutativ.

(4) Ist P(M) die Potenzmenge der Menge M, d.h. die Menge aller Teilmen-
gen von M, dann sind (P(M),N) und (P(M),U) kommutative Monide,
und ((P(M),A) mit AAB = (A\B)U(B\A) eine kommutative Grup-
pe.

(5) S' = {(cosa,sina) € R} a € R} C R? ist der Einheitskreis. Dann ist
(S, %) mit (cosa,sina) * (cos 3,sin B) = (cos(a + 3),sin(a + 3)) eine
kommutative Gruppe.

Wir wollen uns jetzt mit den Axiomen befassen. Den Beweis der meisten
elementaren Resultate iiberlassen wir dem Leser. Viele davon findet man
auch im Grundkurs.

Das Assoziativgesetz (A) bedeutet, dass das “Produkt” von n Elementen
ap * Qg * ... % ay

unabhéngig von der Klammerung ist. Z.B. kann man ein Produkt aus vier
Elementen auf fiinf verschiedene Arten klammern, und aus Axiom (A) folgt,
dass alle fiinf Produkte gleich sind.

(ay x ag) * (ag * ag) = ay * [ag * (az * a4)] = ay * [(az * az) * ay)
= [a1 * (ag * az)] * ay = [(a1 * ag) * az] * ay

Bei jedem Gleichheitszeichen wurde (A) einmal angewandst.

Dieses Beispiel zeigt aber auch, dass hier etwas zu beweisen ist. Denn um
von (aj *ag) * (a3 * ag) nach a x [(ag * az) * as) zu gelangen, muB (A) zweimal
angewandt werden, und im allgemeinen Fall ist das noch erheblich kompli-
zierter.

1.3 Ubung Allgemeines Assoziativgesetz: Geniigt die Verkniipfung *
auf M dem Axiom (A), dann ist das “Produkt”

ap * Qg * ... % ay

unabhéngig von der Klammerung.

Aufgabe: Beweisen Sie 1.3.



Hinweis: Definieren Sie zuniichst induktiv das “Standardprodukt” [];_; a;
durch:

1 n+1 n
II ai:alund” ai:<|| ai>*an+1, n>1
i=1 i=1 i=1

(d.h. das Standardprodukt klammert von links). Zeigen Sie:

(1) (I, @) = (H;nzl an+j) =[I™"a; (Induktion nach m)

(2) Ist © = ay * ... * a, mit beliebiger Klammerung, dann ist = [[}_, a;
(Induktion nach n).

Da das Produkt unabhéingig von der Klammerung ist, werden wir in Zukunft
weitgehend auf Klammern verzichten.

Beim allgemeinen Kommutativgesetz mufl man entsprechend vorgehen. Wir
werden spéter darauf eingehen.

1.4 Definition: Sei (M, x*) ein Monoid mit neutralem Element e, und sei
x € M. Ein Element y € M heifit Linksinverses von x, wenn y * x = e, und
Rechtsinverses von x, wenn x xy = e

1.5 Bemerkung: Ein Element eines Monids kann mehrere verschiedene
Linksinverse oder Rechtsinverse haben.

1.6 Beispiel: Sei f € (Abb(Ny, Ny), o) definiert durch f(n) = 2n und gy :
Ny — Ny mit £ € Ny durch

ﬁ, falls n gerade ist
k,  falls n ungerade ist

Dann gilt g, o f = id. Also ist jedes g, linkinvers zu f.
Aber es gilt
1.7 Ubung: Sei (M, ) ein Monoid. Zeigen Sie:

(i) Das neutrale Element von M ist eindeutig bestimmt. D.h. sind e und
¢/ neutrale Elemente, dann ist ¢ = ¢’

(ii) Besitzt ein Element € M sowohl linkinverse als auch rechtsinverse

Elemente, dann sind diese alle gleich. Insbesondere besitzt x genau ein

inverses Element. Wir bezeichnen dieses mit z 1.



(iii) Ist (M,*) eine Gruppe, dann ist das inverse von = € M eindeutig
bestimmt, bezeichnet mit z~*.

Fiir den Nachweis, dass ein gegebenes Verkniipfungsgebilde eine Gruppe ist,
braucht man nicht die Axiome in voller Stidrke nachzuweisen.

1.8 Satz: Fiir eine Menge G mit assoziativer Verkniipfung * sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) G ist eine Gruppe.

(ii) G besitzt ein linksneutrales Element e;, d.h. fiir alle x € G gilt ej*xx = x;
und jedes x aus G besitzt ein linksinverses, d.h. ein Element 7, so dass
T*T = €.

(iii) G besitzt ein rechtsneutrales Element e, und jedes x € G besitzt ein
Rechtinverses.

(iv) Fiir alle a,b € G gibt es Elemente x und y in G, so dass

r+xa=bund axy=>.

Beweis: (1) = (2) und (1) = (3) ist klar.
(1) = (4): Nehme x =b*a ' und y = a~ ! x b.
(2) = (1): Sei T ein Linksinverses von z und T ein Linksinverses von Z. Dann
gilt
T*T = e*xx+T=(T+T)*xx*T=T*(T*x)*T=Tx* (e*xT)
= T*T=¢

Also ist T auch rechtsinvers. Weiter gilt
rxe=x%(Txx)=(x*T)xT =€ T =2

Der Beweis (3) = (1) ist analog.

(4) = (2): Nach Voraussetzung gibt es zu a € G ein Element e,, so dass

eq ¥ a = a. Wir zeigen, dass e, linksneutral ist: Sei also b € G beliebig. Dann
gibt es ein y € G, so dass a x y = b. Es folgt

caxb=e,xaxy=axy=>o.

Also ist e, linkneutral.

Weiter gibt es nach Voraussetzung zu jedem b € GG ein x, so dass z x b = e,.
Also ist x linksinvers zu b. [



1.9 Beispiel: Sei M = {e,a} mit folgender Verkniipfung

exe=e , axe=e
exa=a , axa=a

Man priift leicht nach, dass * assoziativ ist. AuBerdem ist e linksneutral und
a*xe =¢e,exe = e, d.h. e ist rechtsinvers zu a und e. Aber M ist keine
Gruppe, denn e ist nicht rechtsneutral.

Zum Schluss dieses einfithrenden Paragraphen gehen wir auf eine Struktur
ein, die zwischen Monoid- und Gruppenstruktur liegt.

1.10 Definition: Ein Monoid (M, ) erfiillt die Kirzungsbedingung, wenn
aus jeder Gleichung x * a = x % b und jeder Gleichung a *y = b*y folgt, dass
a=nb.

1.11 Satz: Ein endlicher Monoid M, der die Kiirzungsbedingung erfiillt, ist
eine Gruppe.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass jedes a € M ein Linksinverses hat. Die
Abbildung
f:M—-M, x—2zxxa

ist injektiv. Denn ist f(z) = f(y), also  * a = y % a, dann folgt aus der
Kiirzungsbedingung x = y

Da M endlich ist, ist f auch surjektiv. Folglich gibt es ein x € M, so dass
f(x) =e, also xxa=ce. O



2 Unterstrukturen

Betrachtet man Mengen mit zusétzlicher Struktur, stellt sich die Frage, auf
welche Teilmengen sich die Struktur vererben l&sst.

2.1 Definition: (1) Sei (M, x,e) ein Monoid. Eine Teilmenge A C M
heit Untermonid, wenn * eine Monoidstruktur auf A definiert mit
e als neutralem Element. D.h.

(i) fir alle a,b e A gilt axb e A,
(i) e € A.

(2) Sei (G,x*,e) eine Gruppe. Eine Teilmenge A C M heiBt Untergruppe,
wir schreiben H < G, wenn * eine Gruppenstruktur auf H definiert
mit e als neutralem Element und denselben Inversen. D.h.

(i) fir alle a,b e H gilt axb e H,
(ii) e€ H,
(iii) mit @ € H ist auch a™' € H.

(3) Untergruppen von M und Untermonoide von G sind analog definiert.

2.2 Ubung: Sei (G, *,¢e) eine Gruppe. Zeigen Sie: H C G ist genau dann
Untergruppe von G, wenn

(i) H#0,
(i) a,be H=ax*xb"' € H.

2.3 Beispiele: (1) Ist (M, *,e) ein Monoid, dann sind M und {e} Unter-
monoide, genannt die trivialen Untermonoide.

(2) Auf dem Einheitsintervall [0,1] definieren wir eine Monoidstruktur
durch z * y = max(z,y). Die Teilmenge {1} erfiillt dann die Bedin-
gung (i) fiir einen Untermonoid, aber nicht die Bedingung (ii).

(3) {e} und G sind die trivialen Untergruppen einer Gruppe (G, *, €).
(4) (Z,+) ist Untergruppe von (Q,+) und (R, +).

2.4 Satz: Ist (G, *) eine Gruppe und H C G ein endlicher Untermonoid von
G, dann ist H eine Untergruppe von G.



Beweis: In einer Gruppe gilt die Kiirzungsregel. Daher ist H ein Monoid,
der die Kiirzungsregel erfiillt. Nach 1.11 ist H eine Gruppe. U

2.5 Satz: Ist (M, *,e) ein Monoid, dann ist die Teilmenge M* der invertier-
baren Elemente von M eine Untergruppe von (M, x).

Beweis: Wir miissen die Bedingungen fiir eine Untergruppe nachweisen:

(i) sind a und b invertierbar, dann ist auch a * b invertierbar. Das Inverse
ist b~! % a~! (Achten Sie auf die Reihenfolge!).

(i) e ist invertierbar, da e™! = e.

(iii) Ist a invertierbar, dann auch ¢!, denn (a=*)~! = a.

2.6 Beispiele: (1) (No,+)* = {0}, (Z,-)* = {£1}.
(2) Fiir eine beliebige Menge M gilt

(Abb(M, M),0)* = ¥y = Gruppe der Permutationen von M.

Wir wollen jetzt ein elementares Verfahren zum Auffinden von Untergrup-
pen und Untermonoiden vorstellen. Dazu benotigen wir den folgenden Satz,
dessen einfachen Beweis wir dem Leser iiberlassen.

2.7 Satz: Sei {U;,j € J} eine Familie von Untermonoiden (Untergruppen)
eines Monoids (M -) (bzw. einer Gruppe (G, -)). Dann ist

o

jed
ebenfalls eine Untermonoid (bzw. eine Untergruppe). O

2.8 Definition: Sei GG eine Gruppe und A C G eine beliebige Teilmenge.
Die von A erzeugte Untergruppe ist die kleinste Untergruppe von G, die A
enthélt: Wir bezeichnen sie mit (A). Dann ist (A) charakterisiert durch

(1) Ac(4)
(2) Ist U < G Untergruppe, so dass A C U, dann gilt (A) < U.
Gilt G = (A), heiit A Erzeugendensystem von G.

2.9 Satz: Sei A C G Teilmenge einer Gruppe G. Dann gilt
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(1) (A) existiert. Genauer gilt

(A) = m{U; U ist Untergruppe von G, und A C U}

(2) Falls A=0, gilt (A) = {e}
Falls A £ (), gilt

(A ={xy-...-2,€G; neN, z;€ Aoder ;' € A fiir jedes i}

Beweis: Der Durchschnitt D = ({U < G; A C U} ist nicht leer, weil G
selbst die Bedingung an U erfiillt. Da A C U fiir alle betrachteten U, ist
A C D. Nach 2.7 ist D Untergruppe von G, und weil (A) eine Untergruppe
von G ist, die A enthélt, folgt D C (A). Aus 2.8.2 folgt aber D C (A), so
dass (A) = D.

Teil (2) ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O

Besonders einfach ist der Fall A = {z}. Wir schreiben kiirzer (z) fur ({x}).
Nach 2.8.2 gilt
() ={a" € G; re€Z}

Solche Untergruppen nennt man zyklische Untergruppen.

2.10 Definition: Eine Gruppe (G, -) heifit zyklisch, wenn es ein x € G gibt,
so dass G = (x). Wir nennen z einen Erzeuger von G.

2.11 Beispiel: (Z,+) ist eine unendliche zyklische Gruppe. Es gilt

Sowohl 1 als auch -1 erzeugen Z. Man beachte hier, dass die k-te “Potenz”
das k-fache ist, weil die Verkniipfung additiv geschrieben wird.

2.12 Definition: Ist (G,-) eine Gruppe, dann nennt man die Anzahl |G|
ihrer Elemente die Ordnung von G. Fiir € G nennt man die Ordnung der
Untergruppe (x) auch Ordnung von x, bezeichnet mit ord(x).

2.13 Aufgabe: Sei (G,-) eine Gruppe und seien x,y € G und n € N.

Zeigen Sie:

(1) ord(z) ist die kleinste Zahl k € N, so dass 2 = e. Gibt es kein solches
k, ist ord(x) = 0.

(2) 2" = e <= ord(z) teilt n

11



(3) ord(z™') = ord(z) = ord(y~' -z - y)
(4) ord(x -y) = ord(y - )
(5) ord(z™) = ord(z)/d, wobei d = ggT(n,ord(z))

Zum Abschluss bestimmen wir alle Untergruppen von (Z, +) (s. auch Grund-
kurs).

2.14 Satz: Fiir jedes k € Ny ist k-Z = {k-n;n € Z} eine Untergruppe von
(Z,+) und jede Untergruppe U von (Z ist von dieser Form.

Beweis: Nach 2.9.2 ist k- Z = (k). Also ist k - Z Untergruppe von Z.

Sei nun U < Z eine Untergruppe. Ist U # {0}, enthélt U positive Elemente,
denn mit x ist auch —z in U. Sei k£ > 0 das kleinste positive Element in U.
Dann gilt k- Z = (k) C U. Sei nun umgekehrt € U. Wir teilen mit Rest.

r=q-k+r mit0<r<k.

Da x und k in U sind, ist auch * — ¢ -k = r € U. Da aber k das kleinste
Element > 0 in U ist und r < k, folgt r = 0. Alsox =q-k=k-q € k- Z.
Folglich ist U =k - Z. U
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3 Homomorphismen

Will man Mengen mit Struktur miteinander vergleichen und eine Theorie
dariiber entwickeln, betrachtet man strukturerhaltende Abbildungen zwi-
schen ihnen.

3.1 Definition: Eine Abbildung f : (M,-) — (N,*) von Monoiden heift
Homomorphismus, wenn

(1) flx-y)=f(x)* fly) Yr,ye M

(2) f(em) = en, wobei eyr € M und ey € N die neutralen Elemente sind.

Eine Abbildung f : (G,:) — (H,x*) von Gruppen heiit Homomorphismus,
wenn

(1) flz-y) = f2)* fly) YVo,yel

(2) fleq) =enm

(3) fa™) = (f(2))™! Vz el
Bei Gruppen geniigt es, nur die Bedingung (1) zu kontrollieren:
3.2 Fiir eine Abbildung f : (G,-) — (H, *) von Gruppen gilt:

f ist Homomorphismus <= f(z-y) = f(z)* f(y) Vr,y € G

Beweis:: “=" ist klar. Fiir “<” sind Bedingungen (2) und (3) zu zeigen:
(2) flea) = flec - eq) = flec) * f(eq).

Multiplizieren wir mit f(eg)™!, erhalten wir ey = ey * f(eg) = f(eq).

(3) ey = fleg) = flx-271) = f(x)* f(z~1). Multiplizieren wir von links mit
(f(z))7Y, erhalten wir (f(z))™t = f(z™1). O

Wie bei Abbildungen zwischen Mengen, spielen injektive, surjektive und bi-
jektive Abildungen eine besondere Rolle. Sie haben in unserem Fall spezielle
Namen.

3.3 Definition: Ein Homomorphismus f : G — H von Monoiden oder
Gruppen heif3t

(1) Monomorphismus, wenn f injektiv ist,

(2) Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,

13



(3) Isomorphismus, wenn f bijektiv ist, wir schreiben G = H.

Ein Homomorphismus f : G — G heifit Endomorphismus, ist f aulerdem
bijektiv, heifit f Automorphismus.

3.4 Ubung: Zeigen Sie

(1) Ist f: G — H ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbildung
f~': H — @ ein Isomorphismus.

(2) Die Identitét und die Komposition zweier Homomorphismen sind Ho-
momorphismen.

3.5 Beispiele:
(1) Sei (G, ) eine beliebige Gruppe und z € G fest gewihlt. Dann ist
f:(Z+)—(G,-), ks

ein Gruppenhomomorphismus. Dabei definieren wir

2 =z 2 k Faktoren, falls k£ > 0
= eq ,falls k=0
(= 1)k falls k<0

(2) Ist G zyklische Gruppe, so dass G = (x), dann ist f aus (1) ein Epi-
morphismus.

(3) Die Abbildungen

(R, +) — (R%, ), T 27
(R%,-) — (R, +), x +— log,

sind zueinander inverse Isomorphismen. Dabei setzen wir

Ry ={zeRz>0} ; R.={xreR;x<0}
R* = {z € R;z # 0}
RY ={z € R;z > 0}

Aus 3.4 folgt

3.6 Ist G ein Monoid oder eine Gruppe, dann ist die Menge End(G) der
Endomorphismen von G ein Monoid unter der Komposition, und fiir die
Menge der invertierbaren Elemente in End(G) gilt

End(G)" = Aut(G) := {f : G — G; fistAutomorphismus}.

14



3.7 Beispiel: End(Z,+)
Aut(Z, +)

(Z,-) als Monoid
({£1},) als Gruppen

111

Beweis:: Definiere
g End(Z) = 2,  o(f)=f(1)
(1) Da f eine Homomorphismus ist, gilt
fn)=fA+...+1)=n-f(1) firn>0 (%)
weiterhin

f(=n) =—f(n) = (—n)- f(1) und f(0) =0=0- f(1).
Also ist f eindeutig durch f(1) festgelegt. Folglich ist ¢ injektiv.

(2)  ist ein Homomorphismus von Monoiden, denn

plgo )= (g0 (1) = g(f(1) 2 r(1)-g(1)

=g(1)- f(1) = »(g) - »(9)
p(idz) = idz(1) =1

(3) ¢ ist surjektiv: Fiir k € Z definieren wir
fe:2—%7, n—n-k

Man sieht sofort, dass f; ein Homomorphismus ist und ¢(fx) = fx(1) =
k. Damit ist der erste Teil gezeigt. Der zweite Teil folgt, weil es sich
um die Untergruppen der invertierbaren Elemente handelt.

O

Das letzte Beispiel wirft die Frage aus: Was passiert im allgemeinen Fall mit
den invertierbaren Elementen eines Monoids?

3.8 Satz: Ist f: M — N ein Monoidhomomorphismus, dann definiert die
Einschrankung von f auf M* einen Homomorphismus von Gruppen f* :
M* — N*.

Beweis:: Wir miissen nur zeigen: Ist x € M*, dann ist f(z) € N*. Es gilt
en = flen) = flz-a7h) = f(z) fla™)

= fla™ta)=f@™h) - f(=)
Also ist f(z7!) invers zu f(x), d.h. f(z) € N*. O
Auch die folgenden Begriffe sind zum Teil aus dem Grundkurs Mathematik
bekannt.
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3.9 Definition: Sei f : G — H ein Homomorphismus von Monoiden oder
Gruppen. Ist A C G und B C H, so nennen wir

f(A) :={y € H; Ja € Amit f(a) =y} ={f(a); a € A}
das Bild von A unter f und
Bildf := f(G)
das Bild von f. Wir nennen
[ (B) ={z € G; f(z) € B}
das Urbild von B unter f und
Kernf := f~'(ey) = {z € G: f(2) = e}
den Kern von f.

3.10 Satz: (1) Ist f : G — H ein Monoidhomomorphismus und sind
A C G und B C H Untermonoide, so sind auch f(A) und f~'(B)
Untermonoide.

(2) Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus und sind A C G und
B C H Untergruppen, dann sind auch f(A) ¢ H und f~YB) C G
Untergruppen. Insbesonderre ist Kern f eine Untergruppe von G.

(3) Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H ist genau dann injektiv,
wenn Kern f = {eq}. O

Beweis:

(1) Sei A C G ein Untermonoid. Dann ist e € A, also ey = f(eq) € f(A).
Seien weiter z,y € f(A). Dann gibt es a,b € A mit f(a) = = und
f(b)=y.Daa-be A, folgt v-y = f(a)- f(b) = f(a-b) € f(A). Nach
2.1 ist damit f(A) ein Untermonoid von H.

Sei nun B C H ein Untermonoid von H. Da f(eg) = ey € B, ist
ec € f71(B). Sind weiter a,b € f~'(B), d.h. f(a) € B und f(b) € B,
dann gilt

f(a-b) = f(a)- f(b) € B, alsoa-be f(B).

16



(2) Aus (1) wissen wir, dass f(A) Untermonoid von H und f~!(B) Unter-
monoid von G ist. Wir miissen noch die Existenz von Inversen nach-
weisen. Sei x € f(A). Dann gibt es ein @ € A mit f(a) = = Da A
eine Untergruppe ist, ist a™! € A. Es folgt f(a™') = f(a)™' = 271
Also ist 7! € f(A). Sei nun a € f~Y(B), also f(a) € B. Es gilt
f(a™') = f(a)™'. Da B eine Untergruppe ist, ist f(a)™' € B, also
ate f74(B).

(3) fleq) = en. Ist f injektiv, wird ey von hochstens einem Element ge-
troffen, d.h. Kern f besteht nur aus eg.

Umgekehrt gelte Kern f = {eg} und f(a) = f(b). Wir miissen zeigen,
dass a = b Nun gilt, da f(a) = f(b),

fla-b™) = fa)- f(b7) = f(a) - f(0) " = en.

Also folgt a - b~! € Kern f und damit a- b~ = ey. Es folgt a = b.
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4 Faktorgruppen

Faktorgruppen wurden bereits im Grundkurs behandelt. Sei U < G eine
Untergruppe. Wir fithren auf GG eine Aquivalenzrelation ein:

1

r~y <= z  -yel.

Es gilt:

(1) z~z,denn -2 =c€U.

(2) x ~y=y~x, dennist 7'y € U, dann auch (z7'-y) ' =yt 2

1

(3) x~y AN y~z=x~ 2z dennsind x7! -y und y~' - 2z aus U, dann ist

auch (z71-y) - (y7'-2)=a2"1 zaus U.
Wir erinnern an die Definition der Aquivalenzklassen Z von x:
T={yeGx~y} CGqG.

4.1 Behauptung: 7 =2 -U = {z-u;u € U}, die Linksnebenklasse von x
bzgl. U, wir sagen auch modulo U.

Beweis: x-U C 7, denn ist u € U, so folgt x ~ x-u, da 27 (z-u) =u e U.
Ist umgekehrt z ~ gy, also v~ -y =u e U, folgt y =2z -u € x-U. U

Eine Aquivalenzrelation zerlegt eine Menge in disjunkte Aquivalenzklassen.
Also ist G die disjunkte Vereinigung von Linksnebenklassen. Ist G endlich,
haben wir also eine endliche Zerlegung

G=x1-UUxy-UU...Ux, -U

4.2 Definition und Satz: Sei G eine Gruppe und x € G. Die Linkstrans-
lation 1, : G — G mit z ist definiert durch l,(a) =2z -a. Es gilt [, ol, = 1,.,
und [, = id. Insbesondere ist [, bijektiv mit [,-:1 als Umkehrabbildung.

Beweis: (I, o l))(a) = l,(ly(a)) = z(y-a) = (x-y)-a = ly(a) und
le(a) =e-a=id(a) O

4.3 Folgerung: Bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente einer Menge A,
dann gilt |z; - U| = |U| und damit |G| =n - |U]|. O

Wir erhalten

4.4 Satz (Joseph de Lagrange, 1736-1813): Ist G eine endliche Gruppe und
U < G Untergruppe von G, dann ist |U| ein Teiler von |G].
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4.5 Bemerkung: Statt Linksnebenklassen z - U kann man auch Rechtsne-
benklassen U - x betrachten. Sie sind die Aquivalenzklassen der Relation

Ty = x-y Lel.

Da auch die Rechtstranslation r, : G — G, a +— a - x mit x bijektiv ist,
erhalten wir dasselbe Ergebnis. Insbesondere ist |G|/|U| sowohl die Anzahl
der Links- als auch der Rechtsnebenklassen von U.

4.6 Definition: Die Anzahl % der Link- bzw. Rechtsnebenklassen von U

heiBt Index von U in G und wird oft mit |G : U] bezeichnet. Die Menge der
Linksnebenklassen bezeichnen wir mit G//U.

4.7 Anwendungen:

(1) Ist |G| prim, dann ist G zyklisch. Genauer gilt dann G = (x), wobei
x # e aus G beliebig gewihlt werden kann.

(2) Sei G endliche Gruppe und z € G, dann gilt 2/ = e.

Bewelis:

(1) Sei  # e € G und U = (x). Dann gilt |U]| teilt |G|. Da |U| > 1, folgt
|U| = |G|, weil |G| prim ist. Also folgt G = U = (x).

(2) Sei k = ord(z). Dann ist (x) nach 2.12 eine Untergruppe von G der
Ordnung k. Also ist k& Teiler von |G|, d.h. |G| =1-k mit [ € N\{0}. Es
folgt !¢l = 2%l = (2F)! = ¢! = e.

O

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die Multiplikation
auf G eine Multiplikation auf der Menge G /U der Linksnebenklassen defi-
niert.

Wir untersuchen zunéchst ein Beispiel.

4.8 Beispiel: Y3 ist die Gruppe der Permutationen, d.h. der bijektiven Ab-
bildungen von {1,2,3}. Aus dem Grundkurs wissen wir, dass |X3] = 3! = 6.
Die Elemente sind gegeben durch

(v 23y . (123 (123 (123
9= \2 3 1) T\3 1 2)77\132)7°T7 a1 3)

oloT = :1)) g i’) und id, wobei die obere Zeile auf die untere Zeile abge-
bildet wird. Dann ist (7) = {id,7} = U eine Untergruppe von 3. Nach 4.5

gibt es 3 Links- und 3 Rechtsnebenklassen “modulo U”.
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Linksnebenklassen: ido U = U = {id, 7} = {7}, 7} = 70U

ocolU = {o,007}={0o7*c0o7}=(0c0T1)0U

020U = {o* 0?07} ={0%07%0%07}=(0%0T7)0U

Rechtsnebenklassen: ido U =U = {id, 7} = {r%,7} =Uor

2 2

Uooc = {o,7o0}={r0c%01,06%°07} =Uo(0%07)
Uoo? = {0?,700?}={r0007,007}=Uo0(00T)

Da 7 o0 # o o7, sehen wir, dass 0 o U # U o o, d.h. die Linksnebenklasse

von o ist verschieden von der Rechtsnebenklasse.

Wenn nun die Verkniipfung auf 33 eine Verbindung auf ¥3/U definiert, muss
fiir Linksnebenklassen Z und 7 gelte

T-Y=Toy (%)

Insbesondere miisste gelten
G-02=03=id="U.
Da aber @ =g o7, folgt dann

U=G-02=G071-0%=

coTtoc2=0%207=(c?0T)0U,

aber U # (0%207)oU. Also ist (%) nicht “wohldefiniert’, definiert daher keine
Verkniipfung auf ¥3/U.

Sei G nun eine beliebige Gruppe, U < G eine Untergruppe. Gegeben Neben-
klassen 7,7, € G/U. Wir miissen untersuchen, unter welchen Bedingungen

4.9
o

lagd

T-y=11y
wohldefiniert ist. Andere Repréasentanten aus T sind von der Form z - u; mit
u; € U und entsprechend fiir y. Es muss also fiir uy, uy € U gelten

Toy~Tou YUy, dho (xey) Hooucy-ug) €U

Es muss also ein ug € U geben, so dass

y_l.x_l.x.ul.y.U2:u3

1

bzw. y~'-uy -y = us-uy " € U. Also ist 4.9 genau dann wohldefiniert, wenn

y1-U-ycCU.
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4.10 Definition: Eine Untergruppe U < G heifit Normalteiler, wenn fiir
alle y € G gilt y=! - U -y C U, wir schreiben U < G.

1 so dass

Da die Bedingung fiir alle y € G gelten muss, gilt sie auch fiir y~
y Uy =) U-y'Cl
Esfolgt: U=y ' - U-yundy-U =U -y.

4.11 Eine Untergruppe U < G ist genau dann Normalteiler, wenn fiir alle
y € Ggilt y-U =U -y, d.h. Links- und Rechtsnebenklassen sind gleich.

Wir fassen zusammen

4.12 Satz: Ist U <1 G ein Normalteiler, dann definiert
T g=T7
eine Verkniipfung auf den Nebenklassen T € G/U.

(G/U,-) ist eine Gruppe mit  als neutrales Element und 2~ als Inversen
von Z. Die Projektion
p:G—G/U, z+—T

ist ein Epimorphismus mit Kern U.

Beweis: Wir miissen noch den zweiten Teil zeigen:

Assoziativitit: T-(y-z) = T-y-z=a2(y-2)=(r-y) - 2=7T-y-Z

Offensichtlich ist p surjektiv. p ist Homomorphismus:
pla-y)=2y=7-7=p(x) py)
reKemp < e=p(r) =7 <= e~ax < et x=0el. O

4.13 Bemerkung: Sind A, B Teilmengen eines Monoids, dann definieren
wir

A-B={a-b;ac Abe B} und A" = {a™!; a € A}.

Mit diesen Bezeichnungen ist T = x - U und §y = y - U. Ist U Normalteiler,
dann gilt y - U = U - y, und die Verkniipfung 4.9 gilt sogar fiir Teilmengen
von G. Genauer

(z-U)-(y-U)=2-U-y-U=x-y-U-U=(x-y)- U

Hier ist natiirlich zu zeigen, dass U - U = U.
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4.14 Aufgabe: (1) Fiir eine Untergruppe U < G gilt U - U = U und
Ul=U

(2) Eine Teilmenge A C G ist genau dann Untergruppe, wenn A # () und
A-A71C A

4.15 Bezeichnung: Ist U <1 G, dann heifit G /U mit der Multiplikation aus
4.12 Faktorgruppe von G modulo U.

4.16 Beispiele von Normalteilern
(1) {e} und G sind Normalteiler von G, die trivialen Normalteiler.

(2) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist Normalteiler.

(3) Das Zentrum Z(G) ={g € G; g-x =z - g Vo € G} ist Normalteiler
von G.

(4) Ist f : G — H ein Homomorphismus und U < H, dann ist f~'(U) < G.
Insbesondere ist Kern f <1 G.

(5) Ist f: G — H ein Epimorphismus und U < G, dann ist f(U) < H.
(6) Jede Untergruppe von Index 2 ist Normalteiler.

Die Beweise sind dem Leser iiberlassen.

Als erste Anwendung beschreiben wir die aus dem Grundkurs bekannten
Restklassengruppen Z/n als Faktorgruppen von (Z, +) und zeigen, dass jede
zyklische Gruppe zu einer dieser Faktorgruppen isomorph ist. Dazu benttigen
wir noch den

4.17 Isomorphiesatz: Sei f : G — H ein Homomorphismus. Dann bildet
f die ganze Nebenklasse T = - Kern f auf f(z) ab und definiert daher einen
Homomorphismus

f:G/Kemn f — H f(T)= f(r-Kern f)= f(z)
f ist ein Monomorphismus und f o p = f. Es folgt
f:G/Kern f = Bildf

Beweis:: Fiir u € Kern f gilt f(z-u) = f(x) - f(u) = f(z) - ex = f(x), also
f(z-Kern f) = {f(2)}. Daher ist die Zuordnung f(Z) = f(z) wohldefiniert.

f ist ein Homomorphismus, denn
f@ 9 =17 =[flay =[x fly=[7)- 7
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f(@) =ey < flr)=ey <= r€Kemnf < T=¢=Kern f
Also ist Kern f = {€}, d.h. f ist injektiv. O
Da (Z,+) abelsch ist, ist jede Untergruppe n - Z, n € Ny ein Normalteiler.
und y aus Z liegen in derselben Nebenklasse modulo n-Z, wenn —x+vy € nZ,
d.h. wenn y — z Vielfaches von n ist. Das gilt genau dann, wenn x und y bei

der Division mit n denselben Rest haben. Also sind die Nebenklassen genau
die Restklassen und die Verkniipfungsregel

T+y=x+y
ist ebenfalls gleich. Also
4.18 Z/n=17Z/(n-7Z)
Z/m ist zyklisch von der Ordnung m, erzeugt von 1.

4.19 Satz: Jede zyklische Gruppe G ist isomorph zu einer Gruppe Z/m
(beachte Z/0 = 7Z). Insbesondere sind zyklische Gruppen derselben Ordnung
zueinander isomorph.

Beweis:: Sei G = (x). Die Abbildung
f(Z>+)_)(G>)> k:’_)xk

ist ein Epimorphismus. Der Kern von f ist eine Untergruppe von Z, also von
der Form mZ#Z. Nach dem Isomorphiesatz ist

fiZ/m=G
0J

4.20 Bemerkung: Sind x und y in derselben Restklasse modulo m, d.h.
T =7y in Z/m, schreibt man oft x =y mod m (z kongruent y modulo m).
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5 Produkte

Um eine Gruppe besser verstehen zu konnen, versucht man oft, sie in kleinere
Bausteine zu zerlegen.

5.1 Satz und Definition: Sind G und H Monoide oder Gruppen, dann
ist das Produkt G x H mit der Verkniipfung

(g1, h1) - (g2, h2) := (91 - g2, b1 - h2)

wieder ein Monoid bzw. eine Gruppe. Der Nachweis der Gruppenaxiome (Mo-
noidaxiome) ist trivial.

5.2 Bemerkung: Wir konnen G und H im Falle von Gruppen als Normal-
teiler von G x H auffassen. Die Einbettungen sind gegeben durch

GCGXH> gH(gaeH)
HCGxH, h— (eg,h)

Da (g1, 1) (g,en) - (g1, 7)™ = (g1, 7) - (g, em) - (97 ") = (91997 I -
en-hi') = (g1-9-97 ", en) € G, ist G tatsichlich Normalteiler. Analog verhélt
es sich fiir H.

Die beiden Projektionen
G GxH®ZH
sind Epimorphismen. Beachte: Kernp; = H, Kern ps = G und

Py (GXx H)/G=H, 7 (GxH)/H=G

Wir wollen nun ein Kriterium dafiir angeben, wann eine Gruppe G das Pro-
dukt zweier anderer Gruppen ist.

5.3 Definition: Eine Gruppe G heifit inneres Produkt zweier Untergruppen
U und V', wenn die Abbildung

f:UxV -G (u,v)—u-v
ein Isomorphismus ist.
5.4 Beispiel: Z/6 ist inneres Produkt von U = (3) = {0,3} und V = (2) =
{0,2,4}
f:UxV —=2/6, (u,v)—u+v
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ist ein Homomorphismus:

f(ur,v1) + (ug,v2)) = flus +ug,v1+v2) = up+us+ vy + v2
= wtvtus+vs = flu,vr)+ flug+ v2)

f ist surjektiv, denn fiir k € Z/6 gilt
f(k-3,k-4)=k-34+k-4=k-3+4=k-1=k

Da|UxV|=2-3=6=]Z/6], ist f bijektiv.
Da U = Z/2 und V = 7Z/3, erhalten wir als Folgerung

Z)6 = 7)2 x 7,/3.

5.5 Satz: U und V seien Untergruppen einer Gruppe . Dann sind dquiva-
lent

(1) G ist inneres Produkt von U und V
2)U<G, VadG, G=U-V, UnV ={e}
(3) (a) VeeGIueUund v € V mit x =u-v
(b) u-v=v-uVuelU,YveV
Wir zeigen zunéchst
5.6 Lemma: Mit den Bezeichnungen aus 5.3 und 5.5 gilt
(1) uwv=v-uVuelU YveV < f:UxV — G ist Homomorphismus
2) U< G, VaG UNV ={e} = f:UxV — G ist Monomorphismus

Beweis::
(1) Da
f((ul>'U1) : (U2,U2)) = f(ul s U2, Uy - U2) = Uy Uz V1 V2
und
flur,vr) - fug,va) = uy - vy - uy - vy,

ist f genau dann ein Homomorphismus, wenn
U1+ Uy -V Vg = UL * V1 Uy - Vo ‘v’ul,uzeU, ‘v’vl,vgeV

Gleichheit gilt sicherlich, wenn wuy - v1 = vy - ug. Ist umgekehrt f ein
Homomorphismus, erhalten wir us - v1 = v - ug, indem wir u; = v, =€
setzen.
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(2) Seiu € Uundv € V.DaU und V Normalteiler sind, folgt v™'-u-v € U
und v ' vt u eV, davt €V ist. Es folgt

vt o b yvew ' U=Uundut v u-veV-o=V

Alsoist u™' -v™' - u-v e UNV = {e}. Es folgt u-v =v-u. Nach (1)
ist somit f ein Homomorphismus.

Ist nun f(u,v) =u-v=ce,sofolgtu=0v"'eUNV ={e}, alsou=ce
und v = e. Es folgt Kern f = {(e, e)}, also ist f injektiv.

O

Beweis: 5.5: (1) = (2) Wir erinnern daran, dass wir U und V' als Unter-
gruppen von U x V auffassen konnen, namlich als die Untergruppen U x {e}

und {e} x V. Es gilt
f(Ux{e})=U-e=U und f({e}xV)=e- V=W

Da f ein Isomorphismus ist und U x {e} und {e} x V' Normalteiler von U x V'
sind, sind U = f(U x {e}) und V' = f({e} x V) Normalteiler in G. Weiter
gilt

U-V=fUxV)=G, weil f surjektiv ist

Unv = fUx{ep)nf({e} xV) = f((Ux{e})N({e} xV))
= f({(e;e)}) ={(e,e)}, weil f injektiv ist

(2) = (1) Nach 5.6.2 ist f : U x V — G aus 5.3 ein Monomorphismus. Da
aulerdem G = U -V, ist jedes x € GG von der Form

r=u-v=f(u,v)

fiir ein w € U und ein v € V. Also ist f surjektiv.

(1) <= (3) Ein Teil der Aquivalenz ist in 5.6.1 bewiesen. Nun ist f aber
genau dann bijektiv, wenn es zu jedem x € G genau ein u € U und genau
ein v € V gibt, so dass x = u - v. O

Als Anwendung zeigen wir

5.7 Satz: Sind k und [ teilerfremd, so gilt Z/(k-1) = (k) x (I) £ Z/I x 7]k

Beweis: Da Z/(k-l) abelsch ist, sind (k) und (/) Normalteiler. Da (k) aus den

Restklassen der Vielfachen von & und ([) aus der Restklassen der Vielfachen
von [ besteht, besteht (k) N (I) aus den Restklassen der gemeinsamen Vielfa-
chen von k£ und [. Da k und [ teilerfremd ist, ist £ -/ das kleinste gemeinsame
Vielfache, aber k-1 = 0. Es folgt (k) N (I) = {0}. Nach 5.6 ist

folk)y x (1) = Z/(Kl), (z,y) —x+y
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ein Monomorphismus. Da ord(k) = [ und ord(l) = k ist |
|Z/(kl)|. Also ist f auch surjektiv, und (k) = Z/(I) und (

27
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6 Diedergruppen

6.1 Transformationsgruppen: Gelegentlich unterscheidet man zwischen
abstrakten Gruppen und Transformationsgruppen. Abstrakte Gruppen sind
gegeben als Menge mit einer Verkniipfung, die eine Gruppenstruktur defi-
niert. Bis jetzt haben wir fast nur abstrakte Gruppen behandelt. Transfor-
mationsgruppen dagegen sind Gruppen von Abbildungen einer Menge in sich.
Das Standardbeispiel fiir eine Transformationsgruppe ist die Gruppe >, der
Permutationen, also der bijektiven Abbildungen einer Menge M. Wir wer-
den spéter zeigen, dass jede abstrakter Gruppe als Transformationsgruppe
aufgefasst werden kann. Nun ein weiteres Beispiel:

6.2 Die Drehgruppe R, des regulidren Ecks:

Gegeben sei ein regulidres n-Eck mit dem Eckpunkten py, ..., p,. Drehen wir

das n-Eck mehrmals um den Winkel %’T um seinen Mittelpunkt M, erhalten

wir eine deckungsgleiche Figur. Ist Dy die Drehung um den Winkel %, dann

Pn
geniigt die Komposition von Drehungen den Gleichungen:

(1) Dk o Dl == Dk+l
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Offensichtlich bilden Dy = Id, Dy,..., D, eine Gruppe R, mit neutralem
Element Dy = Id und (Dy,)~! = D,,_; fiir k > 0.

Aus Gleichung (1) folgt, dass
Dy = (Dy)"

Also ist jedes Element eine Potenz von Dy, d.h. R,, ist zyklisch,
R, =<D; >

6.3 Die Gruppe D, der Kongruenzabbildungen des reguldren n-Ecks, auch
Diedergruppe der Ordnung 2n genannt.

Nehmen wir das reguldre n — Eck V aus Beispiel 6.2. Eine Kongruenzab-
bildung bildet die Ecke p; auf irgendeine der Ecken pi,ps,...,p, ab. Die
iibrigen Ecken werden dann im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn
von Bild von p; aus plaziert. Damit ist jede Kongruenzabbildung entweder
eine Drehung oder die Komposition einer Drehung mit einer Spiegelung S
an der Achse durch M und p;. Damit 148t sich jede Kongruenzabbildung als
Komposition von Elementen D := D; und S schreiben. Also wird D,, von D
und S erzeugt: D,, =< D, S >. Die gesuchte Gruppe hat 2n Elemente

Id =Dy, D=D,, D*=D,,...,D"'=D,_;, S, DoS, D*oS...D"'o8
Man macht sich sofort klar, dass

(1) D™ =1d

(2) S?=1Id

(3) SoD=D"1oS=D"108

Durch diese drei Gleichungen wird die Verkniipfung véllig festgelegt. Man
sagt: “D und S erzeugen D,, mit den Relationen (1), (2), (3)”, und schreibt

D,=<D,S; D"=5>=1d, SoD=D"'08>

6.4 Wir wollen die Verkniipfungstafel von D3 aufstellen. In der Tafel stehen
die Werte a * b, hier also a o b, wobei die Abbildung b zuerst durchgefiihrt
wird. Induktiv erhélt man aus den Relationen die Gleichung

SoDF=D%0cg8
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Jetzt ist es leicht, die Verkniipfungstafel aufzustellen:

a\b Id D D? S DoS D?*cS

Id Id D D? S DoS D?0S
D D D? Id DoS D?*cS S
D? D? Id D D?0 S S DoS
S S D*0S D'oS Id D? D

DoS | DoS Id D2%2o0 S D Id D?
D?*0S|D?*cS DoS S D? D 1d

6.5 Bestimmung der Untergruppen der Djs:
Triviale Untergruppen: {Id}, Ds
Zyklische Untergruppen:

(1) < D >=< D? >={Id, D, D*} = R3

(2) < S>={Id,S}
(3) <DoS>={Ild,Do S}
(4) < D?*0 8 >={Id,D*0 S}

Von zwei Elementen erzeugte Untergruppen:

Falls D und S in U liegen, folgt U = D5. Aus (1) wissen wir: Enthélt U das
Element D oder D?, enthilt U ganz Rs.

Enthilt U die Elemente Do S und D, so enthiilt U auch D3> o Dio S = 9,
also folgt U = Ds.

Enthilt U die Elemente Do S und D7 o S mit 0 < i < j < 2, so enthiilt es
(Do 8S)o(D'oS)=D'oD"0S08=D"""

Wie wir eben gesehen hatten, folgt daraus, dass U = Ds.

Ergebnis: Neben den trivialen Untergruppen enthélt D3 nur die zyklischen
Gruppen (1),...,(4).

Die Untergruppen von D3 haben auch eine geometrische Interpretation. Fiir
die Drehgruppe Rj ist diese Interpretation klar. Die Untergruppen (2), (3)
und (4) sind Spiegelungsgruppen:
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b3

< 8> Gruppe der Spiegelungen
an der Achse Mp;

< Do S >: Gruppe der Spiegelungen
an der Achse Mp,

< D? o S >: Gruppe der Spiegelungen
an der Achse Mps
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7 Permutationsgruppen

Sei [n] = {1,2,...,n}. Dann ist ¥, die Permutationsgruppe von [n]. Sei
o € Y,. Unm spiter mit Permutationen leichter rechnen zu konnen, suchen
wir zunéchst eine geeignete Darstellung fiir o.

7.1 Die Zykelzerlegung: Sei s € [n|. Wir betrachten die Menge
B(s,0) = {c"(s); k € Z}.

Da o"(s) € [n], muB es Zahlen 0 < k < [ in N geben, so dass o%(s) = o!(s).
Sei [ die kleinste Zahl, fiir die es ein solches k gibt.

7.2 Behauptung: o'(s) = s, aber s,0(s),0%(s),...,0'7(s) sind verschie-
den.

D.h. nach [-maligem Anwenden von o
a(s) “trifft” man zum erstenmal ein Ele-
ment, das schon frither aufgetreten ist,
und dieses Element ist s = ¢%(s), also
k = 0. Man stellt sich vor, dass man
o'~ 1(s) vermoge o “im Kreis gewandert ist”.

Beweis der Behauptung: Seien 0 < k < [ wie oben gewihlt, d.h. o%(s) =
o'(s), und [ ist minimal. Wir miissen zeigen, dass k = 0 ist. Ist k > 0, so folgt
s=o0""*(s)) = o7*((c")(s)) = ¢! 7*(s), und 0 < I —k < . Das widerspricht
der Minimalitét von [. Also ist k = 0.
Wir erhalten

B(s,a) = {s,0(5)),0%(s),...,0" ()}
So ganz fremd ist uns die Konstruktion B(s, o) nicht. Wir definieren auf [n]
eine Relation durch

s~t <= Ik EZ, sodasst=o"(s)

Dann gilt: s ~ s, denn s = 0(s)

s~t=t~s dennt=c¥(s), soist s = o7F(¢)

s~t AN t~u= s~ u dennist t = oF(s) und u = o'(¢), dann ist
u = o (s).

Also ist ~ eine Aquva}enzrelation und B(s, o) ist die Aquivalenzklasse von
s. Da [n] in disjunkte Aquivalenzklassen zerféllt, haben wir eine Darstellung

n] = B(s1,0) U B(sg,0)U...UB(s,0).
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Wir definieren neue Permutationen oy, ..., 0, € ¥, wie folgt

() = ot) , falls t € B(s;, 0)
W=Vt fallst ¢ Bsi,o)

d.h. o; permutiert die Elemente der Klasse B(s;, o) wie o und lésst die iibri-

gen Klassen fest. Legt man das Bild 7.2 zugrunde, so permutiert o; die Ele-

mente s;,0(s;),02(s;),...,0% 1(s;) aus B(s;, o) zyklisch. Daher ist jedes o;

ein Zykel in folgendem Sinne.

7.3 Definition: Eine Permutation ¢ € X, heiflt r-Zykel, wenn es eine r-
elementige Teilmenge 7' = {t1,...,t.} C [n] gibt, so dass ¢ die Elemente von
T zyklisch permutiert, d.h.

[t 1<i<r—1
go(tl)_{tl 1=7

und die iibrigen Elemente fest lasst, d.h. ¢(s) = s Vs ¢ T. Man nennt 7" den
Tréger von . Nach Definition gilt

T = {tla @(tl)v 902(t1>7 LR (pr_l(t1>}‘

7.4 Sind @, € X, Zykel mit Trigern T und S, so dass T'NS = (), so gilt

potp=1oyp

Unsere Uberlegungen 7.1 zeigen:
7.5 Satz: Jede Permutation o € ¥, besitzt eine Zerlegung
o=010...00,

in disjunkte Zykel, d.h. Zykel mit disjunkten Tragern. Die Zerlegung ist bis
auf Reihenfolge eindeutig.

7.6 Bezeichnung: Ein Zykel ist eindeutig durch seinen zyklisch geordne-
ten Tréger definiert, wobei die Ordnung durch die Abbildungsvorschrift 7.3
gegeben ist. Daher benutzen wir oft den Trager als Bezeichnung fiir einen
Zykel.

7.7 Beispiele:

(1) o: =2 7 istein Zykel: o = (1,3,2) = (3,2,1) = (2,1,3)
1 2 3
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(2) Die Permutation ¢ :

N~k
G-—iN
N
0~
w—io®

7
]
6
,5,8)0(3,7,6) 0 (4) o (9). Beachte,

Identitaten sind. Deshalb ist auch

R~
©O©-—4©

3
l
(

DO

besitzt die Zykelzerlegung ¢ = (1
dass die Permutationen (4) und (9
die Beziehungsweise

Y

~—

v=(1,2,5,8)0(3,7,6)

iiblich, d.h. 1-Zykel werden in der Zykelzerlegung oft ignoriert. Dabei ist
allerdings problematisch, dass man einer so bezeichneten Permutation
nicht mehr ansieht, zu welcher Gruppe 3, sie gehort.

7.8 Aufgaben:
(1) Ist 0 € ¥, ein r-Zykel, so ist ord(c) =r

(2) Ist o das Produkt disjunkter Zykel 0 = o100 0...00y, so ist ord o =
kgV{ord(oy),ord(os),...,ord(oy)}

7.9 Bezeichnung: Ein 2-Zykel heif3t Transposition.

7.10 Satz: X, wird von der Menge A = {(i,i +1);¢ = 1...,n — 1} von
Transposition erzeugt, d.h. jede Permutation ist Komposition von Transpo-
sitionen aus A.

Beweis:
(i) Jede Permutation ist nach 7.5 Komposition von Zykeln; also geniigt es,
den Satz fur Zykel (i1, ..., d;) zu zeigen.

(11) (il, e ,Zk> == (Zl,’Lk) e} (il,’ik_l) ©0...0 (il,ig) e} (’il, Zg)
Also geniigt es, den Satz fiir beliebige Transpositionen (7, j) und i < j
Zu zeigen.

(iii) Sei (4, 7) Transposition mit ¢ < j. Wir beweisen durch Induktion nach
j —1, dass (i, j) Komposition von Permutation aus A ist. Fir j —i =1
ist (,7) aus A.
Induktionsschritt: (i,7) = (i,j —1)o (j —1,7) 0 (4,5 — 1)
(j—1,7) € A, und nach Induktion ist (i, —1) Komposition von Trans-
positionen aus A.

O

Als Folgerung konnen wir nun das allgemeine Kommutativitéitsgesetz bewei-
sen, von dem wir im ersten Paragraphen gesprochen haben.
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7.11 Allgemeines Kommutativgesetz: Sei (M, %) eine Menge mit einer
assoziativen und kommutativen Verkniipfung %. Dann gilt fiir alle n € N, alle
o € X, und alle aq,...,a, aus M

a1*ag*...*an:aa(l)*aa(g)*...*aa(n)

Beweis: Wir definieren (ay * ... % ay,) - 0 = ay0) * ... % Qg(n). Dann gilt fiir
T, E X,
((ag % ...%ay) -m)-p=_(ar%...%a,) - (mopu) (%)

denn setzen wir
(@1 % ... %Qp) - T = Qr(1) ¥ ... % Ar(n) = b1 % ... % by
ist die linke Seite von (%)
(by* ..ok by) - o =bu) * ... ¥ Dyn) = Qrop(1) * - - - * Qrop(n)

denn: by = iy <= k = p(i). Also b,y = Gr(u(s))- Da 0 Komposition von
Transpositionen der Form (7,7 + 1) ist, geniigt es also, die obige Gleichung
fir o = (4,1 + 1) zu zeigen. Ist aber o(i,i 4+ 1), so entsteht (ay % ...*a,) -0
aus aj * ... % a, durch einmaliges Anwenden des Kommutativgesetzes. U
Sei 0 € ¥, und 0 = g1 0...0 0y seine bis auf Reihenfolge eindeutige Zykel-
zerlegung. Ist o; ein r;-Zykel, dann kann man nach Teil (ii) des Beweises von
7.10 das o; als Komposition von r; — 1 Transpositionen darstellen. Es folgt

7.12 o ist die Komposition von N(o) :=(r; — 1)+ (ro— 1)+ ...+ (rpy — 1)
Transpositionen.

Die Darstellung einer Permutation ¢ als Komposition von Transpositionen
ist weder eindeutig, noch muss die Anzahl der Transpositionen genau N (o)
sein. Z.B. gilt

(1,2,3) =(1,3) 0 (1,2) = (1,2) 0 (2,3) = (1,2) 0o (1,3) 0 (2,3) o (1, 2)

und N((1,2,3)) =3 — 1 = 2. Aber es gilt

7.13 Satz: Ist o eine Komposition von [ Transpositionen, dann gilt | = N (o)
in Z/2.

Beweis: Sei 7 = (a,¢1,...,¢,0,dy,...,d)), My = (b,dy,...,d;) und Ay =
(a,cq, ..., cx). Dabei ist k= 0 und [ = 0 erlaubt. Man rechnet nach, dass

(a,b) o (a,cy,...,cp,b,dy, ... d)) = (b,dy,...,d))o(a,c,...,cp) (A)
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Komposition mit (a,b) von links ergibt
(a,c1,...,Cp,b,dy, ... d)) = (a,b) o (b,dy,...,dy)o(a,c,y...,cp) (B)
Sei nun ¢ = gy 0 gy 0 ... 0 g, die Zykelzerlegung von ¢, dann gilt
N(o) = N(oy)+ ...+ N(o,).

Liegen a, b im selben Zykel der Zykelzerlegung, diirfen wir wegen 7.4 anneh-
men, dass dies oy ist, also ist o1 von der Form 7. Damit hat (a,b) o o nach
(A) die Zykelzerlegung

(a,b)ooc =X oX00y0...00,

Also ist N( ) = N(t) + N(o2) + ...+ N(o,) = k+1+ 1+ ¢ mit ¢ =
N(o3) + ...+ N(o,) und

N((a,b)oog)=N(M)+N)+qg=1+k+q

Es folgt: N((a,b) o) = N(o) — 1.
Liegen a,b in verschiedenen Zykeln von o, diirfen wir annehmen, dass oy
von der Form A\; und oy von der Form )\, ist. Nach (B) hat (a,b) o o die
Zykelzerlegung

(a,b)ooc=To0030...00,.

Es gilt N(o) = N(A)+N(X2) +p=1+k+pmit p= N(o3)+ ...+ N(o,)
und N((a,b)oo) =N(1)+p=k+1+1+p.
Es folgt N((a,b) o) = N(o) + 1.

-1

Da +1 = in Z/2, folgt in beiden Fillen

N((a,b)oc)=N(o)+1 in Z/2.

Ist nun o die Komposition von [ Transpositionen ¢ = 7y o ... o 7; dann folgt,

da N(id) =

=
2
I
=
+
_|_
—_
_|_
=
N
=~

UJ
7.14 Definition und Satz: sign : ¥, — {£1,-}, 0 — (=1)V) ist ein

Epimorphismus. Man nennt sign(c) € {£1} das Vorzeichen oder Signum
der Permutation o.
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Beweis: Seien 0,7 € ¥,. Dann sind ¢ und 7 die Komposition von N (o)
bzw. N(7) Transpositionen. Also ist o o 7 die Kompostion von N(o) 4+ N(7)
Transpositionen. Es folgt N(o o7) = N(o) + N(7) nach 7.13. Also

sign(oo7) = (_1)N(crw) = (_1)N(o)+N(T) = (_1)N(o> . (_1)N(7)
= sign(o) - sign(7).

O

7.15 Definition: Der Kern von sign wird alternierende Gruppe A, < X,
genannt.

A, besteht aus den geraden Permutationen, die Kompositionen einer geraden
Anzahl von Transposititonen sind. Sie sind u.a. wegen des folgenden Satze
von Bedeutung.

7.16 Satz (ohne Beweis): Fiir n # 4 besitzt A, nur die trivialen Normal-
teiler.
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8 Operationen von Gruppen auf Mengen

Wir wollen nun die Interpretation einer abstrakten Gruppe als Transformati-
onsgruppe prézisieren und formalisieren. Das geschieht iiber den Begriff der
Operation einer Gruppe auf einer Menge.

8.1 Definition: Sei (G, ) eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation
von G auf M wvon links ist eine Abbildung

GxM— M, (g,z)—gxuz,
so dass
(1) (g1-g2)*xx=g1%(g2*x) Vg1,00€ G,V e M
(2) exx=x VreX
Eine Operation von rechts ist eine Abbildung
MxG— M, (x,9)— zx*g,
so dass
(1) 2% (g1-g2) =(x*g1) xg2 VYg1,90 € G, Vr € M
(2) zxe=x VreX
8.2 Beispiele:
(1) Die Diedergruppe D,, operiert von links auf dem reguldren n-Eck

D, x n-Eck — n-Eck (f,x) — f(z)
(2) Ist U Untergruppe von (G, dann operiert U von links und rechts auf G.

UxG—G, (u,9)—~u-g Translationsoperationen
GxU—G, (gu)—g-u

(3) Die Konjugationsoperatoren einer Untergruppe U auf der Gruppe G ist
definiert durch

UxG—G, (ug)—u-g-u’
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(4) Die Gruppe {#+1,-} operiert auf R? durch

{£1,-} x R? = R?| (&1, (21, 29)) — (£21, £29).

(5) Die Permutationsgruppe X, operiert auf der Menge M

SuxM—M, (fx)— f(z).

Das letzte Beispiel ist typisch. Operiert eine Gruppe G auf einer Menge M,
kann man jedes Element g € G als Permutation 7, von M auffassen: wir
definieren

g M — M, x+— g*x.

Dann gilt
Tg1.go = Mg, © Ty, Und . = id

denn 7 (z) = exx =z =id(z) und
Torgo(T) = (91 ° G2) * & = g1 % (g2 * ) = 7y, (7, () = (74, 0 7y, ) ().

Insbesondere ist 7, bijektiv, denn 7 -1 ist die Umkehrabbildung. Wir erhalten
also eine Abbildung
a:G— Xy, g T,

8.3 Satz: Die Abbildung « ist ein Homomorphismus.
Beweis: a(g1 - g2) = g5, = Ty, © Mg, = (g1) © (g2). O

8.4 Definition: Ist « injektiv, spricht man von einer effektiven Operation
von G auf M.

Die Linkstranslation von G auf sich selbst
GxG—G, (g,2)—g-

ist effektiv. In diesem Fall ist 7, die Linkstranslation {; : G — G in der
Bezeichnungsweise von 4.2. Gilt a(g) = [, = id, dann folgt e = id(e) =
ly(e) = g-e=g. Also ist Kern a = {e} und « ist injektiv. Wir erhalten den

8.5 Satz von Caley (1821-1895): Jede Gruppe G ist isomorph zu einer
Untergruppe der Permutationsgruppe .

8.6 Definition: Sei M eine Menge mit Linksoperatoren von G.
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(1) MY :={zx € M;g*x=x Vg€ G} heiBit Fizpunktmenge der Opera-
tion.

(2) Fir x € M heifit
Gxr:={gxz;9e Gy C M
die Bahn oder der Orbit von x unter der Operation.
(3) Fiir x € M heifit die Menge
G, ={9€G; gxx=2}CG
die Standuntergruppe von x.

Wie die Definition schon sagt, ist GG, eine Untergruppe von G. Da ex x = «x,
ist e € G,. Ist g € G, also g x x = x, dann folgt

-1 1 1

g rr=g x(gxx)=(9 -g)rr=exr=2

Also ist g7t € G,. Sind g1, g2 € G, so gilt

(G1-g2) xx=g1*(g2%2) =qr*z =2
Also ist g1 - go € G,. Nach 2.1.2 ist somit G, Untergruppe von G.
8.7 Beispiele: (1) Wir betrachten die Konjugationsoperation von G auf

sich (Beispiel 8.2.3). Die Fixpunktgruppe ist das Zentrum Z(G) von G.
Wir erinnern:

Z(G) = {z€G g-x=1u-g}
= {reG g-z-gl=xVgeG}

Die Bahn von € G wird oft mit 2% bezeichnet und heiit Konjugati-
onsklasse von x.
“={g-x-g7" geC}

Die Standuntergruppe von x wird oft mit Z(x) bezeichnet und heifit
Zentralisator von x

Z(x)={9€CG; g-x-g'=at={9eCGg-z=x-g}
und besteht aus allen Elementen von G, die mit z kommutieren.

(2) Sei [n] = {1,2,...,n} wie 7.1 und ¢ € ¥,. Dann operiert die Unter-
gruppe (o) < X, auf [n] durch (0%, s) — o*(s). Die Bahn von s unter
dieser Operation in B(s,o) aus 7.1.
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Operiert G auf M, kéonnen wir eine Relation auf M definieren durch
r~y <= JgeGmity=gxux

r~x,dennxr=exx

r~y=1y~ax dennausy=gx*x folgt g lxy=2

r~y N y~z=x~z denn aus y = g; x x und z = gy x y folgt

z=gax(g1xx) = (g1 g2) %
Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von z ist die Bahn
von x, und wir erhalten.

8.8 Zwei Bahnen G xx und G *y sind entweder gleich oder disjunkt. Damit
zerfillt M in disjunkte Bahnen.

Zum Abschluss beweisen wir eine wichtige Beziehung zwischen Bahn und
Standuntergruppe.

8.9 Satz: Eine endliche Gruppe G operiere von links auf einer Menge M.
Dann gilt fiir jedes x € M

|G| = |G x| - |Gal.
Beweis:: Die Abbildung
f:G—=Gxzx, gr—gx*x
ist surjektiv. Sei y = go * x ein Element aus G * z. Dann gilt

1

GESNY) <= girr=go*xx < (9" q)*xx=0 <> gy g1 €G,

= 1€ 90 Ga

Also | f~H(y)| = |go- G| = |G|, da Linkstranslation mit gq bijektiv ist. Damit
wird jedes y € G % x von genau |G| Elementen getroffen. Wir erhalten

|G| = |Gaf - |Gz,
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9 p-Gruppen und die Sylowséitze

Sei P(G) die Potenzmenge von G und P(G) C P(G) die Menge der k-
elementigen Teilmengen von G. Die Konjugationsoperatoren und die Links-
translation definieren Operationen.

GxPG)— PG (¢9X)—X9:=g-X-g7!
bzw. (9, X)—g-X

Da |g- X| = |X| = | XY|, definieren beide Operationen auch Operationen auf
Pr(G).

9.1 (1) XY heiit konjugiert zu X.

(2) Der Orbit von X unter der Konjugation heifit Konjugationsklasse von
X.

(3) Die Standuntergruppe Ng(X) = {g € G; gXg~' = X} heifit Normali-
sator von X.

9.2 Definition: Sei p prim. Eine endliche Gruppe G heifit p- Gruppe, falls
|G| = p*. Ist |G| = m - p* mit p { m, so heiBt eine Untergruppe S < G
p-Sylowuntergruppe, falls |S| = p*.

9.3 Lemma: Operiert eine p-Gruppe G auf einer endlichen Menge M, so
gilt
M| = | M mod p (vgl.4.20)

Beweis:: M zerfillt in disjunkte Bahnen

M=G*xxU...UG*x;

G|

Jess
Folglich ist |G x ;| = 0, falls nicht G,, = G, d.h. falls nicht z; € M€ Jedes
Element aus M% bilden selbst je eine vollsténdige Bahn. Also

und |G ;| = = p*, fiir ein geeignetes s; nach 8.9.

M| =M mod p
]
9.4 Satz: Sei G eine p-Gruppe, |G| = p*, k > 0. Dann ist das Zentrum
Z(G) # {e}.

42



Beweis:: Betrachte die Konjugationsoperation von G auf sich. Dann ist Z(G)
die Fixpunktmenge. Also nach 9.3

12(G)| =G =p" = mod p
Damit hat Z(G) mindestens p Elemente. O

9.5 Aufgabe: Zeigen Sie: (1) G/Z(G) zyklisch = G abelsch.
(2) |G| = p?, p prim = G abelsch (benutzen Sie 9.4).

9.6 Fiir jedes fest gewdhlt g € G ist
0:G—G, x—g-x-g"

ein Automorphismus. (Die Abbildung x — g~!-z-g ist die Umkehrabbildung).

Also ist mit U auch ¢(U) = g-U - g~! eine Untergruppe von G, und ist U

Sylowuntergruppe, dann auch ¢ - U - g~ L.

9.7 Die Sylowsitze: (Ludwig Sylow, 1832-1918, norwegischer Gymnasi-
allehrer) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p* - m mit p { m.
Dann gilt:

(1) G besitzt Untergruppen U; < U; < ... < Uy, mit |U;| = p', insbesondere
ist U}, eine p-Sylowuntergruppe S.

(2) Die Anzahl n, der verschiedenen p-Sylowuntergruppen von G erfiillt
n, =1 mod p, und n, teilt m.
(3) Jede p-Untergruppe H in G ist in einer p-Sylowuntergruppe enthalten.
(4) Alle p-Sylowuntergruppen von G sind konjugiert.
9.8 Lemma: Ist p{m, dann gilt fir 1 <s <k
<mpk) =m-pFs. <mpk B 1), und  pt <mpk B 1)
ps p—1 p—1

Bewelis::

(mpk) m-pf - (mp* —1) ... (mp* —p*+1)
P o —1)-...1

_ k—s mpk_l
= m-p . pS_l




Wir betrachten die Faktoren im Zéahler des Produktes: Fiir 1 < i < p* —1
gilt
mpt —i=q-p" = i=mp" —qp’

(wir wihlen r maximal, d.h. p{ ¢). Angenommen r > k, dann klammern wir
p* aus und erhalten i = p*(m — qp" %) > p*, was wegen i < p* —1 < pF
unméglich ist. Also ist 7 < k und i = p"(mp*~" — ¢). Damit 148t sich p" im
Faktor mp* — i des Zihlers gegen p" im Faktor ¢ des Nenners kiirzen, d.h.
das Produkt hat nach Kiirzen keinen Faktor p im Zahler. 0J
Beweis von 9.7: Sei X = P,:(G) 1 < s < k. Bekanntlich gilt |X| = (;)
Unter der Linkstranslation mit g € G zerfillt X in disjunkte Orbits, und wir
erhalten

n G| G|
( ) =|X=|G-Xi|+...+|G - X, _@+...+m
wobei S; die Standuntergruppe der Menge X; ist, d.h. ¢ € S; bildet X;
bijektiv nach X; ab. Da pF=st! ¢ (;) nach 9.8, gibt es mindestens einen
Summanden, etwa %, der nicht durch p*=5T! teilbar ist. Da p* | |G|, folgt
p° | |S1]. Sei nun = € X;. Da S; Standuntergruppe von X ist, folgt S -« C

X1. Aber Rechttranslation mit z ist bijektiv. Es folgt
|Sl| = |Sl [L’| S |X1| :pS. Also |Sl| :ps.

Mit s = k erhalten wir eine Sylowuntergruppe S; = Uy von G.

Wir wenden unsere Uberlegungen nun auf Uy, an mit s = k — 1 und erhalten
eine Untergruppe Ui_; der Ordnung p*~'. Durch Abwirtsinduktion folgt
Teil (1) von 9.7.

Sei nun S eine p-Sylowuntergruppe. Sei nun H < G eine p-Gruppe. Die

Zuordnung
HxG/S—G/S, (h,g-S)—h-g-S (%)

definiert eine Operation von H auf G/S. Nach 9.3 gilt
(G/SYH| =|G/S|=m #0 mod p.

Also besitzt diese Operation Fixpunkte, d.h. es gibt eine Nebenklasse g - S
mit h-g-S =g-S fiir alle h € H. Es folgt

H <g-S-¢g! (4)

Ist H selbst Sylowuntergruppe, so folgt wegen |H| = p* = |g- S - ¢g7!|, dass
H — g . S . g_l
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Das beweist (3) und (4).

Fiir (2) wenden wir diese Uberlegungen auf H = S an. Wir erhalten
G/SI=1(G/S)" | mod p

und g- S € (G/S) & S=g-S-g7! nach (A)
Aber g-S-g7' =8 <= g€ Ng(9), so dass

G/S| = [(G/S)°] = [Na(S)/S| £ 0 mod p ()

Betrachten wir jetzt die Bahn £ von S unter der Konjugationsoperation, also
die Konjugationsklasse von S. Dann gilt nach 9.7

n, % (g] = Gl 1G/S]
’ [Na(S)] [Na(S)/S]

=1 mod p

wegen (xx). Dam = |G/S| =n, - [Ng(S)/S|, folgt n, teilt m.

Beim letzten Schritt argumentieren wir im Restklassenkorper modulo p. Die
Restklassen von |G /S| und |Ng(S)/S| sind gleich und von 0-Klassen verschie-
den. Die Division im Restklassenkorper ergibt daher die Restklasse von 1. [J

Fiir Anwendungen vermerken wir als Konsequenz aus 9.6 und 9.7.4.

9.9 Hat eine endliche Gruppe G genau eine p-Sylowuntergruppe S, dann
ist S Normalleiter.

9.10 Satz: Hat G fiir jeden Primteiler p von |G| genau eine p-Sylowunter-
gruppe, dann ist GG inneres Produkt seiner Sylowuntergruppen.

Beweis:: Seien py, ..., p; die Primteiler von |G| und Sy, ..., Sy die zugehori-
gen Sylowuntergruppen. Durch Induktion nach [ zeigen wir, dass

f:S1x...x8 =G, (x1,...,2)—x1-... 74

ein Monomorphismus ist. Da |S] x ... x Sg| = |G|, folgt die Behauptung.
Fiir [ = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt von [ — 1 nach [: Nach Induktionsannahme ist
U:f(Sl X ...XSl_l):Sl'...'Sl_l

eine Untergruppe von G isomorph zu S; x ... x S;_1. Da
g-Si-.. St = g 897 g S g g S gT!
= 51'52'...-Sl_1,
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ist U <1 G. Nach 9.9 ist S; < G. Weiter ist U N .S; Untergruppe von U und
von S;. Da |U| und |5 teilerfremd sind, folgt U N'S; = {e}. Nach 5.6 ist

f:UxS -G ,(u,z)—u-x
injektiv. 0

9.11 Satz: Seien p < ¢ Primzahlen und ¢ # 1 mod p, dann ist jede Gruppe
der Ordnung pq isomorph zu Z/pq.

Beweis:: n, =1 mod p und n, | ¢. Da ¢ prim ist, folgt n, = 1 oder n, = ¢.
Da aber ¢ # 1 mod p, erhalten wir n, = 1, n, = 1 mod ¢ und n,|p. Da
p < g, folgt ng = 1.

Nach 9.10 ist G = S, x S,. Weiter gilt S, x S, = Z/p x Z/q = Z/p - q¢ nach
4.19 und 5.7. O

9.12 Beispiel: Ist G eine Gruppe der Ordnung 45, dann ist G' abelsch.

Beweis:: 45 =325

n3 =1 mod 3 und ng | 5. Es folgt ng = 1.

ns =1 mod 5 und ns | 9. Es folgt ns = 1.

Also G = S3 x Sy5. Da |S5| = 5 ist S5 = Z/5. Da |Ss| = 9, ist S5 nach 9.5
abelsch. Also ist G abelsch. ]

Der Beweis von 9.12 lésst sich verallgemeinern:

9.13 Aufgabe: Es seien p < g Primzahlen und G eine Gruppe. Zeigen Sie:
G ist abelsch, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) |G =p*-qund ¢ #1 mod pund p*> Z1 mod ¢
(2) |G|=p-¢*und ¢* #1 mod p
(3) |G| =p* ¢>und p>* #1 mod qund ¢* #1 mod p

Die Bedeutung dieses Resultats liegt im Struktursatz fiir endlich erzeugte
abelsche Gruppen.

9.14 Struktursatz: Sei GG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann
gilt:

(1) G=Z"xT,r>0und T endlich.
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(2) Ist p§' - ... - pks mit p; < py < ...p, die Primfaktorzerlegung von |T7,
dann gilt
T=S5, X...x5,

wobei S, die p;-Sylowuntergruppe von 1’ ist.

(3) Ist S eine abelsche p-Gruppe, |S| = p¥, dann ist S von der Form
SEZ/p" x ... xL/p"
r<rg<...<rpundr;+re+...+r,=k.

Teil (2) ist ein Spezialfall von 9.10. Die Beweise der Teile (1) und (3) miissen
wir aus Zeitgriinden schuldig bleiben

47



Teil 11
Ringe und Korper

10 Grundlagen

10.1 Definition: Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen, der
Addition + und der Multiplikation -, so dass folgende Axiome gelten

(1) (R,+) ist abelsche Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir mit
0

(2) (R,-) ist ein Monoid. Das neutrale Element bezeichnen wir mit 1.
(3) Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c¢)=a-b+a-¢, (b+c)-a=b-a+c-a VabceR
Ist (R, -) kommutativ, sprechen wir von einem kommutativen Ring.

Konvention: In dieser Vorlesung betrachten wir nur kommutative Ringe, es
sei denn, es wird ausdriicklich von nicht kommutativen Ringen gesprochen.

10.2 Definition: a € (R, +, ) heifit Einheit, wenn a bzgl. der Multiplikation
ein rechts- und ein linksinverses Element besitzt (die dann gleich sind). Die
Gruppe (s. 2.5) der Einheiten von (R, -) wird mit R* bezeichnet.

10.3 Definition: Ein Unterring von R ist eine Teilmenge S C R, so dass
S unter den Verkniipfungen + und - auf R selbst ein Ring ist und dasselbe
Null- und Einselement besitzt.

10.4 Aufgabe: Sei S C R, dann ist S genau dann Unterring, wenn
(i) z,ye S=zr+yeSundzx-yes
(i) £t1€ S

10.5 Definition: Seien a,b € R\{0} und sei a -b = 0. Dann heifit a Links-
nullteiler und b Rechtsnullteiler. Besitzt R keinerlei Nullteiler, so heifit R
nullteilerfres.

10.6 Definition: Ein Integrititsring ist ein kommutativer, nullteilerfreier
Ring. Ein Ring R, fir den R* = R\{0} heiit Kdrper.
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10.7 Definition: Eine Abbildung f : R — S von Ringen heiit Homomor-
phismus von Ringen, wenn

fle+y)=flx)+ fly) flz-y)=f(z) fly) Ve,yeR
und
f(1g) =15

10.8 Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus und 7" C S ein Unterring,
dann ist f(R) ein Unterring von S und f~'(7T') ein Unterring von R.

Der Beweis ist dem Leser iiberlassen.

Sei R ein Ring und U eine Untergruppe von (R, +). Wir fragen uns, unter
welchen Bedingungen die Faktorgruppe (R/U,+) von R eine Ringstruktur
erbt, so dass die Projektion

p:R—=R/U r—r+U

ein Ringhomomorphismus ist. Da (R, +) abelsch ist, existiert die Faktorgrup-
pe (R/U,+).

Wir bezeichnen die Nebenklasse r + U wieder mit 7. Falls R/U ein Ring und
p ein Ringhomomorphismus ist, muss gelten

Ti+Teo=r1+r, und Ty -To=T71 T3
Aus der Gleichung
pr-u)=p(r) plu)=7-0=0=U
fir r € Rund u € U folgt
r-uelU VreR, YuelU

Wir fassen diese notwendigen Bedingungen in eine Definition.

10.9 Definition: Sei R ein Ring. Eine Untergruppe U von (R,+) heifit
Ideal, wenn fiir u e Uund r € R gilt r-u € U.

Ist U C R ein Ideal, dann gilt fiir die iibliche Multiplikation der Nebenklassen
(x+U)-(y+U)=z-y+2-U+U-y+U-UCzx-y+U+U+U=2-y+U

Da die Nebenklassen eine disjunkte Zerlegung von R bilden, wird jedem Paar
unter der iiblichen Multiplikation eindeutig eine Nebenklasse zugeordnet:

T-y=x+4+U)-(y+U)Cay+U=T"7gy

Der folgende Satz ist damit trivial. (Der Beweis ist analog zum Gruppenfall.)
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10.10 Satz: (1) Ist U C R ein Ideal in einem Ring R, so ist R/U unter

T+Y =x+Y Ty =7y
mit 7 = x + U ein Ring.
(2) Die Projektion p: R — R/U ist ein Ringhomomorphismus.

(3) Jedes Ideal ist Kern eines Ringhomomorphismus’. Umgekehrt ist der
Kern eines Ringhomomorphismus’ ein Ideal.

Der Isomorphisatz 4.17 iibertrégt sich nun leicht auf Ringe.
10.11 Isomorphisatz: Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus mit
Kemf={reR;f(r)=0}=0U,

dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus f: R/U — S, so dass
fop= f. Insbesondere gilt

f:R/U=Bildf als Ringe

Beweis: Aus dem Isomorphisatz fiir Gruppen wissen wir, dass es genau eine
Gruppenhomomorphismus f : (R/U,+)) — (S, +) gibt, so dass fop = f.
Es bleibt also nur zu zeigen, dass f ein Ringhomomorphismus ist:

F(1) = f(p(1)) = f(1) = 1, also erhilt f die Eins

frme) = f(p(r) - p(ra)) = f(plry-r2)) = flri-ma) = f(r) - f(r2) - 4
fp(r1)) - f(p(r2)) = f(T1) - f(T2).

10.12 Aufgaben:

(1) Ist {Us, @ € A} eine Familie von Idealen in R, dann ist auch [ U,
acA
ein Ideal

(2) Ist J; C Jy C J3 C ... eine aufsteigende Kette von Idealen in R, dann
ist auch J J, ein Ideal in R.

n=1

(3) Sind I und J Ideale von R, dann ist auch I + J C R ein Ideal.

(4) Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus und J C S ein Ideal, dann ist
f7Y(J) C R ein Ideal.

Ist f surjektiv und I ein Ideal von R, dann ist f(/) ein Ideal von S.

50



10.13 Definition und Satz: Sei A C R eine Teilmenge. Das kleinste Ideal
I(A) von R, das A enthilt, heiBt das von A erzeugte Ideal. Es gilt

=( U C R; Uldeal, AC U}

Ein Ideal, das von einem einzigen Element erzeugt wird, heifit Hauptideal.
Statt I({a}) schreiben wir nur (a).

10.14 (a)=R-a

Beweis: Da a € (a) und (a) ein Ideal ist, ist 7 - a € (a) fiir alle r € R, also
R-a C (a). Weiter ist R - a ein Ideal, denn

(i) R-a#0

(ii) mit 7 -a, 79-a € R-aistry-a—ry-a=(ry —ry)-a € R-a. Also ist
R - a Untergruppe von (R, +).

(i) mit r; -aist auch r- (ry-a) =(r-r1)-a € R-a.

R - a enthédlt @ = 1-a. Da (a) das kleinste Ideal ist, das a enthilt, folgt
(a) C R - a, insgesamt also R -a = (a). O

10.15 Definition: Ein Hauptidealring oder PID (fiir “principal ideal do-
main”) ist ein Integritdtsring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist.

10.16 Beispiel: Z ist ein Hauptidealring: Jede Untergruppe n - Z, n € Ny,
ist nach 10.14 ein Hauptideal. Die Faktorringe Z/(n - Z) sind die aus dem
Grundkurs bekannten Restklassenringe.

10.17 Wir wollen uns die Ideale von Z néher anschauen: alb bedeute “a
teilt b7, d.h. es gibt ein x, so dass a - x = b. Dann gilt:

(1) alb <= (b) C (a). Denn: alb <= b€a-Z = (a) < (b) C (a)

(2) (@) + (b) = (d) mit d = ggT'(a,b)
Beweis: d|a und d|b = (a) C (d) und (b)
Da Z ein Hauptidealring ist, gilt (a) + (b )

(a) C (r), gilt r|a, analog gilt r|b. Da nun d
(d) < (r) = (a) + (b).

(d) = (a) + (b) C (d).
(r) fir ein 7 € Ny. Da
= ggT'(a,b), folgt r|d, also

||ﬂ
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Beweis: v = kgV(a b) = a\v und bjlv = (v) C (a),

N (b). Wieder gibt es eine r € N, so dass (a) N
C (a), (r) C (b), also b|r und a|r. Da v = kgV/(
C

().

Wir haben somit eine idealtheoretische Interpretation des ggT und kgV.

(v) C (b) = (v) C
(b) = (r). Es folgt
a, b), folgt v|r, also

10.18 Definition: Ein Ring R heifit einfach, wenn 0 und R seine einzigen
Ideale sind.

10.19 Definition: Ein Ideal J von R heifit maximal, wenn J # R und aus
J CU C R, U Ideal, folgt J =U oder U = R.

Die Bedeutung maximaler Ideale dokumentieren folgende Sétze.
10.20 Satz: Ein Ring R ist genau dann einfach, wenn er ein Koérper ist.

10.21 Satz: J C R ist maximal <= R/J ist einfach <= R/J ist ein
Korper.

Beweis 10.20: Sei R einfach und 2 € R, x # 0. Wir miissen zeigen, dass 27!

existiert. R-x ist ein von 0 verschiedenes Ideal, also R -z = R. Insbesondere
gibt esr € R,sodassr-x=1,dh. r =271

Sei umgekehrt R ein Korper und J # 0 ein Ideal in R. Dann gibt es ein z # 0
in .J, und weil J ein Ideal ist, folgt 27! -2 = 1 € J. Damit ist fiir jedes r € R
auch r=r-1¢€J, also R =J. O

Beweis 10.21: Sei p : R — R/J die Projektion und V' # {0} eine Ideal in
R/J. Dann ist U = p~'(V') nach 10.12 ein Ideal in R, und

J=p'(0)SUCR.

Ist J maximal, folgt U = R und V = p(U) = R/J, d.h. {0} und R/J sind
die einzigen Ideale von R/.J.

Ist umgekehrt R/.J einfach und J G U C R ein Ideal, dann ist nach 10.12
auch p(U) ein Ideal von R/J. Da p(U) # {0}, ist p(U) = R/J. Also gibt es
zu jedem r € Rein u € U, sodassu = p(u) =7, dh. r—u=j € J. Da
J CU,folgt r=u+j €U, also U= R. Damit ist J maximal.

Das beweist die erste Aquivalenz. Die zweite folgt aus 10.20. U
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11 Teilerlehre in Ringen

Wir erinnern zunéchst an die elementaren Definitionen aus dem Grundkurs.
11.1 Definition: Sei R ein Ring, a,b,c € R.
1) a teilt b, in Zeichen alb, wenn es ein x € R gibt, so dass a - x = b.

2

a ist assoziiert zu b, in Zeichen a ~ b, wenn alb und bla.

3) ¢ heifit prim, wenn ¢ # 0, ¢ ¢ R* und aus c|a - b folgt, dass c|a oder c|b.

(1)
(2)
(3)
(4) ¢ heiBt irreduzibel , wenn ¢ # 0, ¢ ¢ R* und aus ¢ = a - b folgt, dass
a € R oder b e R".

11.2 Lemma: Fiir a,b € R und v € R* gilt
(0) Ist J ein Ideal, das u enthilt, dann gilt J = R.

(1) a=u-b=a~b <> (a) = (D).

2) {(a) = R oder (a) = (1)} 2 ()  (a) <= alp.
Ist b irreduzibel, gilt auch die Umkehrung von ().

Beweis: (0) Da u € J und J ein Ideal ist, liegt jedes x = (x - u™1) - u in J.
Also J = R.
(1) Ausa=wu-bund b=u""'-a folgt bla und alb, also a ~ b. Weiter gilt:

an~b <= {albund bla} < {(b) C (a) und (a) C (b)}

(2) Der erste Teil ist trivial. Ist a|b, so gibt es ein  mit a -« = b. Da b
irreduzibel ist, ist entweder a € R* oder x € R*. Ist a € R*, dann existiert
a™', und fiir alle r € Rist r = (r-a™')-a € (a), also (a) = R. Ist * € R*,
haben wir a = 27! -2z -a =a7' - b € (b), also (a) C (b) und mit (b) C (a)
auch (a) = (b). O

11.3 Satz: Sei ¢ # 0 und ¢ ¢ R*. Dann ist ¢ genau dann prim, wenn R/(c)
ein Integritétsring ist.

Beweis: Sei ¢ prim und 7-5 =0 in R/(c). Dann sind r - s € (¢), d.h. ¢|r - s.
Da ¢ prim ist, teilt ¢ entweder r und s, d.h. r oder s liegen in (c), so dass
7 =0 oder 5= 0.

Sei umgekehrt 12/(c) ein Integrititsring und c[a-b. Dann folgt 0O=a-b=a-b,
also @ =0 oder b = 0, etwa @ = 0. Dann ist a € (c), also c|a. O
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11.4 Lemma: In einem Integrititsring gilt

(1) jedes Primelement ist irreduzibel.
(2) a~b <= Jue R mita=u-b.

Beweis: (1) Sei ¢ prim und ¢ = a - b. Da dann c|a - b, folgt c|a oder c|b, etwa
¢la. Dann gibt es ein 7 € R mit ¢-r = a. Es folgt c=a-b=c-r-b. Dac # 0,
darf man kiirzen (R ist Integrititsring), also 1 =r - b, d.h. b € R*.

(2)a~b < albund bla <= Jzr,y€c Rmita-z=>bund b-y = a.
Es folgt a = b-y =a-x-y. Ist a # 0, konnen wir a kiirzen und erhalten
r-y=1,dh ye R*. Ist a=0, folgt b=a-x =0 und damit a =1 -b.

Die Riickrichtung wurde bereits in 11.2 gezeigt. 0

11.5 Lemma: In einem Hauptidealring R gilt fiir b # 0

b irreduzibel <= (b) maximal <= b prim.

Beweis: b irreduzibel = (b) maximal. Dann sei (a) ein Ideal in R mit (b) C
(a), dann folgt a|b und aus (11.2(2)), dass (a) = R oder (a) = (b)

(b) maximal = b prim. Denn nach (10.21) und (10.20) ist R/(b) ein Korper,
also insbesondere ein Integritétsring. Nach (11.3) ist b somit prim.

b prim = b irreduzibel: folgt aus (11.4). O

Wir wollen jetzt das Problem der eindeutigen Primfaktorzerlegung angehen.

11.6 Definition: Ein faktorieller Ring (UFD= “unique factorization do-
main”) ist ein Integrititsring R, in dem sich jedes a # 0, a ¢ R* als Produkt
von Primelementen schreiben l&fit.

11.7 Satz: In einem faktoriellen Ring R gilt
(1) Jedes irreduzibel Element ist prim.
(2) Ist a # 0, a ¢ R*, und sind
Aa=pPr ..o =qL .. (s

zwei Zerlegungen von a in Primelemente, dann ist » = s und nach einer
Umnummerierung der ¢; gibt es zu jedem p; ein u; € R* mit ¢; = u; - p;.

D.h. die Primfaktorzerlegung von a ist bis auf Reihenfolge und Multi-
plikation mit Einheiten eindeutig.
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Beweis: (1) Sei a irreduzibel und p ein Primfaktor von a, also a = p - .
Dann gilt x € R*, da a irreduzibel und p ¢ R* ist. Es folgt a ~ p und somit
(a) = (p). Aus 11.3 folgt, dass a prim ist.

(2) pilgr - ... - gs- Da py prim ist, gibt es ein i, so dass pi|g; (wende die
Definition 11.1.3 induktiv an). Wir nummerieren die ¢; so um, dass p;|¢;. Da
q1 irreduzibel ist und p; ¢ R*, folgt aus (11.2(2)), dass (p1) = (¢1). Also gibt
es ein u; € R*, so dass ¢; = w;p; nach (11.4(2)). Es folgt

Pr P2 Pr=PpP1-U1-qa-..."4gs

Wir kiirzen und erhalten

@ o= (U1-q) g3 Qs

Da (uy - g2) ebenfalls prim ist, konnen wir induktiv fortfahren. Es folgt r = s
und die Aussage des Satzes. O

Im Grundkurs wurde gezeigt, dass jedes Element aus Z eine eindeutige Prim-
faktorzerlegung im obigem Sinne hat. Damit ist Z ein UFD. Z.B. gilt

Um weitere Beispiele faktorieller Ringe zu erhalten, wollen wir zeigen
11.8 Satz: Jeder Hauptidealring ist faktoriell.
Das bedarf einer kleinen Vorbereitung:

11.9 Lemma: Sei R ein Hauptidealring und J; C Jo C J3 C ... eine auf-
steigende Idealkette. Dann gibt es ein n, so dass J,, = J,1x Vk € N. (Einen
kommutativen Ring mit dieser Eigenschaft nennt man noethersch.)

Beweis:: Nach (10.12) ist J = (J,oy Ji €in Ideal. Also gibt es ein a € R, so
dass (a) = J. Dann gibt es ein n, so dass a € J,. Es folgt J,., C J = (a) C
I O

11.10 Bemerkung: In einem noetherschen Ring kann es durchaus unend-
liche streng absteigende Idealketten geben. Da Z ein Hauptidealring ist, ist
Z noetherisch, aber

P O>P)>0E)>km)D...

p prim, ist eine unendliche streng absteigende Idealkette.
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Beweis von 11.8: Sei 2 # 0 aus R, z ¢ R*. Da in einem Hauptidealring “ir-
reduzibel” und “prim” dasselbe sind, geniigt es, x in ein Produkt irreduzibler
Elemente zu zerlegen.

Angenommen, das ist unmoglich. Dann besitzt x = zq eine Zerlegung (sonst
wére es irreduzibel)

To =11 I1,y17£07 T1, ¢R*

und mindestens eines von x; oder y; besitzt keine Zerlegung in irreduzible
Elemente, etwa z1. Es folgt (z¢) C (z1). Weiter gilt (xq) # (x1), denn nach
11.4.2 gibt es sonst ein v € R* mit xy = u-x1. Es folgt dann u-x1 = 2o = y1-21
und nach Kiirzen y; = u € R*, ein Widerspruch.

Wir wenden das Argument auf z; an und erhalten
Ty =Ty Yo T2,Y2F0 To,ya & R

und 1z besitzt keine Zerlegung in irreduzible Elemente. Wieder gilt (z1) &

(x2). Wir fahren fort und erhalten eine unendliche aufsteigende Idealkette

(o) ; (1) ; (z2) ; (3) ;

im Widerspruch zu (11.9). O

Um neue Beispiele zu finden, miissen wir also Hauptidealringe konstruieren.
Dazu fiithren wir einen neuen Typ von Ring ein, der Eigenschaften besitzt,
die an die ganzen Zahlen erinnern.

11.11 Definition: Ein euklidischer Ring ist ein Integritdtsring R mit einer
Abbildung
6 : R\{0} — N,

so dass
(1) 0(z) < o(x-y) Va,y € R\{0}
(2) zub e R\{0} und a € R existieren ¢,r € R, so dass
a=q-b+r, wobeir=0oderdj(r)<db).
11.12 Beispiel: (s. Grundkurs)
(1) Z mit 0(z) = |z| ist ein euklidischer Ring.

(2) Der Polynomring Klz] iiber einem Kdrper ist euklidisch mit §(f) =
grad f.
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11.13 Satz: Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Der Beweis ist praktisch wortlich derselbe wie fiir Z (vgl. Grundkurs): Sei
J # 0 ist Ideal in R. Wihle a € J derart, dass 6(a) = min{d(z);z € J\{0}}.
Daa € J, folgt (a) C J.

Sei umgekehrt « € J beliebig. Da a # 0, gibt es ¢,r € R mit
r=q-a+r, wobeir=0oderd(r)<da).

r=x—q-a¢€ J,dar und a aus J sind. Nach Wahl von a, kann daher
d(r) < 0(a) nicht zutreffen. Es folgt » = 0 und damit x € (a). O

Die euklidische Ringstruktur hat weitere Vorteile.
11.14 Satz: In einem euklidischen Ring R gilt
(1) 0(1) <d(z) Vo e R\{0}
(2) x € R* < §(z) =4(1)

Beweis: (1) Nach (11.11.(1)) gilt 6(1) < (1 - z) = 0(x).
2)zreR =JyeRmitx-y=1=0(1) <d(x) <do(x-y)=46(1).
Sei umgekehrt §(z) = §(1). Dann gibt es ¢,r € R mit

l=q-az+r, wobeir=0oderd(r)<d(z)=01).

Nach (1) ist 6(r) < (1) nicht mdglich. Also ist 7 = 0 und ¢ = =~ O
In euklidischen Ringen kann man dariiber hinaus grofite gemeinsame Teiler
auf einfache Weise finden. Wir wollen jetzt den Begriff des ggT" bzw kgV in
beliebigen kommutativen Ringen definieren.

11.15 Definition: Seien ay,...,a, € R. Wirnennen d € R einen ggT(aq, ..., ay),
wenn

(i) d|a; Vi
(ii) rla; Vi = r|d

Wir nennen v € R ein kgV(ay,...,a,), wenn
(i) a;lv Vi

(ii) a;|r Vi = v|r
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11.16 Aufgaben:
(1) Seienay,...,a, € R.Seidein ggT'(ay, ..., a,) und v ein kgV(ay, ..., a,).

Zeigen Sie:
(i) d ist ein ggT(ay,...,a,) <= dund d sind assoziiert.
(i) o' ist ein kgV'(ay,...,a,) <= v und v’ sind assoziiert.

(2) Sei R ein Hauptidealring und seien aq, ..., a, € R. Zeigen Sie
(i) dist ggT(ay,...,a,) <= (d)=(a1)+ ...+ (an)
(i) vist kgV(ay,...,a,) <= (v) = (a1)N...N (a)

(vgl. (10.17)). Insbesondere gibt es in Hauptidealringen stets grofite gemein-
same Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache.

11.17 Warnung: In faktoriellen Ringen braucht (11.16) nicht zu gelten!
Hier haben wir aber eine andere Moglichkeit, den ggT' oder das kgV zu
finden, eine Moglichkeit, die man in der Schule fiir R = Z intensiv nutzt.

11.18 Satz: In einem faktoriellen Ring existieren ¢gg¢T'(ay,...,a,) und
kgV(ay,...,a,).

11.19 Konstruktion von ggT(a,b), kgV(a, b): Seien
a=np...p;mund b=pi' . .pr mit 0 <7y, 0 < s
Primfaktorzerlegungen von a und b. Dann ist
d=rpl-...-p» mit t; = min(ry,s;), i=1,...,n
ein ggT(a,b) und
=yt
ein kgV'(a,b).

Der Beweis ist trivial und der allgemeine Fall gg7'(a4, ..., a,) wird entspre-
chend behandelt.

mit u; = max(r;, s;), i =1,...,n

11.20 Bemerkung: Aus (11.16) erhalten wir: Ist R ein Hauptidealring und
d = ggT(a,b), dann besitzt d eine Darstellung

d=r-a+s-bmitr,se R

Diese Darstellung findet in der Zahlentheorie viele Anwendungen. In euklidi-
schen Ringen gibt es konstruktive Verfahren fiir das Auffinden solcher Dar-
stellungen, der uns aus dem Grundkurs vertraute euklidische Algorithmus.
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11.21 Der euklidische Algorithmus: Sei R euklidischer Ring .
Sei rg € R und m € R\{0}. Wir konstruieren induktiv eine Folge

T0,T1,T2, ... mit 6(ry) > d(ry) > ... (%)

durch
Tic1 = @ " T + i mit Tig1 = 0 oder 5(7”2'4_1) < 5(7”2) (**)

Da §(ry) > 0(r2) > ..., muss die Folge abbrechen. D.h. es gibt ein n mit

rn # 0, aber 1,41 = 0.

Dann ist
n = ggT(’f’(], Tl)'
Der Beweis folgt wie im Grundkurs sofort aus ().

Induktiv konstruiert man eine Darstellung (Abwértsinduktion)
Tn = a; - Ti_1+br; a;,b; €R,

beginnend mit
Tn =Tn-9— Qn-1Tn—1 aus (xx)

Induktionschritt: Sei r,, = a;ri_1 + b;r;

Aus (xx) erhalten wir r;_o — q;_17;_1 = r;. Also
Tn = Qi - Tio1 + 0i(rice — qiaric1) = by + (@i — bigi1)1ia
So gewinnen wir die Darstellung
T = 99T (ro,71) = airo + b171.

11.22 Zur Erinnerung: Fiir grofle Zahlen ist (11.21) eine gute Methode,
den ggT' zu berechnen: ry = 17640, ry = 2772

17640 = 62772+ 1008
2772 = 2-1008 4 756
1008 = 1-756 4 252

76 = 3-252+0

Also: 252 = ggT' (17640, 2772).
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12 Ringe in quadratischen Erweiterungen

Im Grundkurs haben wir Unterkérper
Q(Vd)={a+bVd; a,beQ} CcR, deN

des Korpers der reellen Zahlen kennen gelernt. Ist d kein Quadrat, ist dies
ein Korper, der echt zwischen Q und R liegt. Solche Képer nennt man qua-
dratische Erweiterungen von Q.

Ist d negativ, erhélt man ebenfalls einen Korper, der aber ein Unterkorper
des Korpers der komplexen Zahlen ist.

12.1 Der Korper C der komplexen Zahlen:

C besteht aus allen formalen Ausdriicken der Form
a+b-i, abeR
und 7 ist ein fest gewdhltes Symbol. Wir definieren

(a1+b1~i)+(a2+bg-i) = (a1+a2)+(b1+bg)-i
(a1 + b1 . Z) . (CLQ + b2 . Z) = (a1a2 — blbg) + (a1b2 + blag) -1

D.h. wir rechnen mit diesern fomalen Ausdriicken in der uns bekannten Weise
mit der Zusatzinformation, dass

11 =—1.

Aus dieser Uberlegung folgt, dass C ein Ring ist mit 0 = 0 + 0 - i als neu-
tralem Element der Addition und 1 = 1 + 0 - ¢ als neutralem Element der
Multiplikation.

Wie iiblich schreiben wir
afira+0-7und b-ifir0+0b-4.

Es folgt, dass R = {a + 0 - ¢;;a € R} Unterkorper von C ist. Wir miissen
noch zeigen, dass z = a + b - 7 ein Inverses hat, falls z # 0. In diesem Fall ist
a® + b # 0. Wir ermitteln:

4 1 a— bi a—bi a—bi

:a+b~i_(a+bi)~(a—bi) a? —b2-i2 a2 4 b2

a b .
— -z
a?+b2 a4+ 0b?

Also 271 =
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12.2 Definition: d € Z heifit quadratfrei, falls d = —1 oder falls |d| > 1 und
fiir alle Primzahlen p das Quadrat p® kein Teiler von |d| ist.

12.3 Bezeichnung und Satz: Sei d quadratfrei. Dann ist
Q(Vd) = {z +yVd;z,y e Q} C C

der kleinste Unterkorper von C, der Q und v/d enthilt. Man nennt Q(+/d)
eine quadratische Erweiterung von Q.

Beweis:: Ist K ein Unterkérper von C, der @ und v/d enthilt, dann enthélt
K offensichtlich Q(v/d), weil K beziiglich der Addition und Multiplikation
abgeschlossen ist. Es bleibt also nur zu zeigen, dass Q(v/d) ein Unterkérper
von C ist.

0,1,—1 € Q(+/d). Weiterhin ist Q(v/d) additiv und multiplikativ abgeschlos-
sen: Sind x4+ z2Vd, y1 + y2V/d aus Q(\/E) mit xq, X2, y1, Y2 € Q, so gilt

(21 + 2oVd) + (g1 + 12Vd) = (21 +y1) + (22 + 12)Vd
(21 +22Vd) - (1 +y2Vd) = (211 + daoys) + (21y2 + 22y1)Vd,

und (z1441), (224ys), (T1y1+dzays), (T192+22y1) sind aus Q. Ist z+y+/d # 0
mit z,y € Q, wo bleibt noch nachzuweisen, dass
1
——c Q.
T+ y\/g

Dazu erweitern wir den Bruch mit 2 — yv/d und erhalten

1 z —yVd T Y
= = — -Vd d
v+yvd Pr—dyt 2?—dy? 2% —dy? VaeQwd)

Im Beweis haben wir benutzt, dass © — yv/d # 0, falls « + yv/D # 0. Das
ist a priori nicht klar, folgt aber aus dem néchten Lemma, das bereits im
Grundkurs bewiesen wurde.

12.4 Lemma: Ist d quadratfrei, dann gilt

(1) Vd¢Q
(2) 1 und V/d bilden eine Basis des Q-Vektorraumes Q(v/d).
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Teil (2) wurde im Grundkurs anders formuliert, weil der Begriff des Vektor-
raumes nicht eingefithrt war. Es wurde gezeigt: Aus

1 +y1\/az T +y2\/&

mit 1,2, y1,y2 € Q folgt 1 = x5 und y; = y2. D.h. jedes z € @(\/E) ist
eindeutig in der Form z = z 4+ yv/d mit z,y € Q darstellbar. Aber das ist
gerade die Bedingung an eine Basis.

Wir betrachten nun folgende Unterringe Ry C Q(v/d).
12.5 Definition: Sei d € Z quadratfrei. Wir definieren

Ry = {x4+yVd; z,y€Z} c Q(Wd), fallsd=2,3 mod 4

d
Rd:{#

s x,y €24, x =y mod 2} C Q(Vd), fallsd=1 mod4
Ist d =0 mod 4, ist 2%|d also d nicht quadratfrei.
12.6 Aufgabe: Zeigen Sie: Ry ist Unterring von Q(v/d) C C.

12.7 Bemerkung: (1) Z[\d] = {z +yV/d; z,y € Z} ist ebenfalls Unter-
ring von Q(v/d). Fiir quadratfreies d # 1 mod 4 ist Ry = Z[/d].

(2) Die Ringe Ry sind deshalb von Bedeutung, weil sie aus den z € Q(+/d)
bestehen, die Losung einer Gleichung

2?+ar+b=0
mit a,b € Z sind.

Ein zentrales Hilfsmittel zur Untersuchung der Ring R, ist die Normabbil-
dung:

12.8 Definition: Die Abbildung

N:Q(Wd) - Q, (z+yVd)— (z+yVd)-(z—yVd) =2" —dy’
heifit Normabbildung, und N(z) heifit Norm von z.
12.9 Eigenschaften:

(1) N(z) =0 <= 2=0
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(2) N:(Q(Vd),-) — (Q,) ist ein Monoidhomomorphismus
(3) Fir z € Ry gilt N(z) € Z.

Beweis: (1) Aus 12.4.2 folgt: 2 = 2 +yvV/d =0 <= z =y =0= N(z) = 0.
Umgekehrt: N(z) =0 < 22 =d-y% Ist y #£ 0, folgt d = & = (%)% Also

y2
ist d Quadrat einer rationalen Zahl und damit v/d € Q, ein Widerspruch zu
12.4(1). Also ist y = 0 und damit auch z = 0.

(2) Die Abbbildung
T Q(\/E) — Q(\/a),x—l—y\/gH x —yVd

ist ein Korperautomorphism: Sei z; = z1 + y1Vd, 20 = o + y2V/d

T(n+2) = 7@ +z2+ (1 +y)Vd) =21+ 25 — (11 + 1) Vd
= 21— yVd+ a2 — pVd=T7(z1) + 7(2)
(2 -2) = 7((w129 + dynys) + (212 + T2y1)Vd)
= (w122 + dyrys) — (2192 + 2291)Vd

= (71— yl\/a)(x2 - yz\/a) = 7(21) - 7(22)

(1) =1
Es folgt N(z1-20) = 21 20-7(21-22) =21+ 22 7(21) - T(22)
und N(1) = 1.

(3) ist klar, falls d # 1 mod 4. Fiir d =1 mod 4 erhalten wir

N <M) _ <<x+yﬁ><x—yﬁ>> P dp

2 4 4

Da z = y mod 2, folgt 2 = 3*> mod 4 (nachrechnen!), also z* — dy* =
22 —y?> =0 mod 4, weil d =1 mod 4. Damit ist der Zdhler durch 4 teilbar.
O
12.10 Lemma: Fiir z € Ry gilt

(1) ze R <= N(z2)==1

(2) N(z) prim = z irreduzibel
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Beweis:: (1) Ist z € R}, so ist N(z) € Z* = {£1}, da N ein Monoidhomo-
morphismus ist. Ist umgekehrt z = a + bv/d und N(z) = £1, folgt

+1 = (a + bVd)(a — bVd)

Also ist (a — bv/d) bzw. —(a — b\/d) invers zu z.
(2) Angenommen z = z; - zo. Dann gilt N(z) = N(z1) - N(22). Da N(z) prim
ist, ist V(z1) = £1 oder N(z) = £1. Also ist z; oder z; Einheit nach (1). O

Lemma 12.10 hat groBe Ahnlichkeit mit 11.14. Es liegt daher die Vermutung
nahe, dass wenigstens einige Ringe R; mit der Normabbildung euklidisch
sind.

12.11 Satz: Fiird = —11, -7, -3, -2, —1,2,3 ist Ry mit
5 RA0} =N, 2 [N(2)
ein euklidischer Ring und damit eine Hauptringideal.
Beweis:: Nach 12.9 ist [N (z)| € N\{0} fir z € R;\{0}. Es folgt
0(z1-22) = |N(21-29)| = |N(21)|-|N(22)] > |N(21)| = 0(21) V21, 22 € R;\{0}.
Sei jetzt z,y € Rg und y # 0. Wir suchen ¢ und r in Ry, so dass
z=gq-y+rmitr=0oder |[N(r)| <|N(y)|.
Angenommen ¢ und 7 existieren, dann gilt im Kérper Q(v/d)

Z =g+ =a+0Vd mit a,b € Q(V4) (+)
Y Y

Da N multiplikativ ist, geniigt es, ein ¢ € Ry so zufinden, dass | N (i)\ <1lin
(%) ist. Sei nun ¢ = u + vv/d mit u,v € Z. Dann gilt

g:;—q:a%—b\/a—u—v\/a:(a—u)+(b—v)\/3-
Es folgt: N(}) = (a —u)* — d(b—v)*.

Da a,b € Q, kénnen wir u,v € Z so wihlen, dass [a —u| < 2 und [b—v| <
Fiir d = —1, —2 folgt dann

1
5

r

0< N(
Y

AN

) =



Fiir d = 2, 3 folgt

< N(H) <

—3. -
Y 4

e~ =

Also |N(§| < Z <1

Fiir d = —3,—7,—11 ist d = 1 mod 4. Hier setzen wir ¢ = % + 2v/d mit
u,v € Z von gleicher Paritét. Wir wihlen v € Z derart, dass |b — 4| < 1.
Dann wihlen wir ein u von gleicher Paritét, so dass [a — %| < 1. Eine solche

Wahl ist immer moglich. Es gilt

u v u (%
NG = IN((a—§)+(b—§)\/3>| = I(a——)Q—d(b—%)Ql
Uy Vg 1 1 4+]d
— _ — . —_— — < - ° —
la 2\+|d\ |b 2| < 4—0—\d| 16 16 <1

U
12.12 Satz: Ist d < 0 quadratfrei, so gilt:
(1) R, = {£1, i} ¥ Z/4 mit i = v/—1 als Erzeuger.
(2) Ry ={%1,+5+1v/-3} 2 Z/6 mit 1 + $1/—3 als Erzeuger.
(3) Rt ={£1} 2 7Z/2 falls d < 0,d # —1, 3.
Beweis:: Sei z = a + bv/d mit a,b € Z. Dann ist N(z) = a® + |d| - b>. Also
2ER, = >+ 1d b =1

Ist |d| # 1, ist diese Gleichung nur fiir b = 0 und a = +1 erfiillt. Ist d = —1,
haben wir die Losungen (a,b) € {(1,0),(—1,0), (0,1), (0,—1)}.
Ist nund=1 mod 4 und 2z = § + %\/E mit a,b € Z von gleicher Paritét, so
gilt
2 dl - b2
2z € R < N(z):%zl = a*+|d - v* =4

Ist d < —3, ist diese Gleichung nur fiir b = 0 und a = +2 erfiillt. Fiir d = —3
haben wir die Losungen

(CL, b) S {(27 O)a (_2a 0)7 (1’ 1)7 (_17 1)’ (17 _1)7 (_17 _1)}

Da8l R} von den jeweils angegebenen Elementen multiplikativ erzeugt wird,
rechnet man nach. O

Fiir d > 1 ist die Situation erheblich komplizierter. Wir geben dafiir ein
Beispiel an:
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12.13 Beispiel: ¢ = 1+ /2 ist Einheit in Ry = Z[V/d], denn N(¢) = (1 +
V2) - (1 - \/5) = —1. Es folgt e ' = —1 + V2.

Da e > 1, folgt 1 <e < e? < < .... Es gibt also unendlich viele verschie-
dene Einheiten in Z[v/2]. Genauer kann man zeigen (ohne Beweis)

(Z[V2])? = {1} - (e),
wobei (g) die von ¢ erzeugte Untergruppe der Einheitengruppe ist.

Unter den Ringen R, gibt es nur wenige faktorielle. Damit ist die Existenz
von Primfaktorzerlegung selbst fiir Unterringe von C ein echtes Problem. Wir
wollen ein Beispiel angeben.

12.14 Satz: R_5 = Z[\/—5] C C ist kein faktorieller Ring.

Beweis: (1+5)(1 —y/-5)=6=2"-3.

Behauptung: (1 4 +v/=5), 2, 3 sind irreduzibel in R_j.

Beweis: Sei z € R_j5 eine dieser Zahlen. Ist z reduzibel, gibt es Nichteinheiten
x,y € R_5, so dass z = x - y. Es folgt

N(z)-N(y) = N(z2) und N(z),N(y) > 1.

Da N(z) die Werte 6,4,9 hat, je nach z, folgt N(x) € {2,3}. Sei z = a +
bv/—5. Dann gilt

N(z) = a* + 5b°.
Dieser Wert kann niemals 2 oder 3 sein.

Wire R_5 faktoriell, so wéren 2,3, (1 ++/—5) als irreduzible Elemente prim.
Damit hétten wir aber zwei Primfaktorzerlegungen von 6, die sich nach 12.12
nicht nur um Multiplikation mit Einheiten unterscheiden. O]
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13 Polynomringe

Im Grundkurs haben wir polynomiale Abbildungen R — R studiert. Ist
R[X] die Menge dieser Abbildungen, dann haben wir gezeigt, dass R[X] eine
Unterring des Rings Abb(R, R) aller Abbildungen R — R ist.

Ist R ein beliebiger Ring, dann braucht der Identitédtssatz fiir Polynome
(Grundkurs 12.23) nicht zu gelten. Deshalb miissen wir hier etwas anders
vorgehen.

13.1 Definition: Sei R ein Ring. Ein Polynom iiber R ist ein formaler Aus-
druck der Form

p:a0+a1X+a2X2+...+anX":ZaiXi
i=0

mit a; € R und einem Symbol X. Ist a; = 0, wird der Summand a; X" oft
weggelassen. Ist a,, # 0 nennt man a,, den Leitkoeffizienten von p und n den
Grad, grad(p), von p. Das konstante Glied von p ist ag. Ein Polynom der Form
p = ag heidt konstantes Polynom, das Polynom p = 0 heifit Nullpolynom und
das Polynom p =1 Einspolynom.

13.2 Bezeichnung: Mit R[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome
iiber R.

13.3 Seien p = > @; X’ und ¢ = > 0;X’ Polynome iiber R und k =
i=0 1=0
max(m,n). Wir definieren

k
p+aq=> (a;+b)- X,

i=0
wobei a; = 0 fiir m <t < kund b; =0 fir n < j <k, und

n+n

p-q= ZciXi mit ¢ = iaj “bij.
=0 j=0

Das sind dieselben Verkniipfungen wie im Grundkurs definiert, aber hier
betrachten wir die Polynome nicht als Abbildungen.

m

13.4 Satz: Fiir jeden Ring R ist (R[X], +, ) ein Ring mit —p = > (—a;)- X"

i=0
und dem Null- und Einspolynom als neutralen Elementen der Addition und
Multiplikation.
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Beweis: Den Beweis aus dem Grundkurs konnen wie nicht nehmen. Dieser
bezog sich auf Abbildungen.

Der explizite Nachweis der Axiome ist einfach, nur die Assoziativitat der
Multiplikation macht etwas Schwierigkeiten. Um uns das Leben einfacher zu
machen, beachten wir, dass

i
C; = E ajbi_j = E aj . bl.
Jj=0

jHI=i

Sei r = > w; X? ein drittes Polynom und d; = > ;- u,. Dann gilt mit den
=0 I+w=t
Bezeichnungen von 13.3

m+n n+s
p~q:ZCiXZ und ¢-r = d; X7
i=0 j=0

Der i-te Koeffizient von (p - q) - r ist

Z Cop " Uy = Z Z a;biuy, = Z @by, .

vHw=1 vtw=t j+l=v jHlH+w=i

Der i-te Koeffizient von p - (¢ - r) ist

Z CLjdt = Z Qj + Z bluw = Z ajbluw.

JHt=i JHt=i I+w=t GAl+w=i
Wir erhalten (p-q)-r=p-(q-r). u

13.5 Die Abbildung R — R[X], die r auf das konstante Polynom p = r
abbildet, ist ein Ringmonomorphismus. Daher kann man R als Unterring
von R[X] auffassen, ndmlich als Unterring der konstanten Polynome.

13.6 Gradregeln: Aus 13.3 erhalten wir fiir p # 0 und ¢ # 0

(1) gradp + g < max(grad p, grad q)

(2) Ist das Produkt der Leitkoeffizienten ungleich Null (das gilt stets in
einem Integritétsring), dann gilt

grad(p - q) = gradp + grad q.

Aus den Gradregeln folgt sofort
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13.7 (1) R[X] ist Integritidtsring <= R ist Integrititsring.
(2) Ist R ein Integritétsring, dann gilt R[X]* = R*.
(3) R[X] ist niemals ein Korper.

Beweis: (1) “=": R ist Unterring von R[X].

“<": Ist p # 0 und ¢ # 0, dann ist nach 13.6.2 auch p-q # 0

(2) Ist p-q = 1, gilt grad(p - ¢) = 0 und damit gradp = gradq = 0 nach
13.6.2.

(3) folgt aus (1) und (2). O

13.8 Beispiel: Ist R kein Integritdatring, braucht 13.7.2 nicht zu gelten: In
Z/4]X| haben wir

(14+2X) - (1+2X)=1+4X +4X*=1.
Also ist (1+2X) € Z/4[X]*.

Eine schone Eigenschaft von Polynomringen ist, dass man oft dividieren kann.

13.9 Division mit Rest: Sind f = Y ;X" und ¢ = > ;X" Polynome
i=0 i=0

aus R[X], so dass b, € R* ist, dann gibt es Polynome ¢ und r in R[X], so

dass

f=q-g+r mitr=0oder grad(r) < grad(g).

Der Bewelis ist wortlich derselbe wie der von Satz 12.20 des Grundkurses.

13.10 Erginzung: Ist R ein Integritétsring, dann sind ¢ und r in 13.5
eindeutig bestimmt.

Der Eindeutigkeitsbeweis ist derselbe wie von Satz 12.27 des Grundkurses.

Aus dem Divisionssatz und den Gradformeln folgt
13.11 Satz: Ist K ein Korper, dann ist K[X] ein euklidischer Ring mit
0 = grad : K[X]\{0} — N.

Insbesondere ist K[X] ein Hauptidealring.
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13.12 Jedes Polynom p = > ;X' € R[X] definiert eine polynomiale Abbil-
i=0
dung

fp R— R, THZai-riER
i=0

Statt f,(r) schreiben wir oft kiirzer p(r).

13.13 Beispiel: Verschiedene Polynome koénnen dieselbe polynomiale Ab-
bildung definieren: Z.B. definieren alle Polynome p; € Z/2[X]

e=X+X>+ .. .+ X%

die Nullabbildung Z/2 — Z/2. D.h. der Identitétssatz 12.23 des Grundkurses
braucht in allgemeinen Polynomringen nicht zu gelten.

Aus den Satzen 12.17 und 12.19 des Grundkurses und ihren Beweisen erhalten
wir

13.14 Satz: Ist R ein Ring, dann ist (Abb(R, R), +, -) mit der iiblichen Ad-
dition und Multiplikation von Abbildungen ein Ring und

a: R[X|— Abb(R,R), p+ f,
ist ein Ringhomomorphismus. U

13.15 Definition: Sei p € R[X]. Ein Element r € R heifit Nullstelle von p,
wenn p(r) = 0.

Den Beweis des Satzes 12.22 des Grundkurses kénnen wir auf unseren allge-
meinen Fall {ibertragen und erhalten Lemma 13.16 und Satz 13.17.

13.16 Lemma: Ist r eine Nullstelle von p € R[X], dann ist X —r ein Teiler
von p, d.h. es gibt ein ¢ € R[X], so dass

p=q-(X—r).

13.17 Satz: Ist R ein Integritétsring und p € R[X] vom Grad n, dann hat
p hochstens n Nullstellen.

Der Beweis des Eindeutigkeitssatzes 12.23 des Grundkurses iibertréigt sich
nun:

13.18 Satz: Ist R ein unendlicher Integritédtsring, dann definieren verschie-
dene Polynome verschiedene polynomiale Abbildungen. D.h. der Ringhomo-
morphismus « : R[X] — Abb(R, R) ist injektiv. O

70



Fiir den néchsten Abschnitt benotigen wir Irreduzibilitétskriterien fiir Poly-
nome. Wir erinnern: Ist f € R[X] ein Polynom, f # 0 und f ¢ R[X]*, dann
heifit f irreduzibel, wenn gilt:

f=q-9g=pe R[X]|" oder ¢ € RIX|".

13.19 Lemma: Ist R ein Integritiitsringing und f = ag +a; X + ax X? + X3
aus R[X] reduzibel, dann hat f eine Nullstelle.

Beweis: Sei [ = p-q mit p ¢ R[X]* und ¢ ¢ R[X]". Die Polynome p
und ¢ sind nicht konstant: Wéare etwa p = by, dann wére ¢ von der Form
qg=cX?>+c1X + ¢, und aus f = p - q folgt dann by - ¢y = 1, also by € R*
und damit p € R[X]*. Folglich hat p den Grad 1 und ¢ den Grad 2 oder
umgekehrt, etwa p = by + 0 X und ¢ = ¢ + 1 X + X2 Da by - ¢y = 1, ist
—coby Nullstelle von p:

p(—CQbo) == b() — b102b0 = bo — b() =0.

O

13.20 Satz: Ist f € Z[X] irreduzibel, dann ist es auch als Polynom aus
Q[X] irreduzibel.

Beweis: Sei f reduzibel in Q[X], d.h. f = ¢-h in Q[X] mit g,h ¢ Q[X]*.
Da Q[X] = Q*, sind g und A nicht konstant, d.h. gradg > 1 und grad h > 1.
Wir multiplizieren die Gleichung f = ¢ - A mit dem Hauptnenner a der
Koeffizienten von g und A und erhalten eine Gleichung

(%) a-f=7g-hmitg,h € Z[X], gradg = grad g, grad h = grad h.

Sei p ein Primteiler von a. Da Z[X]|/(p) = Z/p[X] ist und Z/p[X] nach
13.7(1) ein Integritétsring ist, ist p prim in Z[X] nach 11.3. Also teilt p einen
der Faktoren § oder h in Z[X]. Daher kénnen wir p aus der Gleichung kiirzen
und erhalten eine neue Gleichung mit denselben Eigenschaften wie (x). Wir
fahren fort, bis ganz a gekiirzt ist, und erhalten eine Gleichung

f=g-hmit g, he 7Z[X], gradg = grad g, grad h = grad h.
Also ist f € Z[X] reduzibel in Z[X], ein Widerspruch. O
Im Hinblick auf 13.19 zeigen wir noch

13.21 Lemma von Vieta: Ist a eine Nullstelle von f =ag+ a1z + ...+
a, X" € R[X], dann ist « ein Teiler von ay.

Beweis: Aus 0 = f(a) = ag + a1 + . .. + a,a” folgt

ap = —a1a — apa® — ... — a,a" = a - (—a; — aga — @)
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14 Algebraische Korpererweiterungen

Wir rekapitulieren aus dem Grundkurs

14.1 Definition: Sei (K, +,-) ein Korper. Ein K- Vektorraum ist eine abel-
sche Gruppe (V,HB) mit einer Skalarmultiplikation

KxV =V, (kv)—kxuv,

so dass fiir alle k,l € K und alle v,w € V gilt (Vertriaglichkeit von +, -, H
und x).

(1) kx(vBw)=kxw B kxw
(2) (k+D)*xv=Fkxv B l*xv
(3) (k-1)xv=Fkx(l*v)
(4) 1xv=v

3

4) 1xv
{v1,...,v,} C V heifit Erzeugendensystem, wenn jedes w € V Linearkom-
bination von vy, ..., v, ist. Ist jedes w eindeutig als Linearkombination von
v1, ..., v, darstellbar, nennt man {vq,...,v,} Basis von V. Die Dimension

von V ist die Anzahl der Elemente einer Basis.

14.2 {vy,...,v,} C V ist genau dann Basis, wenn es ein linear unabhéingi-
ges Erzeugendensystem ist.

In dieser Vorlesung kommen Vektorrdume in folgendem Zusammenhang vor.

14.3 Definition und Satz: Sei K ein Unterkorper des Korpers F. Wir
nennen K C F auch Korpererweiterung. F ist mit seiner Addition und Mul-
tiplikation ein K-Vektorraum. Seine Dimension dimg F heifit auch Grad der
Korpererweiterung und wird mit [F : K] bezeichnet. Ist [F : K] endlich, heifit
K C F endliche Kérpererweiterung.

14.4 Beispiele: (1) [C: R] = 2. Eine Basis ist {1,}.
(2) Ist d € Z quadratfrei, dann ist [Q(v/d) : Q] = 2. Eine Basis ist {1, V/d}.

(3) R ist ein unendlich-dimensionaler Q-Vektorraum, denn jeder n-dimen-
sionale Q-Vektorraum ist abzéhlbar, wihrend R iiberabzéhlbar ist.

(4) K[X] ist ein unendlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Basis ist
1,X, X% X3, .. ).
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14.5 Gradschachtelungssatz: Sind K C L und . C F endliche Kor-
pererweiterungen, dann ist auch K C [ endliche Kérpererweiterung, und es
gilt

[F:K]=[F:L]-[L:K].
Genauer gilt: Ist By = {z1,...,2z,,} eine K-Basis von L und By = {y1,...,yn}
eine L-Basis von F, dann ist Bs = {z;-y;;1 <i <m,1 < j <n} eine K-Basis
von [F.

Beweis: Aus dem zweiten Teil des Satzes folgt der erste, denn dann wiére
F:K]=m-n, [F:L=nund [L:K]=

Beweis des zweiten Teils: Sei 2z € F. Da B, LL-Basis ist, gibt es aq,...,a,
in IL, so dass

Z:al'y1+a2'y2+---+an'ynzza’jyj'

Da B; K-Basis von L ist, gibt es zu jedem a; € L Elemente b;, ..., by; € K,
so dass

aj = byjxy + bojra + ..+ by = Z biji

Es folgt

z=) a4y = (Z bisz‘) yi= > bilwi-y), by €K,
j=1 i=1

]:1 ]:1 =1 1=

3

Also ist Bs ein Erzeugendensystem fiir I als K-Vektorraum. B3 ist auch linear
unabhéngig, denn aus

n m

0= ZZC” i ;) Z (Zc]x> Y

7j=1 =1

mit ¢;; € K folgt fiir alle j
Z Cijly = 0 (*)
i=1

weil die y; linear unabhéngig {iber L sind und die Summen () in L liegen.
Da die x; linear unabhéngig iiber K sind und die ¢;; in K liegen, folgt

;=0 flirallel<i<mund1l<j<n.
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14.6 Definition: Sei K C F eine Koérpererweiterung. o € F heif3t algebraisch
tiber K, wenn es ein f # 0 in K[X] gibt, so dass f(«) = 0 in F. Gibt es kein
solches Polynom, heifit a transzendent.

14.7 Beispiele: (1) v/2 € R und i € C sind als Nullstellen von X2 — 2
bzw. X? + 1 algebraisch iiber Q.

(2) 7 und e sind transzendent iiber Q (der Beweis ist nicht einfach: Fiir e
wurde es 1873 von Charles Hermite (1822-1901) und fiir 7 dann 1882
von Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939) bewiesen).

14.8 Lemma: Sei K C F eine Kérpererweiterung und a € F. Dann ist die
FEinsetzabbildung
E,:K[X]—=TF, p pla)

ein Ringhomomorphismus.

Beweis: Sei p = S ;X' und ¢ = > b, X’ und k = max(m,n). Dann ist
=0 i=0
k
p+q="> (a;+b)X" Es gilt
i=0

k m n
E.(p+q) = Z(ai +b)a’ = Zai o'+ Zbi -a' = Ea(p) + Ealq).
0 i=0 i=0

=

Analog zeigt man, dass E,(p-q) = E.(p) - Ea(q) ist. Ist p = 1, folgt E,(p)
pla) =1

oo

14.9 Folgerung: Ist o € F transzendent, dann ist E, injektiv, da Kern £, =
{0}. Ist o € FF algebraisch, ist Kern E, # {0}.

Da K[X] ein Hauptidealring ist, wird jedes Ideal, J # {0} in K[X] von einem
Polynom erzeugt: J = (f). Ist J = (f) = (¢), dann unterscheiden sich f und
g nach 14.4 um einen Faktor a € K[X]* = K*, also um einen konstanten
Faktor. Damit gibt es genau ein Polynom f mit Leitkoeffizient 1, man nennt
solche Polynome normiert, so dass J = (f).

14.10 Folgerung: Ist a € F algebraisch iiber K, dann heifit das eindeutig
gegebene normierte Polynom f € K[X], fir das Kern E, = (f) ist, das
Minimalpolynom von « iiber K.

14.11 Satz: Sei K C F Korpererweiterung, o € F algebraisch iiber K mit
Minimalpolynom f. Dann gilt
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(1) f ist irreduzibel in K[X].
(2) K[X]/(f) ist ein Korper.

(3) K[X]/(f) ist isomorph zu Bild(E,). Folglich ist Bild(E,) ein Unter-
korper von IF, bezeichnet mit K(«).

(4) K(a) C F ist der kleinste Unterkorper, der K und « enthilt.

(5) [K[a] : K] = grad f. Ist grad f = n, dann ist {1,a,a? ..., a" '} eine
K-Basis von K(«).

Beweis: (1) Angenommen f ist reduzibel, dann gibt es nicht-konstante Po-
lynome p,q € K[X] mit f =p-q. Da 0= f(a) = p(a) - q¢(a), ist p(a) =0
oder ¢(a) = 0, etwa p(a) = 0. Dann ist p € Kern E, = (f), d.h. f teilt p.
Das ist unmoglich, da grad p < grad f.

(2) Da K[X] ein Hauptidealring und f irreduzibel ist, ist (f) nach 11.5 ma-
ximal und damit K[X]/(f) ein Kérper nach 10.21 und 10.20.

(3) Ist p € K[X]/(f) die Nebenklasse von p, dann definiert p — E,(p) = p(«)
nach dem Isomorphiesatz 10.11 einen Isomorphismus K[X]/(f) = Bild £, =
K(a).

(4) Aus dem Beweis von (3) folgt, dass es zu jedem z € Bild E, ein p =

S b X" € K[X] gibt, so dass
i=0

z=pla) =by+bia+...+b.a", b €K fiir alle i.

Der kleinste Unterkorper U von F, der K und « enthélt, enthélt diese Summe,
also auch jedes z € Bild E,, d.h. Bild E, C U. Da K C Bild E, als Bild der
konstanten Polynome und o« = E,(X) € Bild E,, ist Bild E,, ein Unterkérper
von F, der K und « enthilt. Es folgt Bild £, = K(a) = U.

(5) Sei z = p(a) € Bild E, = K(«). Wir teilen p durch f mit Rest
p=gq-f+r mitr=0oder gradr < grad f.

Dann gilt z = p(a) = q(a) - f(a) +r(a) = g(@) -0+ r(a) = r(a). Ist r =0,
dann ist z = 0. Im anderen Fall ist r = ¢y + 1. X + ... ¢ X" mit k < n und
c; € K, also

z=co+caa+...+ad k<n,
Damit ist {1,c,...,a" '} ein Erzeugendensystem von K(a) als K-Vektor-
raum. Das System ist auch linear unabhéngig, denn ist

n—1
0=bp-1+ba+...+b10"" =g(a)mitg=> bhX € K[X],

1=0
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dann ist g € Kern E,, also g € (f). D.h. f teilt g. Das ist aus Gradgriinden
nur moglich, wenn g = 0, d.h. wenn alle b; = 0. U

14.12 Lemma: Ist K C F eine Korpererweiterung, o € F und f € K[X] ein
irreduzibles normiertes Polynom mit f(«) = 0, dann ist f das Minimalpoly-
nom von .

Beweis: Sei g das Minimalpolynom von «, also Kern £, = (g). Dann ist
f € (g9), dh. g teilt f, also f = q-g. Da f irreduzibel ist, ist ¢ € K*. Da f
und ¢ normiert sind, folgt ¢ =1 und f = g. U

14.13 Beispiel: f = z® — 2 ist irreduzibel in Z[X], denn andernfalls hétte
f nach 13.19 eine ganzzahlige Nullstelle. Nach 13.21 kommen dafiir nur £1
und £2 in Frage, und dies sind keine Nullstellen von f. Also ist f das Mini-
malpolynom von /2. Nach 14.11.5 ist

Q(V2)={a+bV2+cV4; a,b,cc Q} CR
und jedes z € Q(v/2) ist eindeutig in der Form
a+bV2+cV4 mita,bceQ

darstellbar.
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Teil 111

Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal

15 Unterkorper konstruierbarer reeller Zah-
len

Sei E die Ebene, M C E eine Menge von gegebenen Punkten.

15.1 Nach Plato sind bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal folgende
Konstruktionsschritte erlaubt:

(1) Zeichnen einer Geraden durch zwei gegebene oder bereits konstruierte
verschiedene Punkte.

(2) Zeichnen eines Kreises um einen gegebenen oder bereits konstruierten
Punkt mit dem Abstand zweier gegebener oder bereits konstruierter
Punkte als Radius.

(3) Hinzufiigen der Schnittpunkte der so konstruierten Geraden und Kreise
zu den gegebenen oder bereits konstruierten Punkten.

Damit ein Konstruktionsverfahren {iberhaupt in Gang kommt, muss M min-
destens 2 Punkte haben:

15.2 Generelle Voraussetzung: M C E hat mindestens 2 Punkte.

15.3 Definition: Ein Punkt aus E heifit aus M konstruierbar, wenn er in
endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal aus M konstruierbar ist.

Aus der Schule sind folgende Konstruktionen mit Zirkel und Lineal bekannt.

15.4 (1) Ermittlung des Mittelpunktes einer Strecke.

2) Ermittlung der Mittelsenkrechten einer Strecke.

3) Féllen des Lotes auf eine Gerade g von einem Punkt auflerhalb von g.

4) Errichten des Lotes in einem Punkt P einer Geraden g.

(
(
(
(5

)
)
)
) Konstruktion der Parallelen zu einer Geraden g durch einen Punkt P.
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Sei M C E gegeben. Um algebraische Methoden anwenden zu kénnen, iden-
tifizieren wir E mit R? wie folgt: Wir wihlen zwei verschiedene Punkte aus
M und identifizieren die Gerade durch diese Punkte mit der xz-Achse. Den
einen Punkt nehmen wir als Nullpunkt (0,0), den anderen als (1,0). Damit
haben wir die Einheit festgelegt. Die y-Achse ist die Senkrechte zur x-Achse
im Punkt (0,0). Weiter identifizieren wir R mit der x-Achse.

Damit enthélt M in Zukunft stets die Punkte (0,0) und (1,0) aus R?.

15.5 a = (z,y) ist genau dann aus M konstruierbar, wenn x,y € R aus M
konstruierbar sind (wir erinnern z,y € R stehen fiir (z,0), (y,0) € R?).

Beweis: Ist a konstruiert, erhalten wir (z,0) und (0,y), indem wir von a
das Lot auf die z-Achs und y-Achse fillen. Der Kreis um (0,0) mit Radius
(0,0), (0,y) gibt uns dann (y, 0).

Sind umgekehrt (z,0) und (y, 0) konstruiert, erhalten wir wie eben auch (0, y)
und damit (z,y) als Schnittpunkt des Lotes in (z,0) zur z-Achse und des
Lotes in (0, y) zur y-Achse. O

15.6 Satz: Sei Kj; die Menge der aus M in endlich vielen Schritten konstru-
ierbaren Elemente von R (also die konstruierbaren Elemente auf der z-Achse)
Dann gilt:

(1) Ky C R ist ein Unterkorper.

(2) Ist a > 0 aus K, dann ist auch v/a € Kyy;.

Beweis: s. Grundkurs Satz 12.14.

Aus dem Grundkurs wissen wir weiter

15.7 (1) Jeder Unterkorper K von R enthélt Q.
(2) Fiir alle d € N gilt Q(Vd) C Ky.

Zum Beweis des Hauptresultats bendtigen wir

15.8 Lemma: Sei M C R? und (0,0),(1,0) € M. Sei K C R ein Un-
terkorper, der die Koordinaten aller Punkt aus M enthélt. Dann gibt es zu
jedem Punkt a = (z,y) € R?, der sich aus M durch einen einzigen Konstruk-
tionsschritt 15.1 konstruieren lédsst, einen Zwischenkorper K C L C R, so
dass z,y € L und [L: K] < 2.
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Beweis: Wir gehen die moglichen Konstruktionsschritte durch:

(1) a ist Schnittpunkt zweier Geraden ¢g; und go. Dabei geht g; durch die
Punkte (z;,y;) und (u;,v;), ¢ = 1,2. Dann geniigt g; der allgemeinen Gera-
dengleichung

W —wi) - (w —33) = (2 — x;) - (v — y5)
Damit sind die Koordinaten (x,y) von a Losungen des linearen Gleichungs-
systems

(y—y)(wr —v1) = (z—z1)(v1 —y1)

(v —y2)(uz —v2) = (z—m2)(v2—y2
dessen Koeffizienten alle in K liegen. Lost man dieses Gleichungssystem (etwa
mit der Einsetzmethode), addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert
man die Elemente aus K. Folglich liegen x und y bereits in K. Nehme L = K.

(2) a = (z,y) ist Schnittpunkt einer Geraden g durch Punkte (x;,y;) und
(r2,y2) aus M mit einem Kreis k& um (z3,ys) aus M, dessen Radius r der
Abstand zweier Punkte (x4, y4) und (x5, ys) aus M ist. Dann ist

7“2 = (1’4 — 1'5)2 + (y4 - y5)2 e K
und (z,y) ist Losung des Gleichungssystems

(y—y)(r2—21) = (z—21)(¥2— 1) I
(x—a3)’+(y—ys)® = 1r? I,

dessen Koeffizienten alle in K liegen. Wir 16sen I nach x oder y auf und
setzen in II ein. Da mindestens einer der Faktoren (xy — x1) oder (y2 — v1)
von 0 verschieden ist, ist das moglich. Kénnen wir I z.B. nach y auflosen,
erhalten wir so eine quadratische Gleichung fiir x mit Koeffizienten in K. Ist
die Losung x € K, so liegt wegen I mit x auch y in K, und wir nehmen wieder
L = K. Liegt x nicht in K, so ist sein Minimalproblem in K[X]| durch die
quadratische Gleichung gegeben, also vom Grad 2. In diesem Fall setzen wir
L = K(z). Aus Gleichung I folgt, dass dann auch y in L liegt.

(3) a ist Schnittpunkt zweier Kreise k; um Punkte (z;,v;) € M, deren Radien
r; Abstinde von Punkten aus M sind, i = 1,2. Wie in (2) ist r? € K. Dann
ist (z,y) Losung des Gleichungssystems

(z—21)’+ @y —wm) = i I
(z—22)?+(y—p2)* = 13 II

mit Koeffizienten in K. Ziehen wir II von I ab, fallen die quadratischen Terme
in z und y weg. Wir konnen dann nach z oder y auflésen und wie im Fall (2)
weiter verfahren. 0
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Sei Q(M) C R der kleinste Unterkérper von R, der @ und und die Koordi-
naten aller Punkte aus M enthélt. Wie in 2.9 kann man zeigen, dass

QM) = ﬂ{K, K ist Unterkorper von R und M C K}.
Offensichtlich gilt Q(M) C K.
15.9 Konstruierbarkeitskriterium: Sei M C R? und (0,0), (1,0) aus M.
(i) a = (z,y) ist genau dann aus M konstruierbar, wenn es eine Kette
Ko=QM)CcK, CcKyC...CK,

von Unterkérpern von R gibt, so dass [K; : K;—;] < 2fir 1 =1,...n
und die Koordinaten von a in K,, liegen.

(ii) Ist @ = (z,y) aus M konstruierbar, dann sind z und y algebraisch
iiber Q(M) und die Grade ihrer Minimalpolynome aus Q(M)[X] sind
Potenzen von 2.

Beweis: Ist a aus M in endlich vielen Schritten konstrierbar, dann gibt es
Punkte a1, as, ..., a, aus R?, so dass a, = a, und a; aus

Mi—l =MU {a'la - '>ai—1}

in einem Schritt konstruierbar ist. Sei Ky := Q(M). Nach 15.8 gibt es Korper
K;, so dass

i) KecK,cKyC...CcK,
(ii) Die Koordinaten von a; und damit aller Punkte aus M; liegen in K;.
(i) K, Ky <2 Vi=1,2,...,n
Nach der Gradschachtelungsformel ist
(K - Ko] = [Kp - QM)] = [Kp : K] - [Knoy - K] - - [Ky 2 Ko

eine Potenz von 2, etwa 2" fiir ein r < n.
Da Ky C K, und z,y € K, gilt

Ko C Ko(z) C K,, Ko CK(y) CcK,
Nach der Gradschachtelungsformel gilt

2 = [K, : Ko] = [Ky : Ko(2)] - [K(z), Ko].
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Also ist [Ko(z), Ko] und damit nach 14.11 auch der Grad des Minimalpoly-
noms von z in Ky[X] eine Potenz von 2. Entsprechendes gilt fiir y.

Das beweist (ii) und die eine Richtung von (i). Sei umgekehrt die Bedingung
aus (i) erfullt. Wir miissen zeigen, dass a konstruiert werden kann. Wir zeigen
nun induktiv, dass K; C K, fiir 0 < ¢ < n. Es folgt, dass die Koordinaten
von a in K, liegen, dass also a aus M konstruiert werden kann.

Wie wir oben angemerkt haben, gilt Ko = Q(M) C Kj,. Im Induktionsschritt
miissen wir zeigen: Ist K;_; C Kj;, dann folgt K; C K. Ist [K; : K; 4] =1,
gilt K; = K;_;, und wir brauchen nichts zu zeigen. Ist [K; : K;_;] = 2,
ergénzen wir das linear unabhéngige Element 1 zu einer K;_;-Basis {1, a} von
K;. Dann hat o eine Darstellung o = a-a+b-1 mit a, b € K;_;. Insbesondere
ist a als Losung einer quadratischen Gleichung mit Koeffizienten in K;_; nach
15.6 aus K;_; konstruierbar und damit auch jedes Element von K;. O
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16 Die klassischen Probleme

Die Quadratur des Kreises:

16.1 Theorem: Die Quadratur des Kreise mit Zirkel und Lineal ist nicht
moglich.

Beweis: Gegeben sei ein Kreis in der Ebene E mit Mittelpunkt P und Radius
r. Wir zeichnen eine Gerade durch P und wihlen das Koordinatensystem
so, dass P der Punkt (0,0) und ein Schnittpunkt der Geraden mit dem
Kreis der Punkte (1,0) ist. Wir miissen dann aus M = {(0,0),(1,0)} ein
Quadrat mit dem Flicheninhalt 7 - 12 = 7 konstruieren, denn r ist nun die
Einheit. Dann wére /7 die Grundseite dieses Quadrates. Wére der Kreis
mit Zirkel und Lineal quadrierbar, dann wére also /7 und damit auch 7 aus
M konstruierbar. Nach 15.9 wére somit 7 algebraisch itber Q(M) = Q, im
Widerspruch zum Satz von Lindemann (s. 14.5.2) O

Damit weil man seit 1882, dass Theorem 16.1 wahr ist.

Die Wiirfelverdoppelung:

Wirend einer Seuche in Griechenland befragten die betroffenen Bewohner das
Orakel des Apoll, wie Abhilfe geschaffen werden konnte. Apoll versprach, die
Seuche zu beenden, falls sein wiirfelformiger Altar durch einen mit doppelten
Volumen ersetzt wird.

Die Griechen machten sich also daran, die Seitenléinge dieses Altars zu kon-
struieren. Natiirlich versuchten sie es zunéchst mit Zirkel und Lineal, weil sie
folgendes Ergebnis nicht kannten:

16.2 Theorem: Die gefragte Wiirfelverdopplung ist mit Zirkel und Lineal
nicht moglich.

Beweis: Erkliren wir die Kantenldnge des gegebenen Wiirfels zur Einheit,
dann enthélt M die reellen Zahlen 0,1,+/2,/3, die letzteren als Flichen-
bzw. Raumdiagonale. Zu konstruieren ist die Kantenlédnge eines Wiirfels mit
doppeltem Einheitsvolumen, also v/2.

Sei M’ = {(0,0),(1,0)}. Nach 15.6 sind v/2 und /3 aus M’ konstruierbar.
Wiire /2 aus M konstruierbar, so wére es auch aus M’ konstruierbar. Das
Minimalpolynom von +/2 iiber Q(M’) = Q ist nach 14.11 das Polynom X3 —
2, ein Polynom 3. Grades. Nach 15.9 miifite 3 eine Potenz von 2 sein, ein
Widerspruch! O
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Die Winkeldrittelung:

16.3 Theorem: Nicht jeder Winkel ldsst sich mit Zirkel und Lineal drit-
teln. Insbesondere lasst sich ein Winkel von 60° nicht mit Zirkel und Lineal
dritteln.

Beweis: Gegeben ist ein Winkel um 60°. Wir schlagen einen beliebigen Kreis
um seinen Scheitelpunkt, den Radius des Kreises erkldren wir zur Einheit,

P so dass folgende Situation vorliegt. Wir
miissen aus den Punkten (0,0), (1,0)
und P den Punkt () konstruieren.

Die Koordinaten von P sind

11
P = (cos60°,sin60°) = ( \/g) :

\Q 272
’,/”// Die Koordinaten von @ sind
)55
| Q) = (cos20°,sin20°).
0 1

Da £ und 3v/3 nach 15.6 aus (0,0), (1,0) konstruiert werden kénnen, kann

() genau dann aus (0,0), (1,0) und P konstruiert werden, wenn ) aus (0, 0)
und (1, 0) konstruiert werden kann. Sei also M = {(0,0), (1,0)}. Wir miissen
cos 20° und sin 20° aus M konstruieren.

Ist cos20° aus M konstruierbar, dann auch 2 - cos20°. Nun folgt aus den
Additionstheoremen

cos 3o = 4 cos® a — 3 cos a.
Also
1 =2cos60° = 8cos®20° — 6cos20° = (2 - cos20°)® — 3 - (2 cos 20°).
Damit ist 2 - cos 20° Nullstelle des Polynoms
f=X>-3X -1

Nach 13.19 und 13.21 ist f irreduzibel in Z[X] und damit nach 13.20 irre-
duzibel in Q[X]. Damit ist f nach 14.10 das Minimalpolynom von 2 - cos 20°
iiber Q(M) = Q. Nach 15.9 miisste der Grad von f aber eine Potenz von 2
sein.

O
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Regulire n-Ecke:

Folgendes Resultat zéahlt nicht zu den klassischen Problemen, sollte aber jeder
Mathematiklehrerin bekannt sein:

16.4 Theorem: (Johann Carl Friedrich Gauf§ 1777-1855) Das reguldre n-
Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n eine Prim-
faktorzerlegung der Form

n=2"-p-py... ps
besitzt, wobei » > 0 und py,...,ps paarweise verschiedene Primzahlen der
Form
k
p=2 +1

mit k& € Ny sind.

16.5 Bemerkung: Die Zahl F}, = 22" + 1, k € Ny, heifit k-te Fermat’sche
Zahl nach Pierre de Fermat (1601-1665). Fermat vermutete 1650, dass alle
Fermat’schen Zahlen prim sind. Das ist richtig fiir Fy = 3, F; =5, Fy, = 17,
F3 =257, Fy = 65537, aber Fy = 641 - 6700417, wie Euler 1732 zeigte.

AuBer Fy, ..., F, sind keine weiteren Fermat’schen Primzahlen bekannt.

16.6 Bemerkung: (1) Ist das regulire n-Eck konstruierbar, dann ist auch
das regulére (2n)-Eck konstruierbar (konstruiere die Winkelhalbieren-

de).

(2) Ist n = k-l mit k, 1 > 2 und ist das reguldre n-Eck konstruierbar, dann
sind natiirlich auch das regulédre k-Eck und [-Eck konstruierbar.

(3) Sind k& und [ teilerfremd und sind das reguldre k-Eck und [-Eck kon-
struierbar, dann ist auch das regulire (k- 1)-Eck konstruierbar: Es gibt
a,b €7, so dafl

a-k+b-1=1.

Es folgt ;5 = a-1+b-. Die Kantenlinge des (k-1)-Ecks erhalten wir also
durch a-faches Abtragen der Kantenléinge des [-Ecks am Einheitskreis,
gefolgt von b-fachen Abtragen der Kantenldnge des k-Ecks.

Also geniigt es zu untersuchen, wann das regulire p*-Eck konstruiert werden
kann, wobei p > 2 eine Primzahl ist.

Trotzdem reichen unsere algebraischen Mittel nicht aus, Theorem 16.4 zu
beweisen. Man geht wie folgt vor:
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(1) Ist (1,0) der erste Eckpunkt und (z,y) der néchste im reguléren n-Eck,
dann gilt © = cos 27” und y = sin %’T Also brauchen wir das Minimal-
polynom von cos %’T oder von sin 27” Geschickter ist es, (z,y) mit der
komplexen Zahl = + ¢ - y zu identifizieren und die Menge der aus M

konstruierbaren komplexen Zahlen zu betrachten.

(2) Die Ausgangsmenge M ist dann eine Teilmenge von C. Wieder ist
die Menge C,; der aus M konstruierbaren komplexen Zahlen ein Un-
terkorper von C (die Beweise sind dieselben wie oben).

(3) Ist M = {x—i-y: x+i-y € M}, dann ist M aus M konstruierbar. Das
Konstruierbarkeitskriterium iibertragt sich fast wortlich: Man muss nur
Q(M) durch Q(M U M) ersetzen.

(4) Jetzt benotigt man das Minimalpolynom der komplexen Zahl ( =
coS 2;” +i-sin 2% iiber Q. Aus den Additionstheoremen folgt, dass (" = 1.
Daher ist das Minimalpolynom als Faktor von X" — 1 mit nicht allzu
groffem Aufwand findbar.

(5) Fiir die hinreichende Aussage von 16.4 miissen wir das Kriterium von
15.9(i) verifizieren. Dafiir benétigt man Resultate aus der Galois-Theorie
(nach Evariste Galois 1811-1832) und die Sylowsétze 9.7.

16.7 Kurze Geschichte der Konstruktionen:

Euklid (~325-265 v.Chr.) kannte die Konstruktionen von Dreieck, Quadrat
und reguldrem 5-Eck.

Erchinger konstruierte auf der Basis der Ergebnisse von Gaufi um 1800 herum
das regulére 17-Eck.

Richelot und unabhéingig davon Schwendenwein konstruierten gegen 1890 das

257-Eck.

Hermes beschéftigte sich um 1900 ganze 10 Jahre lang mit der Konstruktion
des 65537-Ecks, fiihrte sie aber nicht durch.

Bishop hat 1978 die Konstruktion computerisiert.
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