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Von studentischer Seite wird immer wieder die Frage gestellt, warum in der
Fachmathematik nicht mehr oder weniger fertige fachliche Unterrichtsein-
heiten vermittelt werden, die dann ohne allzu große Mühe in schulischen
Unterricht umgesetzt werden können.

Die Frage zeigt deutlich, daß viele Studierende nur ein beschränktes Verständ-
nis des Wesens der Mathematik besitzen. Die Gefahr besteht, daß dieses
Verständnis in den späteren Unterricht einfließt, mit katastrophalen Ergeb-
nissen, wie die mangelnde Akzeptanz der Mathematik durch die Schüler und
das falsche Bild der Mathematik in der Öffentlichkeit nur allzu deutlich be-
legen.

Mathematik ist eine universelle einsetzbare Denkstruktur, die man sich nur
durch intensives Training und Nachdenken aneignen kann. In diesem Sin-
ne wird die Mathematik von einer zunehmenden Zahl anderer universitärer
Fächer als die zentrale Hilfswissenschaft anerkannt.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie läßt sich sehr deutlich die Vorgangswei-
se der Mathematik erläutern: Aus einfachen, alltäglichen Problemen über
Wahrscheinlichkeiten wird ein mathematisches Modell in Form eines Axio-
mensystems abstrahiert, auf das man sich leicht einigen kann. Mit zuneh-
mender Komplexität der zu untersuchenden Probleme muß dieses Modell,
noch immer basierend auf Axiomen, verfeinert werden. Die dafür benötig-
ten mathematischen Werkzeuge müssen weiterentwickelt werden, das Modell
muß auf seine Stimmigkeit überprüft werden. Da dies weit über die Ver-
mittlung mathematischer Rezepte hinausgeht, fällt gerade dieser Teil vielen
Studierenden schwer. Natürlich ist dies wieder ein Hinweis auf die mangeln-
de mathematische Ausbildung in vielen Schulen, in denen Rechenfertigkeiten
vermittelt werden, deren Sinn viele nicht einsehen, aber auf zentrale Anliegen
der Mathematik nicht eingegangen wird.
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Teil I

Endliche
Wahrscheinlichkeitstheorie

1 Das mathematische Modell

Beim Werfen einer Münze sei W das Ereignis, daß
”
Wappen“ auftritt. Wir

wiederholen den Versuch n-mal. Sei

hn(W )

die Anzahl des Ergebnisses
”
Wappen“ bei n Würfen.

1.1 Definition: hn(W ) ist die absolute Häufigkeit des Ereignisses W bei
dem angegebenen Versuch. Der Quotient

rn(W ) =
hn(W )

n

heißt relative Häufigkeit des Ereignisses W .

Trägt man rn(W ) in einem Graphen auf (Beachte: Man macht nur eine
Versuchsreihe mit sehr großem n), so wird der Graph für kleine n kräftig
schwanken, sich aber für große n nach allen Erfahrungen bei einem festen
Wert in der Nähe von 0,5 einpendeln. Dieser Wert hängt von der Beschaffen-
heit der Münze ab.

1.2 Beispielversuche

Z, W, Z, Z, W, Z, Z, Z, Z, W, Z, W, Z, W, W, W, W, Z, Z,Z, W, W, Z

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

0,5

4



Will man diesen Versuch mathematisch fassen, liegt es nahe, dem Ereignis
W die Wahrscheinlichkeit

1.3 P (W ) = lim
n→∞

rn(W )

zuzuordnen. Ist das sinnvoll?

Schauen wir auf unser Experiment zurück. Skepsis muß die Bemerkung
”
nach

allen Erfahrungen“ auslösen. So etwas läßt sich mathematisch nicht fassen.
Weiter verlangt die Definition (1.3) eine unendliche Folge rn(W ), und die
liegt niemals vor. Selbst wenn sie vorläge, ist nicht klar, daß der Grenzwert
existiert. Wir sehen also, (1.3) ist nur ein bedingt brauchbarer Ansatz.

Wie geht ein Mathematiker weiter vor? Er untersucht zunächst Eigenschaften
der relativen Häufigkeit.

Betrachten wir wieder unser Experiment. Wir können uns für folgende Er-
eignisse interessieren:

W = Wappen tritt auf, Z = Zahl tritt auf.

Wir setzen
Ω = {W, Z}

Ω ist die Menge der Elementarereignisse. Ihre speziellen Wahrscheinlichkei-
ten festzulegen, kann schwer sein, wie wir gesehen haben. Die Münze ist ja
fast immer nicht

”
ideal“. Aber einige Dinge können wir sofort sehen: Dazu

betrachten wir Teilmengen A, B ⊂ Ω und fragen uns, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit der Ausgang unseres Experiments in A liegt.

1.4 Satz: Ein Versuch habe eine endliche Menge Ω von Ausgängen.

(1) ∀ A ⊂ Ω gilt 0 ≤ rn(A) ≤ 1

(2) rn(Ω) = 1, man nennt Ω das sichere Ereignis.

(3) Seien A, B ⊂ Ω und A ∩ B = ∅, dann gilt

rn(A ∪ B) = rn(A) + rn(B).

Beweis:

(1) Da 0 ≤ hn(A) ≤ n, folgt 0 ≤ rn(A) ≤ 1.

(2) Da jeder Versuchsausgang in Ω liegt, ist hn(Ω) = n. Also rn(Ω) = 1.
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(3) Da A ∩ B = ∅, ist hn(A ∪ B) = hn(A) + hn(B). Es folgt

rn(A ∪ B) = rn(A) + rn(B).

�

1.5 Bezeichnung: (1) Eine Teilmenge A ⊂ Ω nennen wir ein Ereignis,
die Elemente von Ω heißen Elementarereignisse.

(2) Zwei Ereignisse A, B heißen unverträglich, falls A ∩ B = ∅.

Satz 1.4 erheben wir nun zur Definition.

1.6 Definition: Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer
endlichen Menge Ω und einer Abbildung

P : P(Ω) −→ R

von der Potenzmenge P(Ω) aller Teilmengen von Ω nach R. Es gelten die
Axiome

(1) 0 ≤ P (A) ≤ 1 ∀ A ⊂ Ω

(2) P (Ω) = 1

(3) P (A ∪ B) = (P (A) + P (B) für alle A, B ∈ P(Ω) mit A ∩ B = ∅.

P heißt Wahrscheinlichkeitsmaß, kurz W -Maß, und (Ω, P ) nennen wir einen
endlichen W -Raum.

1.7 Bezeichnungen: (1) Seien A, B ∈ P(Ω). Falls A ∩ B = ∅, schreiben
wir A + B für A∪B. Also beinhaltet A + B u.a. stets, daß A∩B = ∅.

(2) A\B = {a ∈ A; a /∈ B}

(3) CA = Ω\A, das Komplement von A in Ω.

1.8 Folgerungen aus den Axiomen:

(1) P (CA) = 1 − P (A) ∀ A ∈ P(Ω)

(2) Für das unmögliche Ereignis ∅ gilt P (∅) = 0

(3) Für A ⊂ B gilt P (A) ≤ P (B).
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(4) P (B\A) = P (B ∩ CA) = P (B) − P (A ∩ B) ∀ A, B ∈ P(Ω)

(5) P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) ∀ A, B ∈ P(Ω)

(6) Sind A1, . . . , An ∈ P(Ω) paarweise unverträglich, d.h. Ai ∩ Aj = ∅ für
i 6= j, so gilt

P (A1 ∪ · · · ∪ An) = P (A1) + · · ·+ P (An).

Beweis:

(1) Ω = A + CA. Aus den Axiomen 2 und 3 folgt

1 = P (Ω) = P (A) + P (CA)

(2) ∅ = CΩ. Also P (∅) = P (CΩ) = 1 − P (Ω) = 1 − 1 = 0

(4) B = B ∩ Ω = B ∩ (A + CA) = B ∩ A + B ∩ C(A) = B ∩ A + B\A.

Es folgt
P (B) = P (B ∩ A) + P (B\A)

(3) Da A ⊂ B, folgt B ∩ A = A. Aus (4) und Axiom 1 folgt:

P (B) = P (A) + P (B\A) ≥ P (A)

(5) A ∪ B = A ∩ B + A\B + B\A. Also folgt aus (4) und (6)

P (A ∪ B) = P (A ∩ B) + P (A\B) + P (B\A)

= P (A ∩ B) + P (A) − P (A ∩ B) + P (B) − P (A ∩ B)

= P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

(6) durch Induktion nach n ≥ 2. Für n = 2 ist dies Axiom 3.

Induktionsschritt:

Voraussetzung: Sind A1, . . . , An, n ≥ 2, paarweise unverträglich, so gilt
P (A1 ∪ · · · ∪ An) = P (A1) + · · · + P (An).

Behauptung: Sind A1, . . . , An+1 paarweise unverträglich, so gilt

P (A1 ∪ · · · ∪ An+1) = P (A1) + · · · + P (An) + P (An+1).

Beweis: Sei B = A1 ∪ · · · ∪ An. Dann gilt

B ∩ An+1 = (A1 ∪ · · · ∪ An) ∩ An+1 = (A1 ∩ An+1) ∪ · · · ∪ (An ∩ An+1) = ∅.
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Aus Axiom 3 und der Induktionsvoraussetzung folgt

P (A1 ∪ · · · ∪ An+1) = P (B ∪ An+1) = P (B) + P (An+1)

= P (A1) + · · ·+ P (An) + P (An+1).

�

In einem endlichen W -Raum (Ω, P ) ist jedes Ereignis A ⊂ Ω eine endliche
Menge A = {a1, . . . , ar}. Es folgt aus (1.8) (6)

P (A) = P ({a1} + · · · + {ar}) = P ({a1}) + · · · + P ({ar}).

Damit erhalten wir sofort

1.9 Satz: Ein endlicher W -Raum (Ω, P ) ist eindeutig gegeben durch die
Menge Ω der Elementarereignisse und eine Funktion

f : Ω −→ R

genannt Zähldichte mit den Eigenschaften

(1) f(ω) ≥ 0 ∀ ω ∈ Ω

(2)
∑
ω∈Ω

f(ω) = 1.

Der Zusammenhang zwischen Zähldichte f und W -Maß P ist gegeben durch:

f(ω) = P ({ω})
P (A) =

∑

ω∈Ω

f(ω)

(Dabei wird die leere Summe (d.h. A = ∅) 0 gesetzt.)

Der Beweis ist klar!

1.10 Ausblick: Mit (1.6) haben wir eine Definition für ein Wahrschein-
lichkeitsmaß gefunden, die jede relative Häufigkeit offensichtlich erfüllt. Wir
werden daraus eine Theorie entwickeln, die sich somit stets anwenden läßt.
Bei konkreten Beispielen ist aber unser Anfangsproblem nicht gelöst. Wir
müssen nach wie vor im konkreten Fall Zähldichten oder W -Maße zuord-
nen und dabei (vielleicht nicht verifizierbare) Annahmen machen. Aber wir
werden später mit Hilfe unseres Axiomensystems zeigen können, daß der
Grenzwert 1.3 trotz aller Bedenken sinnvoll ist.
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2 Gleichverteilungen

Gleichverteilungen sind die einfachsten W -Räume. Beschäftigt man sich in
der Schule mit Wahrscheinlichkeitstheorie, stehen in den unteren Klassen
Gleichverteilungen im Vordergrund.

2.1 Definition: Ein endlicher W -Raum (Ω, P ) heißt Gleichverteilung oder
Laplace-Raum, wenn seine Zähldichte

f : Ω −→ R

konstant ist, d.h. es gibt ein r ∈ R, so daß f(ω) = r für alle ω ∈ Ω.

Aus (1.9) folgt sofort

2.2 Für die Zähldichte f und das W -Maß P eines Laplace-Raumes gilt:

f(ω) =
1

|Ω| ∀ ω ∈ Ω

P (A) =
|A|
|Ω| ∀ A ⊂ Ω.

Dabei bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente von A.

Bei einer Gleichverteilung besitzen die Elementarereignisse alle die gleiche
Wahrscheinlichkeit. Die einfachsten Beispiele sind das Werfen eines idealen
Würfels oder einer idealen Münze:

2.3 Beispiel: Ein idealer Würfel wird geworfen. Die Elementarereignisse
sind die auftretenden Augenzahlen. Also

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Die Zähldichte ist

f(x) =
1

6
∀ x ∈ Ω.

Man kann nun nach den Ereignissen G =
”
Augenzahl ist gerade“ oder A =

”
Augenzahl ist prim“ oder Kn =

”
Augenzahl ist ≤ n“ fragen, also nach

G = {2, 4, 6}, A = {2, 3, 5}, K5 = {1, 2, 3, 4, 5} usw.

Es folgt

P (G) =
1

2
, P (A) =

1

2
, P (Kn) =

n

6
für 1 ≤ n ≤ 6.
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2.4 Beispiel: Werfen einer idealen Münze. Die Elementarereignisse sind Z
=

”
Zahl“, W =

”
Wappen“. Also

Ω = {Z, W}.

Die Zähldichte ist

f(x) =
1

2
∀ x ∈ Ω.

Die damit verbundenen Fragestellungen sind meist von etwas künstlicher
Natur. Interessanter und amüsanter sind Probleme folgender Art

2.5 Probleme:

(1) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, beim Skatspiel 3 Buben,
darunter den Kreuzbuben zu erhalten?

(2) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, im Lotto den Hauptgewinn
oder überhaupt nur einen Gewinn zu erzielen?

(3) Geburtstagsproblem: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß
auf einer Party mit n Personen mindestens zwei der Personen am selben
Tag Geburtstag haben?

Zur Lösung dieser Probleme benötigen wir kombinatorische Formeln, also
mathematische Hilfsmittel, die wir noch nicht zur Verfügung haben.

3 Kombinatorische Formeln

In diesem Abschnitt leiten wir einige kombinatorische Formeln her, die wir
für die Behandlung der in (2.5) angesprochenen Probleme benötigen. Diese
Formeln wurden bereits im Grundkurs behandelt. Deshalb verzichten wir auf
den ausführlichen induktiven Beweis. Wir formulieren die Probleme mit Hilfe
des

”
Urnenmodels“.

Auf n verschiedene Urnen U1, . . . , Un sind k Kugeln zu verteilen.

3.1 In jede Urne dürfen beliebig viele Kugeln gelegt werden. Die Kugeln
sind unterscheidbar, etwa durch Nummern.

Anzahl der möglichen Kombinationen: nk.

Denn jede der k Kugeln kann in jede der n Urnen gelegt werden.
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3.2 In jede Urne darf höchstens eine Kugel gelegt werden, die Kugeln sind
unterscheidbar; n ≥ k

Anzahl der möglichen Kombinationen:

n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − (k − 1)) =
n!

(n − k)!
.

Im Sonderfall n = k also n!

Denn für die erste Kugel haben wir alle n Urnen frei, für die zweite (n − 1),
für die dritte (n − 2) usw.

3.3 In jede Urne darf höchstens eine Kugel gelegt werden. Die Kugeln sind
nicht unterscheidbar.

Die Anzahl der Kombinationsmöglichkeiten ist

(
n

k

)
=

n(n − 1) · . . . · (n − k − 1)

k!
=

n!

k!(n − k)!
.

Beweis: Wenn die Kugeln unterscheidbar wären, hätten wir

n!

(n − k)!

Kombinationen. Da sie aber nicht unterscheidbar sind, fallen einige dieser
Kombinationen zusammen, und zwar genau so viele, wie wir die Nummern
1, . . . k auf die k Kugeln verteilen können. Nach (3.2) gibt es dafür k! Möglich-
keiten, so daß wir insgesamt

n!

(n − k)! · k!

Möglichkeiten haben. �

Wir verallgemeinern das vorausgegangene Problem

3.4 In jede Urne darf höchstens eine Kugel gelegt werden. Es gibt r ver-
schiedene Typen T1, . . . , Tr von Kugeln (etwa verschiedene Farben), und zwar
k1 Kugeln vom Typ T1, k2 Kugeln vom Typ T2 usw., so daß k = k1 + · · ·+kr.

Zeigen Sie: Die Anzahl der verschiedenen Kombinationen ist

n!

k1!k2! . . . kr!(n − k)!
.
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Beweis: Wenn alle Kugeln unterscheidbar wären, hätten wir

n!

(n − k)!

Kombinationen. Von diesen Kombinationen fallen einige zusammen: Wir
können alle Kugeln vom Typ Ti untereinander austauschen, ohne die Kom-
bination zu ändern. Numerieren wir die Kugeln vom Typ Ti mit 1, 2, . . . , ki,
gibt es k1! verschiedene Möglichkeiten der Anordnung der numerierten Ku-
geln auf die vorgegebenen Plätze. Da das für alle Typen zutrifft, erhalten wir
die Formel. �

Da offensichtlich n! und die Binomialkoeffizienten
(

n

k

)
eine große Rolle spielen,

wiederholen wir ihre Definition.

3.5 Definition: Für k, n ∈ N : {0, 1, 2, . . .} definieren wir

n! =

{
1 · 2 · 3 · . . . · n für n > 0
1 für n = 0

(
n

k

)
=

{
n!

k!(n−k)!
für n ≥ k

0 für n < k

3.6 Aufgaben: (1)

(
n

k

)
=

(
n

n − k

)

(2)

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1

(3)

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n + 1

k

)

3.7 In jede Urne dürfen beliebig viele Kugeln gelegt werden. Die Kugeln
sind nicht unterscheidbar.

Anzahl der möglichen Kombinationen =

(
n + k − 1

k

)
=

(
n + k − 1

n − 1

)
.

Beweis: Wir denken uns n + k − 1 Positionen auf die wir n − 1 Leisten
verteilen können. Auf die übrigen k Positionen legen wir die Kugeln. Nach
(3.3) gibt es

(
n + k − 1

n − 1

)
1.5
=

(
n + k − 1

n + k − 1 − (n − 1)

)
=

(
n + k − 1

k

)
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verschiedene Möglichkeiten der Leistenverteilung. Die Kugeln von der ersten
Leiste kommen in die erste Urne, die vor der zweiten in die zweite usw.
und die nach der (n − 1)-ten Leiste in die n-te Urne. So bestimmt jede
Leistenverteilung eine der gesuchten Kombinationen und umgekehrt. �

Beispiel: n = 5, k = 7

1. 2. 4.3.

=̂

U5U4U3U2U1

Anwendungsbeispiele:

3.8 Wie viele verschiedene Autonummern sind maximal im Landkreis Os-
nabrück möglich, wenn jede Nummer aus 2 Buchstaben und 3 Ziffern besteht
und alle 26 Buchstaben und 10 Ziffern ausgenutzt werden?

Antwort: Wir haben 262 = 676 Buchstabenkombinationen und 103 = 1000
Ziffernkombinationen. Also gibt es maximal 676000 verschiedene Autonum-
mern.

3.9 6 Paare feiern eine Tanzparty. Wie viele verschiedene Paarkombinatio-
nen auf der Tanzfläche sind möglich, wenn immer alle Teilnehmer tanzen?

Antwort: Die 6 Männer müssen auf die 6 Damen verteilt werden. Nach (3.2)
gibt es dafür

6! = 720

verschiedene Möglichkeiten.

3.10 Wieviel verschiedene k-elementige Teilmengen hat eine Menge von n
Elementen?

Antwort: Fasse die Elemente der Menge als n Urnen auf, auf die wir k
Kugeln so verteilen, daß in jede Urne höchstens eine gelegt wird. Die k vollen
Urnen bestimmen eine k-elementige Teilmenge. Nach (3.3) gibt es somit

(
n

k

)

verschiedene k-elementige Teilmengen.

3.11 Wie viele verschiedene Blätter kann man beim Skatspiel erhalten?
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Antwort: Ein Skatspiel hat 32 Karten. Ein Blatt ist eine Kombination von
10 dieser Karten. Gefragt ist also nach der Anzahl der 10-elementigen Teil-
mengen einer 32-elementigen Menge. Nach (3.10) ist diese

(
32

10

)
= 64.512.240.

3.12 Aufgaben: (1) Beim Spiel
”
Master Mind“ muß man eine Kombina-

tion farbiger Stifte auf 5 Plätzen P1, . . . , P5 erraten. Es stehen Stifte in
8 verschiedenen Farben zur Verfügung (von jeder Farbe mindestens 5).
Wie viele verschiedene Kombinationen gibt es?

(2) Wie viele verschiedene Lotto-Tips gibt es im Spiel “6 aus 49”?

(3) Wie viele verschiedene Teilmengen hat eine n-elementige Menge? Fol-
gern Sie aus der Antwort und aus (3.10), daß

n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n.

(4) Beweisen Sie den Polynomialsatz

(x1 + · · ·+ xr)
n =

∑ n!

k1!k2! . . . kr!
xk1

1 xk2

2 . . . xkr

r .

Die Summe wird gebildet über alle (k1, k2, . . . , kr) mit 0 ≤ ki ≤ n und
k1 + k2 + · · ·+ kr = n.

4 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Probleme 2.5 eingehen.

4.1 Frage: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür

(1) schon beim Austeilen 3 Buben, darunter den Kreuzbuben zu erhalten?

(2) mindestens einen Buben im Skat zu finden? Dabei gehen wir davon
aus, daß wir unser eigenes Blatt nicht kennen.

Antwort (1): Man erhält 10 Karten aus 32. Sei Ω die Menge der verschie-
denen Skatblätter. Wir nehmen an, daß jedes Blatt gleichwahrscheinlich ist,
d.h. daß die Karten ideal sind. Nach (3.11) ist

|Ω| =

(
32

10

)
.
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Sei A ⊂ Ω die Menge der Blätter, die 3 Buben, darunter den Kreuzbuben
enthalten. Wir müssen |A| bestimmen.

Es gibt nur 3 verschiedene Bubenkombinationen: Es fehlt Pik- oder Herz-
oder Karobube. Die restlichen 7 Karten sind aus der Menge der 28 Nichtbu-
ben ausgewählt. Es folgt

|A| = 3 ·
(

28

7

)
.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

|A|
|Ω| =

3 ·
(
28
7

)
(
32
10

) =
3 · 28 · 27 · 26 · 25 · 24 · 24 · 23 · 22 · 2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 10

32 · 31 · 30 · 29 · 28 · 27 · 26 · 25 · 24 · 23 · 2 · 3 · . . . · 7

=
6 3 · 22· 6 8 · 9 6 10

4 6 32 · 31· 6 30 · 29
=

99

2 · 31 · 29
=

99

1798
= 0, 055 . . .

Antwort (2): Der Skat besteht aus 2 Karten. Wir haben also
(
32
2

)
verschie-

dene Möglichkeiten für den Skat. Sei Ω die Menge dieser Blätter, A1 ⊂ Ω
die Teilmenge mit einem Buben, A2 die Teilmenge mit 2 Buben. Dann ist
A1 ∩ A2 = ∅. Gesucht wird |A1| und |A2|.
Bestimmung von A1: Wir haben 4 Möglichkeiten für den einen Buben. Die
2. Karte ist aus den 28 Nicht-Buben. Also

A1 = 4 · 28.

Bestimmung von A2: Wir wählen 2 aus vier Buben. Also

A2 =

(
4

2

)
= 6.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

|A1| ∪ |A2|
|Ω| =

|A1| + |A2|
|Ω| =

(4 · 28 + 6)(
32
2

) =
(4 · 28 + 6) · 2

32 · 31

=
4 · 59

32 · 31
=

59

248
= 0, 2379 . . .

4.2 Frage: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, beim Lotto “6 aus
49”

(1) sechs richtige zu haben?

(2) 5 richtige mit Zusatzzahl zu haben?

(3) überhaupt einen Gewinn zu erzielen?
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Sie M die Menge der 49 Ziffern. Wir gehen von einem idealen Lottoziehgerät
aus, d.h. alle Zahlen werden mit derselben Wahrscheinlichkeit gezogen. Sei
Ω die Menge der möglichen Tips, d.h. Ω ist die Menge der 6-elementigen
Teilmengen von M . Sei X ∈ Ω der richtige Tip. Sei Ak ⊂ Ω, 0 ≤ k ≤ 6, die
Menge aller Tips mit genau k richtigen. Also

Ak = {T ∈ Ω; |T ∩ X| = k}

(beachte, daß T und X Teilmengen von M sind.)

Antwort 1: Da alle Tips gleichwahrscheinlich sind, ist die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit

1

|Ω| =
1(
49
6

) =
1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6

49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44
=

1

13.983.816
.

Antwort 2: Der Tip enthält die Zusatzzahl. Die übrigen 5 Zahlen müssen
aus den 6 richtigen kommen. Wir haben dafür 6 =

(
6
5

)
Möglichkeiten. Die

gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

6

13.983.816
.

Antwort 3: Man hat gewonnen, wenn man mindestens 3 richtige Zahlen
getippt hat. Gesucht wird also

P =
|A3 ∪ A4 ∪ A5 ∪ A6|

|Ω| =
|A3| + |A4| + |A5| + |A6|

|Ω| .

Berechnung von |Ak| : Sei T ein Tip in Ak. Dann enthält T k Zahlen aus
X ⊂ M und 6 − k Zahlen aus Z = M\X. Für die k richtigen Zahlen haben
wir

(
6
k

)
Möglichkeiten, für die restlichen falschen

(
43

6−k

)
Möglichkeiten, denn

|Z| = 43. Es folgt

|Ak| =

(
6

k

)
·
(

43

6 − k

)
.

Unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

P =

(
6

3

)(
43

3

)
+

(
6

4

)(
43

2

)
+

(
6

5

)(
43

1

)
+

(
6

6

)(
43

0

)

(
49

6

)

=

6 · 5 · 4
1 · 2 · 3 · 43 · 42 · 41

1 · 2 · 3 +
6 · 5
1 · 2 · 43 · 42

1 · 2 + 6 · 43 + 1

49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
.
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Hierbei haben wir die Formel
(

n

n−k

)
=
(

n

k

)
benutzt. Es folgt

P =
5 · 4 · 43 · 7 · 41 + 3 · 5 · 43 · 21 + 6 · 43 + 1

49 · 47 · 46 · 3 · 44

=
246820 + 13545 + 259

13983816
=

260624

13983816
=

32578

1747977

= 0, 018637 . . .

Die Wahrscheinlichkeit, beim Lottospiel “6 aus 49” überhaupt einen Gewinn
zu erzielen, ist kleiner als 1,9 Prozent.

4.3 Geburtstagsproblem: Wir machen die nicht ganz realistische Annah-
me, daß alle Tage als Geburtstage gleich wahrscheinlich sind. Weiter gehen
wir von 365 Tagen im Jahr aus.

Frage: n Personen besuchen eine Party. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit
dafür, daß mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben?

Sei An dieses Ereignis. Ω ist die Menge aller n-Tupel von Zahlen xi, 1 ≤ i ≤
365. Es folgt

An = {(x1, . . . , xn) ∈ Ω; mindestens zwei der xi sind gleich}.

Für n > 365 ist An = Ω, also

P (An) = 1.

Für n ≤ 365 berechnen wir P (CAn) : x = (x1, . . . , xn) ist genau dann in CAn,
wenn alle xi verschieden sind. Wir benutzen nun das Urnenmodel: Tage =̂
Urnen, Personen =̂ Kugeln.

Für x1 haben wir 365 Möglichkeiten, für x2 noch 364 usw. Also

|CAn| = 365 · 364 · . . . (365 − n + 1) =
365!

(365 − n)!
.

Da |Ω| = 365n, folgt

P (An) = 1 − P (CAn) = 1 − 365!

(365 − n)! · 365n
für n ≤ 365.

Auf der nachfolgenden Tabelle haben wir eine Liste der Wahrscheinlichkeiten
für 1 ≤ n ≤ 113.

Die Werte sind bis auf einen Fehler < 10−8 berechnet.
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Tabelle Wahrscheinlichkeiten beim Geburtstagproblem

n P (An) n P (An) n P (An)

1 0.00000000 41 0.90315161 81 0.99993311

2 0.00273973 42 0.91403047 82 0.99994795

3 0.00820417 43 0.92392286 83 0.99995965

4 0.01635591 44 0.93288537 84 0.99996882

5 0.02713557 45 0.94097590 85 0.99997600

6 0.04046248 46 0.94825284 86 0.99998159

7 0.05623570 47 0.95477440 87 0.99998593

8 0.07433529 48 0.96059797 88 0.99998928

9 0.09462383 49 0.96577961 89 0.99999186

10 0.11694818 50 0.97037358 90 0.99999385

11 0.14114138 51 0.97443199 91 0.99999537

12 0.16702479 52 0.97800451 92 0.99999652

13 0.19441028 53 0.98113811 93 0.99999740

14 0.22310251 54 0.98387696 94 0.99999806

15 0.25290132 55 0.98626229 95 0.99999856

16 0.28360401 56 0.98833235 96 0.99999893

17 0.31500767 57 0.99012246 97 0.99999922

18 0.34691142 58 0.99166498 98 0.99999942

19 0.37911853 59 0.99298945 99 0.99999958

20 0.41143838 60 0.99412266 100 0.99999969

21 0.44368834 61 0.99508880 101 0.99999978

22 0.47569531 62 0.99590957 102 0.99999984

23 0.50729723 63 0.99660439 103 0.99999988

24 0.53834426 64 0.99719048 104 0.99999992

25 0.56869970 65 0.99768311 105 0.99999994

26 0.59824082 66 0.99809570 106 0.99999996

27 0.62685928 67 0.99844004 107 0.99999997

28 0.65446147 68 0.99872639 108 0.99999998

29 0.68096854 69 0.99896367 109 0.99999998
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30 0.70631624 70 0.99915958 110 0.99999999

31 0.73045463 71 0.99932075 111 0.99999999

32 0.75334753 72 0.99945288 112 0.99999999

33 0.77497185 73 0.99956081 113 1.00000000

34 0.79531686 74 0.99964864

35 0.81438324 75 0.99971988

36 0.83218211 76 0.99977744

37 0.84873401 77 0.99982378

38 0.86406782 78 0.99986095

39 0.87821966 79 0.99989067

40 0.89123181 80 0.99991433

5 KlassischeWahrscheinlichkeitsverteilungen

5.1 Beispiel: In einer Urne liegen r rote und s schwarze Kugeln. Wir ziehen
n Kugeln, 0 ≤ n ≤ r + s. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß wir
genau k rote in dieser Kollektion von n Kugeln haben?

Antwort: Dieses Problem ist eine einfache Verallgemeinerung von Beispiel
4.2. Wir behandeln es analog:

Sei R die Menge der roten Kugeln, S die Menge der schwarzen Kugeln und
M = R ∪ S. Der Elementarereignisraum ist die Menge der Kollektionen von
n Kugeln, d.h. die n-elementigen Teilmengen von M :

Ω = {Y ⊂ M ; |Y | = n}.

Aufgrund der Aufgabenstellung ist uns auf Ω eine Gleichverteilung gegeben

f : Ω −→ R, f(A) =
1

|Ω| ∀ A ∈ Ω.

Sei nun analog zu (4.2) Ak die Menge der Kugelkollektionen mit genau k
roten Kugeln, d.h.

Ak = {Y ∈ Ω; |Y ∩ R| = k}.
Die Wahrscheinlichkeit für einen Zug von genau k roten Kugeln unter n
Kugeln ist somit

P (Ak) =
|Ak|
|Ω| .

Die Berechnung von |Ak| verläuft wie unter (4.2):
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Es gibt
(

r

k

)
verschiedene Möglichkeiten, k Elemente aus R auszuwählen,

nämlich die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von R. Diese Kollekti-
on von k roten Kugeln müssen wir durch eine (n − k)-elementige Teilmenge
aus S zu einer Kollektion von n Kugeln mit genau k roten Kugeln ergänzen.
Es gibt

(
s

n−k

)
verschiedene solche Teilmengen. Also besitzt Ak genau

(
r

k

)
·
(

s

n − k

)

Elemente. Die Elemente von Ω sind die n-elementigen Teilmengen von M .
Davon gibt es (

r + s

n

)

verschiedene. Wir erhalten also

P (Ak) =

(
r

k

)
·
(

s

n − k

)

(
r + s

n

)

Die Lösung des Beispiels 5.1 können wir in der Form eines W -Raumes ange-
ben: Der Ereignisraum ist in diesem Fall

H = {0, 1, . . . , n}.

Das Ereignis
”
k“ bedeutet: Bei der Ziehung von n Kugeln werden genau k

rote Kugeln gezogen. Demzufolge ist die Zähldichte

g : H −→ R, k 7−→

(
r

k

)(
s

n − k

)

(
r + s

n

) =: h(k; n, r, s).

5.2 Satz und Definition: (H, g) ist ein W -Raum. Die Zähldichte g nennt
man hypergeometrische Verteilung.

Der Beweis dieses Satzes ist ein Spezialfall von folgendem Satz, dessen Beweis
wir als Aufgabe stellen.

5.3 Satz: Sei (Ω, f) ein endlicher W -Raum und P das zugehörige W -Maß.
Seien A0, . . . , An ⊂ Ω paarweise disjunkte Teilmengen, so daß

Ω = A0 + A1 + · · ·+ An.
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Dann ist (H, g) mit H = {0, 1, . . . , n} und der Zähldichte

g : H −→ R, g(k) = P (Ak)

ein endlicher W -Raum.

5.4 Aufgabe: Zeigen Sie: Für r, s ∈ N und 0 ≤ n ≤ r + s gilt

n∑

k=0

(
s

k

)
·
(

s

n − k

)
=

(
r + s

n

)

(Wenn Sie unsere Ergebnisse konsequent nutzen, erübrigt sich jede Rech-
nung.)

Das Zufallsexperiment 5.1 kann ich auch wie folgt formulieren. Man zieht
nacheinander n Kugeln, notiert, ob sie rot oder schwarz sind, legt die Kugeln
nach jeder Ziehung nicht zurück. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die k-te
Kugel rot ist, hängt natürlich davon ab, welche Kugeln in den vorausgegan-
genen Zügen gezogen wurden. D.h. die n Einzelexperimente sind voneinander
abhängig.

Wir können nun das gleiche Experiment machen, legen aber nach jedem
Einzelzug die Kugel wieder zurück. D.h. die Wahrscheinlichkeit dafür, daß
beim k-ten Zug eine rote Kugel erscheint, ist (im Idealfall) dieselbe wie beim
1. Zug. Experimente dieser Art nennt man nach dem schweizer Mathematiker
Jakob Bernoulli (1654–1705) Bernoulli-Experiment.

5.5 Definition: Ein Zufallsexperiment, bei dem das Ereignis A eintreten
kann, wird n-mal wiederholt. Sei Ai das Ereignis, daß A bei i-ten Versuch
eintritt. Wir nennen die Versuchsreihe ein Bernoulli-Experiment für A vom
Umfang n, wenn gilt

(1) P (A1) = P (A2) = . . . = P (An) = p

(2) die Einzelexperimente sind voneinander unabhängig.

Auf den Begriff der Unabhängigkeit werden wir später noch formal eingehen.
Es ist aber schon ohne eine formal-mathematische Fassung intuitiv klar, was
damit gemeint ist.

Wie im Fall der hypergeometrischen Verteilung interessieren wir uns jetzt für
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei einem Bernoulli-Experiment für A vom
Umfang n das Ereignis A genau k-mal eintritt.

21



5.6 Bernoulli- oder Binomialverteilung: Wir machen ein Bernoulli-
Experiment vom Umfang n für ein Ereignis A eines Zufallsexperimentes.
Sei P (A) = p. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit

b(k; n, p)

dafür, daß A genau k-mal in der Versuchsreihe vorkommt. Sei q = P (CA) =
1 − p. Da uns nur interessiert, ob A eintritt oder nicht, schreiben wir T für
Treffer, falls A auftritt, und sonst N für Niete.

Die Elementarereignisse des Bernoulli-Experiments sind also n-Tupel von
Symbolen T, N . Der Elementarereignisraum Ω hat 2n Elemente. Die Wahr-
scheinlichkeit dafür, daß im i-ten Versuch T auftritt, ist p, und dafür, daß
im i-ten Versuch N auftritt, ist q. Also ist die Wahrscheinlichkeit für ein fest
gegebenes n-Tupel x ∈ Ω

pk · qn−k, falls x genau k Treffer enthält.

Jede k-elementige Teilmenge S von {1, . . . , n} bestimmt ein solches x: man
setzt Treffer an den Koordinaten ein, die in S liegen. Da es

(
n

k

)
solche S gibt,

erhalten wir

b(k; n, p) =

(
n

k

)
pk · qn−k

Auch dieses Ergebnis können wir zu einem neuen W -Raum machen: Uns
interessiert, ob wir bei einem Bernoulli-Experiment vom Umfang n genau k
Treffer haben. Der Elementarereignisraum ist also wieder

B = {0, 1, 2, . . . n}

und die Wahrscheinlichkeit für genau k Treffer, d.h. für das Elementarereignis
k ist b(k; n, p).

Aus Satz 5.3 folgt

5.7 Satz und Definition: B = {0, 1, . . . , n} mit der Zähldichte

k 7−→ b(k; n, p),

wobei 0 ≤ p ≤ 1 fest gegeben ist, ist ein endlicher W -Raum. Die Zähldichte
nennt man Bernoulli - oder Binomialverteilung.

5.8 Beispiel: Beim
”
Mensch ärgere dich nicht“ braucht man bei dreima-

ligem Würfeln mindestens eine 6, um herauszukommen. Wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, in der ersten Runde herauszukommen?
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Antwort: Sei A das Ereignis: Beim Würfeln tritt keine 6 auf. Dann ist
p(A) = 5

6
. Daß in allen drei Würfen keine 6 auftritt ist (A tritt dreimal auf)

b(3; 3,
5

6
) =

(
3

3

)(
5

6

)3

·
(

1

6

)0

=

(
5

6

)3

=
125

216
.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

1 − 125

216
=

91

216
= 0, 42 . . .

5.9 Polynomialverteilung: Bei einem Bernoulli-Experiment interessiert
uns nur, ob bei einem Einzelversuch ein Treffer oder eine Niete eintritt. Es
könnte aber sein, daß bei einem Einzelversuch mehrere uns interessierende
Ausgänge möglich sind.

Sei also (Ω, P ) ein endlicher W -Raum und A1, . . . , Ar paarweise unverträgli-
che Ereignisse, so daß

Ω = A1 + · · · + Ar.

Damit tritt bei jedem Versuch genau eines der Ereignisse A1, . . . , Ar ein. Sei
pi = P (Ai). Wie beim Bernoulli-Experiment wiederholen wir den Einzelver-
such n-mal und gehen davon aus, daß die Einzelexperimente voneinander
unabhängig sind. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit

p(k1, . . . , kr; n, p1, . . . , pr) k1 + · · ·+ kr = n

dafür, daß bei einer Versuchsreihe vom Umfang n die Ereignisse A1, . . . , Ar

genau k1, . . . , kr-mal auftreten.

Der zugehörige Elementarereignisraum Ω̂ besteht aus allen n-Tupeln in den
Symbolen A1, . . . , Ar. Die i-te Koordinate eines Tupels ist Ak, falls beim i-ten
Versuch das Ereignis Ak eintritt.

Sei nun S = S(k1, . . . , kr) ⊂ Ω̂ die Menge der Tupel, in denen Ai genau
ki-mal auftritt, 1 ≤ i ≤ r. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit für S. Sei

x = A1, . . . , A1︸ ︷︷ ︸
k1

, A2, . . . , A2︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . , Ar, . . . , Ar︸ ︷︷ ︸
kr

P (x) = pk1

1 ·pk2

2 · . . .·pkr

r . Jedes andere y ∈ S erhält man aus x durch Permuta-
tion der Koordinaten. Folglich ist P (y) = P (x), denn die Einzelexperimente
sind voneinander unabhängig. Es bleibt also nur noch |S| zu bestimmen. Wir
müssen k1 Kopien von A1, k2 Kopien von A2 usw. auf n

”
Urnen“ verteilen.

Nach (3.4) haben wir dafür

n!

k1!k2! . . . kr!
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Möglichkeiten, so daß

p(k1, . . . , kr; n, p1, . . . , pk) =
n!

k1!k2! . . . kr!
pk1

1 . . . pkr

r

Wieder erhalten wir einen neuen W -Raum.

5.10 Sei Poln die Menge der r-Tupel (k1, . . . , kr) mit ki ∈ N und k1 + · · ·+
kn = n. Seien p1, . . . , pr ∈ R+ mit p1 + · · · + pr = 1. Denn definiert

(k1, . . . , kr) 7−→ p(k1, . . . , kr; n, p1, . . . , pr)

eine Zähldichte auf Poln. Das zugehörige W -Maß heißt Polynomialverteilung.

5.11 Beispiel: Ein idealer Würfel wird 6-mal geworfen. Wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, daß 3-mal die sechs und 3-mal die fünf auftritt?

Antwort: Sei Ai das Ereignis
”
beim Würfeln tritt i auf“. Also pi = P (Ai) =

1
6
.

Gesucht wird

p(0, 0, 0, 0, 3, 3) =
6!

3! · 3!

(
1

6

)3

·
(

1

6

)3

=
20

66
=

20

46.656
= 0, 000428 . . .

5.12 Geometrische Verteilung: Wir betrachten folgende Variante eines
Bernoulli-Experiments. Wieder interessieren wir uns nur für Treffer (mit
Wahrscheinlichkeit p) und Niete (mit Wahrscheinlichkeit q = 1 − p). Wir
brechen die Versuchsreihe ab, sobald wir einen Treffer erzielen.

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit

g(k; p)

dafür, daß die Versuchsreihe nach dem k-ten Versuch abbricht.

Für p = 1 tritt bereits beim ersten Versuch ein Treffer auf, so daß g(1; 1) = 1
und g(k; 1) = 0 für k > 1. Sei nun p < 1.

Nun ist

g(k; p) = P
(
(

k−1︷ ︸︸ ︷
N, . . . , N, T )

)
= qk−1 · p.

Also

g(k; p)) = p(1 − p)k−1 für p < 1
und g(k; 1) =

{
1 k = 1

0 k > 1
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Wieder können wir das als neuen W -Raum deklarieren. Allerdings können
unsere Versuchsreihen beliebige Länge haben, so daß unser Elementarereig-
nisraum die Menge N\{0} ist.

5.13 Satz und Definition: Sei 0 ≤ p ≤ 1. Dann definiert

k 7−→ g(k; p)

eine
”
Zähldichte“ auf der Menge N\{0}. Das zugehörige W -Maß heißt geo-

metrische Verteilung.

5.14 Warnung: N\{0} ist nicht mehr endlich. Also müssen wir mit dem
Begriff der Zähldichte vorsichtig sein. In diesem Fall macht es aber Sinn:

(1) g(k; p) ≥ 0

(2)
∑

k∈N\{0}
g(k; p) =

∞∑
k=1

p(1 − p)k−1 = p ·
∞∑

k=0

(1 − p)k = p · 1
1−(1−p)

= 1

5.15 Beispiel: Ein(e) Student(in) feiert eine bestandene Klausur sehr hef-
tig und kommt dilirisch nach Hause. Die Person hat 7 ähnliche Schlüssel,
von denen einer in die Haustür paßt. Sie wählt einen Schlüssel aus und ver-
sucht aufzuschließen. Gelingt das nicht, legt sie den Schlüssel zurück, wählt
wiederum wahllos und versucht es nochmals. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit erwischt sie genau beim 4. Versuch den richtigen Schlüssel? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit benötigt sie höchstens 4 Versuche?

Antwort 1: p =
1

7
. Gefragt ist g(4; p) =

1

7
·
(

6

7

)3

=
216

2401
= 0, 0899 . . .

Antwort 2: Gesucht wird

4∑

k=1

g

(
k;

1

7

)
= p ·

4∑

k=1

(
6

7

)k−1

=
1

7
·

3∑

k=0

(
6

7

)k

=
1

7
· 1 − (6

7
)4

1 − 6
7

= 1 −
(

6

7

)4

= 1 − 1296

2401
=

1105

2401
= 0, 460 . . .

Die geometrische Verteilung zeigt, daß unser mathematisches Modell sehr
schnell an seine Grenzen stößt. Es gibt eine Reihen von Versuchsanordnun-
gen mit unendlich vielen Ausgängen. Deshalb ist es wünschenswert, unser
Modell zumindest auf abzählbare Mengen von Elementarereignissen zu er-
weitern. Wir könnten unser Axiomensystem 1.6 wörtlich übernehmen. Das
genügt aber nicht, um Satz 1.9 zu beweisen, denn jetzt können Teilmengen
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unendlich viele Elemente haben. Alternativ könnten wir uns von der geo-
metrischen Verteilung leiten lassen, für die wir noch immer eine Zähldichte
haben:

5.16 Ansatz: Ein diskreter W -Raum soll durch eine endliche oder ab-
zählbare unendliche Menge Ω zusammen mit einer Zähldichte

f : Ω −→ R

bestimmt sein, die den Bedingungen (1.9) genügt, d.h.

(1) f(ω) ≥ 0 ∀ ω ∈ Ω

(2)
∑
ω∈Ω

f(ω) = 1

Übersetzen wir das wie im Beweis von (1.9) in ein Axiomensystem wie in
(1.6) erhalten wir

5.17 Definition: Ein diskreter W -Raum ist ein Paar (Ω, P ) bestehend aus
einer endlichen oder abzählbar unendlichen Menge Ω von sog. Elementarer-

eignissen und einer Abbildung

PiP(Ω) −→ R,

genannt W -Mass, so daß gilt

(1) 0 ≤ P (A) ≤ 1 ∀ A ⊂ Ω

(2) P (Ω) = 1

(3) Ist M eine endliche oder abzählbar unendliche Menge von Teilmengen
von Ω und gilt A ∩ B = ∅ für alle A, B ∈ M mit A 6= B, dann gilt

P

( ⋃

A∈M

A

)
=
∑

A∈M

P (A)

Der einzige Unterschied zum Axiomensystem (1.6) ist, daß in Axiom 3 auch
abzählbare Vereinigungen paarweise disjunkter Teilmengen zugelassen sind.
Diese Erweiterung des Axiomensystems erlaubt die wörtliche Übertragung
des Beweises von Satz 1.9 auf den abzählbaren Fall.
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Anhang: Reihen

In (5.16) und (5.17) treten
”
unendliche Summen“, also, präziser ausgedrückt,

Reihen auf. Wir erinnern daran, daß der Grenzwert einer Reihe von der Rei-
henfolge der Summation abhängen kann. In (5.16) und (5.17) ist diese Rei-
henfolge nicht spezifiziert. Da es sich um Reihen mit positiven Summanden
handelt, ist dies auch nicht nötig. In diesem Anhang erläutern wir diese Pro-
blematik und wiederholen Ergebnisse aus der Theorie der Reihen.

5.18 Definition: Sei (an)n∈N eine Folge in R. Die zugehörige Reihe Σan ist
die Folge (sn)n∈N der Partialsummen

sn = Σn
k=0ak = a0 + a1 + · · ·+ ak.

Wir schreiben
Σ∞

n=0an für lim
n→∞

sn

und nennen diesen Grenzwert (der nicht zu existieren braucht) die Summe
der Reihe Σan.

5.19 Beispiel: Sei (an)n≥1 die Folge mit

a2n−1 =
1

n
a2n = −1

n
n ≥ 1

also die Folge

1, −1,
1

2
, −1

2
,

1

3
, −1

3
, . . .

Es folgt: s2n−1 = 1
n
, s2n = 0. Damit konvergiert die Reihe, und

Σ∞
n=1an = 0.

Wir ordnen die Reihe wie folgt um: Wir sortieren die positiven Terme in
Blöcken

1,

{
1

2
,
1

3
,

1

22

}
,

{
1

22 + 1
, . . . ,

1

24

}
,

{
1

24 + 1
, . . . ,

1

26

}
, . . .

Hinter den k-ten Block ordnen wir die k-te negative Zahl ein.

Summieren wir die Blöcke, erhalten wir Werte ≥ 1, denn

1

22k + 1
+ · · ·+ 1

22k+1
︸ ︷︷ ︸

22kSummanden

+
1

22k+1 + 1
+ · · ·+ 1

22(k+1)
︸ ︷︷ ︸

22k+1Summanden

≥ 22k

22k+1
+

22k+1

22(k+1)
=

1

2
+

1

2
= 1.
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Betrachten wir die Partialsumme bis zur negativen Zahl − 1
k
, erhalten wir

einen Wert

tk ≥ 1 − 1 +

(
1 − 1

2

)
+

(
1 − 1

3

)
+ · · ·+

(
1 − 1

k

)
≥ k

2
.

Damit hat die zugehörige Reihe den Grenzwert +∞.

Analog können wir den Grenzwert −∞ durch geeignetes Umordnen errei-
chen. Mit etwas mehr Sorgfalt, kann man durch geeignetes Umordnen jeden
vorgegebenen Grenzwert erzielen. 2

Vor dem Hintergrund dieses Beispiels wird klar, daß (5.16) nicht unkommen-
tiert bleiben kann: Die Reihe (5.16)(2) könnte von der Reihenfolge der ω ∈ Ω
abhängen, und wir haben keine vorgegebene Reihenfolge.

Wir erinnern:

5.20

∞∑

k=0

ak = A ⇐⇒ lim
n→∞

sn = A, wobei sn =
n∑

k=0

ak

⇐⇒ ∀ s > 0 ∃ n0, so das

∣∣∣∣A −
n∑

k=0

ak

∣∣∣∣ < s ∀ n > n0.

5.21 Definition: Eine Reihe Σan heißt absolut konvergent, wenn Σ|an| kon-
vergiert.

5.22 Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent (folgt aus dem Cauchy-
Konvergenzkriterium).

Wichtig für uns ist der folgende Satz.

5.23 Satz: Sei Σan eine absolut konvergente Reihe mit Grenzwert A. Dann
konvergiert auch jede Umordnung der Reihe gegen A.

Beweis: Sei τ : N → N eine bijektive Abbildung. Wir müssen zeigen, daß

lim
n→∞

n∑

k=0

aτ(k) = A.

Sei s > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung existiert B =
∞∑

k=0

|ak| =

lim
n→∞

n∑
k=0

|ak|.

28



Also existiert n0, so daß

∣∣∣∣B −
n∑

k=0

|ak|
∣∣∣∣ =

∞∑

k=n+1

|ak| <
s

2
∀ n ≥ n0.

Es folgt ∣∣∣∣A −
n0∑

k=0

ak

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∞∑

k=n0+1

ak

∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n0+1

|ak| <
s

2
.

Sei nun N = max{τ−1(0), . . . , τ−1(n0)}. Dann gilt

{0, 1, 2, . . . , n0} ⊂ {τ(0), τ(1), . . . , τ(N)}.

Für m ≥ N gilt dann

∣∣∣∣A −
m∑

k=0

aτ(k)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

n0∑

k=0

ak −
m∑

k=0

aτ(k)

︸ ︷︷ ︸

≤

∞∑

k=n0+1

|ak| <
s

2

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣A −

n0∑

k=0

ak

︸ ︷︷ ︸
< s

2

∣∣∣∣ < s

�

Es folgt, daß eine Reihe mit nur positiven Gliedern beliebig umgeordnet
werden kann, ohne daß sich der Grenzwert ändert. Damit macht (5.16) (2)
und (5.17) (2) Sinn.

6 Bedingtheit und Unabhängigkeit

Wir haben bei der Behandlung von Bernoulli-Experimenten bereits intui-
tiv vom Begriff von voneinander unabhängigen Experimenten Gebrauch ge-
macht. Wir wollen diesen Begriff axiomatisch behandeln, aber beginnen mit
Beispielen, bei denen die Unabhängigkeit ausgeschlossen werden kann.

6.1 Beispiel: (Hypergeometrische Verteilung)
Wir haben eine Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln. Sei M = r + s.
Wir ziehen nacheinander zwei Kugeln ohne sie zurückzulegen. Wir fragen
nach folgenden Ereignissen:

R: die erste Kugel ist rot
S: die erste Kugel ist schwarz
E: die zweite Kugel ist rot
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Mit den Wahrscheinlichkeiten für solche Ereignisse haben wir uns schon
beschäftigt (s. Beispiel 4.1(2)),

P (E) =
r

M
,

denn die erste Kugel hat gegenüber der zweiten keine Besonderheiten. Nun
ist die Wahrscheinlichkeit von E aber natürlich abhängig vom Ergebnis des
ersten Zuges:

Wenn man weiß, daß im ersten Zug eine rote Kugel gezogen wird, ist die
Wahrscheinlichkeit für eine rote Kugel im zweiten Zug nicht mehr r

M
. Wir

wollen das näher untersuchen: Ω ist die Menge der geordneten Paare von
Kugeln aus der Urne, geordnet, weil wir zwischen erster und zweiter Kugel
unterscheiden. Wir haben eine Gleichverteilung

|Ω| = M · (M − 1)

|R| = r · (M − 1)

|S| = s · (M − 1)

|E| = (M − 1) · r. Also P (E) =
(M − 1) · r
M · (M − 1)

=
r

M
.

Wenn wir aber wissen, daß die erste Kugel rot ist, liegt bereits das Ereignis
R vor. Unter dieser Voraussetzung ist die Wahrscheinlichkeit für das
Eintreten von E dann

|R ∩ E|
|R| =

|R∩E|
|Ω|
|R|
|Ω|

=
P (R ∩ E)

P (R)
=

r(r−1)
M(M−1)

r
M

=
r − 1

M − 1
.

6.2 Definition: Seien E und F Ereignisse in einem W -Raum (Ω, P ), so daß
P (F ) > 0. Dann heißt

P (E|F ) =
P (E ∩ F )

P (F )

die bedingte Wahrscheinlichkeit von E unter (der Voraussetzung) F .

6.3 Beispiel: Drei Münzen werden nacheinander geworfen. E sei das Ereig-
nis

”
wenigstens zweimal Kopf“ und F das Ereignis

”
die erste Münze zeigt

Kopf“. Der Elementarereignisraum ist

Ω = {KKK, KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK, ZZZ}.
Hier steht K für Kopf und Z für Zahl. Wir nehmen wieder eine Gleichver-
teilung an. E und F sind die Teilmengen

E = {KKK, KKZ, KZK, ZKK}
F = {KKK, KKZ, KZK, KZZ}.
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Wir erhalten

P (E) =
|E|
|Ω| =

1

2
P (F ) =

|F |
|Ω| =

1

2

P (E ∩ F ) =
|E ∩ F |
|Ω| =

3

8
.

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit von E, falls wir bereits wissen,
daß die erste Münze Kopf zeigt, also unter der Voraussetzung F

P (E|F ) =
3
8
1
2

=
3

4
.

In vielen praktischen Situationen sind uns bedingte Wahrscheinlichkeiten ge-
geben oder lassen sich leicht berechnen. Die folgenden Sätze ermöglichen es
uns, aus solchen Daten andere (bedingte) Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln.

6.4 Multiplikationssatz: Sei (Ω, P ) ein W -Raum.

Für beliebige Ereignisse A1, A2, . . . , An ⊂ Ω, so daß P (A1 ∩ . . . ,∩An−1) 6= 0,
gilt

P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) = P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2) · . . . ·
P (An|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1).

Beweis durch Induktion nach n: Da P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1) 6= 0 und

(A1 ∩ . . . ∩ An−1) ⊂ (A1 ∩ . . . ∩ An−2) ⊂ . . . ⊂ (A1 ∩ A2) ⊂ A1

folgt aus (1.8.3), daß

0 < P (A1 ∩ . . . ∩ An−1) ≤ P (A1 ∩ . . . ∩ An−2) ≤ · · · ≤ P (A1 ∩ A2) ≤ P (A1),

so daß die Faktoren der rechten Seite der Formel alle definiert sind. Für n = 1
ist die Formel offensichtlich richtig.

Induktionsschluß:

Voraussetzung: Die Formel gelte für n.
Behauptung: Sie gilt auch für n + 1.

Beweis: Nach (6.2) mit E = An+1 und F = A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An gilt

P (An+1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) =
P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An ∩ An+1)

P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An)
.
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Es folgt

P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An ∩ An+1)

= P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) · P (An+1|A1 ∩ . . . ∩ An)

= P (A1) · P (A2|A1) · . . . · P (An|A1 ∩ . . . ∩ An−1) · P (An+1|A1 ∩ . . . ∩ An),

letzteres nach Induktionsvoraussetzung. �

6.5 Beispiel: Eine Sendung von 60 Glühbirnen enthält 6 defekte. Man wählt
willkürlich 5 Glühbirnen aus. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß keine
defekt ist.

Antwort: Sei Ak das Ereignis: In einer Kollektion von 5 Glühbirnen ist die
k-te Birne nicht defekt, 1 ≤ k ≤ 5. Gesucht ist

P (A1∩A2∩. . .∩A5) = P (A1)·P (A2|A1)·P (A3|A1∩A2)·. . .·P (A5|A1∩. . .∩A4).

Offensichtlich ist P (A1) = 54
60

= 9
10

. Die Wahrscheinlichkeit, daß auch die
zweite nicht defekt ist, ist

P (A2|A1) =
53

59
,

denn unter den verbliebenen 59 Birnen sind die 6 defekten. Genauso erhalten
wir unter der Hypothese, daß die ersten beiden Birnen in Ordnung sind, die
Wahrscheinlichekit

P (A3|A1 ∩ A2) =
52

58
=

26

29
.

Analog folgt

P (A4|A1 ∩ A2 ∩ A3) =
51

57
=

17

19
und P (A5|A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4) =

50

56
=

25

28
.

Aus (6.4) folgt somit

P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ A5) =
9

10
· 53

59
· 26

29
· 17

19
· 25

28
=

527085

910252
= 0, 579 . . .

Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist also knapp 58 %.

Wir wollen jetzt eine Bezeichnung für eine Situation einführen, der wir in
unseren Untersuchungen schon oft begegnet sind.

6.6 Definition: Eine Partition einer Menge Ω ist eine Familie M von Teil-
mengen von Ω, so daß
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(1) M ∩ N = ∅ ∀ M 6= N in M

(2) ∪ M = Ω

In anderen Worten: Eine Partition von Ω ist eine Zerlegung von Ω in disjunkte
Teilmengen.

6.7 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Sei (Ω, P ) ein W -Raum
mit W -Maß P und A eine endliche oder abzählbare Partition von Ω mit
P (A) > 0 ∀ A ∈ A. Dann gilt für jedes Ereignis E ⊂ Ω:

P (E) =
∑

A∈A

P (E|A) · P (A).

Beweis: E = Ω ∩ E =

(∐

A∈A

A

)
∩ E =

∐

A∈A

(A ∩ E)

Also
P (E) =

∑

A∈A

P (A ∩ E)
6.2
=
∑

A∈A

P (E|A) · P (A)

�

Dieser einfache Satz findet insbesondere Anwendung in der Theorie der Mar-
koff-Ketten oder der Zufallsprozesse. Wir wollen das an einem Beispiel erläu-
tern, ohne weiter in die Theorie dieser Prozesse einzudringen.

6.8 Beispiel: Gegeben sind 3 Urnen A, B, C, die weiße und rote Kugeln
nach folgender Tabelle enthalten:

Urne A B C

weiße Kugeln 3 3 2

rote Kugeln 2 4 5

Wir wählen zufällig eine Urne U , entnehmen ihr eine Kugel und legen sie
zufällig in eine der beiden anderen V . Dieser entnehmen wir wiederum eine
Kugel.

Frage 1: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß beide Kugeln rot
sind?

Zur Theorie: Hier haben wir es mit einer Folge von 4 Experimenten zu tun:

(1) Wir wählen eine von drei Urnen.

(2) Wir wählen daraus eine Kugel.
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(3) Wir wählen eine der beiden anderen Urnen und legen die Kugel hinein.

(4) Wir wählen aus dieser eine Kugel.

Eine solche Folge nennt man einen endlichen Zufallsprozess. Die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses in einem solchen endlichen Zufallsprozess ermittelt
man am übersichtlichsten mit Hilfe eines Ereignisbaumes. Wir demonstrieren
das an unserem Beispiel.

Antwort: Wir stellen den Ereignisbaum mit den zugehörigen Wahrschein-
lichkeiten auf:
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2.

3.

4.

5.

11.

14.

15.

1.

6.

7.

8.

9.

10.

20.

21.

23.

24.

12.

13.

16.

17.

18.

19.

22.

R5

8

W

R

W

R

6

8

B

B1

2

R

C

C

A

C

A

C

B

R

W

W

R

W

R

W

W
W

R

W

4

7

3

7

1

3

3

5

2

5

1

2

1

2

1

2

1

2

R

W

R

1

2

1

2

2

8

4

8

4

8

2

7

1

3

5

7

1

2

W

R

R

W

R

W

R

1

3

R

W

A

B

A

B

W

A

C

1

2

1

2

3

8

4

8

4

6

3

8

3

6

3

8

3

6

4

6

2

6

3

6

5

8

6

8

3

6

5

8

1

2

1

2

3

8

2

8

5

8

2

6

4

8

1

40

1

20

1

60

1

20

1

20

1

16

3

80

1

21

1

21

1

14

1

42

1

42

1

21

5

112

3

112

5

84

25

336

5

112

1

63

2

63

1

42

1

42

5

84

1

24

Jeder Weg von links nach rechts gibt eine Ereignisfolge an, und jede mögliche
Ereignisfolge ist in diesem Graph enthalten.
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Betrachten wir den ersten Weg: Sei A1 das Ereignis
”
erste Urne ist A“, A2

das Ereignis
”
erste Kugel ist rot“, A3 das Ereignis

”
zweite Urne ist B“, und

A4 das Ereignis
”
zweite Kugel ist rot“. Dann fragen wir nach

P (A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4).

Nach (6.4) ist dies das Produkt der vorausgehenden bedingten Wahrschein-
lichkeiten, die wir entlang der Kanten des Baumes eintragen: Bei der dritten
Kante in jedem Weg ist zu beachten, daß man nur unter zwei Urnen wählen
kann, und bei der vierten, daß sich durch das Hineinlegen einer Kugel die
Wahrscheinlichkeiten für die abschließende Wahl geändert haben.

Insgesamt haben wir 24 verschiedene Ereignisfolgen mit folgender Zähldichte,
die wir aus den jeweiligen Produkten erhalten

Ereignis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Zähldichte 1
24

1
40

1
20

1
60

1
20

1
20

1
16

1
80

1
21

1
21

1
14

1
42

1
42

1
21

Ereignis 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Zähldichte 5
112

3
112

5
84

5
84

25
336

5
112

1
63

2
63

1
42

1
42

Für unser Gesamtproblem besteht der Elementarereignisraum aus den 24
verschiedenen Wegen, die wir mit Nummern 1 bis 24 belegen, also

Ω = {1, 2, 3, . . . , 24}

mit der angegebenen Zähldichte. Uns interessiert das Ereignis
”
beide gezo-

genen Kugeln sind rot“, d.h. die Teilmenge

A = {1, 3, 9, 11, 17, 19}.

Wir erhalten

P (A) =
1

24
+

1

20
+

1

21
+

1

14
+

5

84
+

25

336

=
70 + 84 + 80 + 120 + 100 + 125

1680
=

579

1680
= 0, 3446 . . .

Bis jetzt haben wir (6.7) nicht benutzt. Stellen wir aber die

Frage 2: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die erste Kugel rot ist?

so können wir (6.7) benutzen. Da wir aber 11 rote und 8 weiße Kugeln haben,
könnte man vermuten, daß die gesuchte Wahrscheinlichkeit

11

19
= 0, 5789 . . .
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ist. Zweifler könnten nun aber behaupten, daß die ungleiche Verteilung der
Kugeln auf die Urnen Einfluß auf den Ausgang haben könnte. Wir wollen
das nachprüfen: Sei Ω die Menge aller Kugeln, seien A, B, C die Ereignisse

”
Kugel ist in A, B, C“ und seien R und W die Ereignisse

”
Kugel ist rot bzw.

weiß“.

Offensichtlich gilt, daß alle Urnen gleichwahrscheinlich gewählt werden, und
daß innerhalb einer Urne die Kugelwahlen gleichwahrscheinlich sind. Es folgt

P (A) = P (B) = P (C) =
1

3

P (R|A) =
2

5
, P (R|B) =

4

7
, P (R|C) =

5

7
.

Aus (5.7) erhalten wir nun, da Ω = A ⊔ B ⊔ C

P (R) = P (R|A) · P (A) + P (R|B) · P (B) + P (R|C) · P (C)

=
2

5
· 1

3
+

4

7
· 1

3
+

5

7
· 1

3
=

1

3
· 14 + 20 + 25

35

=
1

3
· 59

35
=

59

105
= 0, 5619 . . .

Problem 3: Wir ändern die Kugelverteilungen in den Urnen, indem wir
wahllos eine Urne auswählen, ihr eine Kugel entnehmen und diese in eine
andere Urne legen. Dieses Verfahren wiederholen wir. Beim Studium der
Markoff-Ketten fragt man nach dem Zustand der 3 Urnen (also nach der
Kugelverteilung) nach n Schritten.

Ω = Menge aller möglichen Verteilungen der Kugeln auf die 3 Urnen

|Ω| =

(
r + 2

2

)
·
(

s + 2

2

)
nach (3.7) r = Anzahl der roten Kugeln

s = Anzahl der schwarzen Kugeln

Wir haben also
(
13
2

)
·
(
10
2

)
= 3510 mögliche Zustände Zi.

Für die Markoff-Kette ist der Elementarereignisraum

Ωn+1,

wobei die k-te Komponente den Zustand nach k − 1 Schritten angibt. Sei
Aj(k) das Ereignis, daß das System nach k Schritten im Zustand Zj ist. Da
A1(k) ⊔ . . . ⊔ A3510(k) = Ωn+1, folgt aus (6.7)

P (Aj(k)) =
3510∑

r=1

P (Aj(k)|Ar(k − 1)) · P (Ar(k − 1)).
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Damit läßt sich P (Aj(k)) aus den Zustandswahrscheinlichkeiten der Ereig-
nisse Ar(k − 1) und den sog. Übergangswahrscheinlichkeiten

P (Aj|Ar)

ermitteln.

Da in unserem Beispiel P (Aj|Ar) bereits eine 3510×3510-Matrix füllt, wollen
wir von einer Berechnung dieser Übergangswahrscheinlichkeiten absehen.

Der nächste Satz erlaubt es uns, aus der Wahrscheinlichkeit

P (E|Ak)

des Eintretens von E unter den Voraussetzungen Ak auf die Wahrscheinlich-
keit der Voraussetzungen Ak zu schließen, falls man weiß, daß E eingetreten
ist.

6.9 Bayes’sche Regel: Sei (Ω, P ) ein W -Raum und E ⊂ Ω ein Ereignis.
Sei A = {Ak} eine endliche oder abzählbar unendliche Partition von Ω. Es
gelte P (E) > 0 und P (A) > 0 für alle A ∈ A. Dann gilt für Ak ∈ A

P (Ak|E) =
P (Ak) · P (E|Ak)∑

A∈A

P (A) · P (E|A)
.

Beweis: Aus (6.7) und dem Multiplikationssatz folgt

P (Ak|E) =
P (E ∩ Ak)

P (E)
=

P (Ak) · P (E|Ak)

P (E)
=

P (Ak) · P (E|Ak)∑
A∈A

P (A) · P (E|A)
.

�

6.10 Beispiel: In einem Betrieb werden in drei Anlagen Glühbirnen herge-
stellt, jede arbeitet mit Ausschuß. Der prozentuale Anteil an der Produktion
und der prozentuale Ausschuß ist durch folgende empirisch ermittelte Tabelle
gegeben

Anlage A B C

Produktionsanteil 50% 40% 10%

Ausschuß 3% 4% 6%

(a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine zufällig gewählte Birne
defekt ist?
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(b) Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, daß diese Birne in A produ-
ziert wurde?

Antwort: Sei E das Ereignis
”
Glühbirne defekt“ und seien A, B, C die Er-

eignisse
”
die Glühbirne wurde in A, B, C hergestellt“.

Nach (6.7) gilt

P (E) = P (A) · P (E|A) + P (B) · P (E|B) + P (C) · P (E|C)

= 0, 5 · 0, 03 + 0, 4 · 0, 04 + 0, 1 · 0, 06

= 0, 037

Das beantwortet (a). Bei (b) wird nach P (A|E) gefragt. Wir benutzen (5.10):

P (A|E) =
P (A) · P (E|A)

P (A) · P (E|A) + P (B) · P (E|B) + P (C) · P (E|C)

=
0, 5 · 0, 03

0, 037
=

0, 015

0, 037

= 0, 4054 . . .

6.11 Bemerkung: Fragen wie Beispiel 6.10 und viele der vorausgehenden
Beispiele sind Fragen zum Stichprobenproblem, die in vielen Fertigungszwei-
gen von Bedeutung sind.

Wir wenden uns nun einem neuen Begriff zu, der Unabhängigkeit. Zwei Er-
eignisse E und F heißen unabhängig, wenn das Eintreten von E die Wahr-
scheinlichkeit für das Eintreten von F nicht beeinflußt, wenn also

P (F ) = P (F |E).

Da nun

P (F |E) =
P (F ∩ E)

P (E)
,

falls P (E) > 0, ergeben diese Gleichungen

P (F ) · P (E) = P (F ∩ E).

Letztere Gleichung benutzen wir zur formalen Definition der Unabhängigkeit,
die auch im Falle P (E) = 0 noch sinnvoll ist.

6.12 Definition: Ereignisse E1, . . . , En in einem W -Raum Ω heißen paar-

weise unabhängig, falls

P (Ei ∩ Ej) = P (Ei) · P (Ej) ∀ i 6= j
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und (insgesamt) unabhängig, falls

P (Ei1 ∩ . . . ∩ Eik) = P (Ei1) · . . . · P (Eik) ∀ i1 < i2 < · · · < ik

6.13 Beispiele: (1) Zwei ideale Münzen werden geworfen. Sei E das Er-
eignis

”
höchstens einmal Kopf“ und F das Ereignis

”
mindestens einmal

Kopf und mindestens einmal Zahl“. Der W -Raum ist

Ω = {KK, KZ, ZK, ZZ}

mit konstanter Zähldichte 1/4. Die Ereignisse E und F sind

E = {KZ, ZK, ZZ} F = {KZ, ZK} E ∩ F = F.

Es folgt

P (E) =
3

4
, P (F ) = P (E ∩ F ) =

2

4
=

1

2
.

Also
P (E ∩ F 6= P (E) · P (F ).

Die Ereignisse E und F sind abhängig.

(2) Drei ideale Münzen werden geworfen. E und F seien wie in Beispiel (1)

Ω = {KKK, KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK, ZZZ}
E = {KZZ, ZKZ, ZZK, ZZZ},
F = {KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK}

E ∩ F = {KZZ, ZKZ, ZZK}.

Es folgt

P (E ∩ F ) =
3

8
=

4

8
· 6

8
= P (E) · P (F ).

Also sind E und F hier unabhängig.

Diese Beispiele lassen erkennen, daß man in jedem Einzelfall genau nach-
prüfen muß, ob zwei Ereignisse unabhängig sind oder nicht. Es genügt oft
nicht, sich auf seine Intuition zu verlassen.

40



Teil II

7 Diskrete Zufallsvariable

Im § 5 haben wir aus gegebenen W -Räumen neue konstruierte (vergl. die
Sätze (5.2), (5.3), (5.7), (5.10) und (5.13)). Mit Ausnahme der Polynomial-
verteilung lassen sich diese Konstruktionen über ein allgemeines Verfahren
gewinnen, das viele praktische Anwendungen hat.

7.1 Definition: Eine Zufallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω, P ) ist eine Funktion

X : Ω −→ R.

7.2 Beispiele: (1) Beim Werfen zweier Würfel besteht der zugehörige W -
Raum aus allen Zahlenpaaren

Ω = {(1, 1), (1, 2), . . . , (6, 6)}.

Die Zähldichte ist konstant 1
36

. Jedem Zahlenpaar ordnen wir die Sum-
me zu und erhalten die Zufallsvariable

X : Ω −→ R, (i, j) 7−→ i + j.

(2) Bei der Herleitung der hypergeometrischen Verteilung zogen wir n Ku-
geln aus einer Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln. Der zugehöri-
ge W -Raum besteht aus allen n-elementigen Teilmengen dieser Kugeln
mit der konstanten Zähldichte

(
r+s

n

)
. Die hypergeometrische Verteilung

gehört zur Zufallsvariablen

X : Ω −→ R,

die einer solchen Teilmenge die Anzahl ihrer roten Kugeln zuordnet.

(3) Bei der Herleitung der Binomialverteilung besteht der W -Raum Ω aus
allen n-Tupeln von Symbolen T (für Treffer) und N (für Niete). Die
Zahldichte ordnet jedem n-Tupel den Wert

pk · qn−k

zu, falls das Tupel genau k Treffer hat. Die Binomialverteilung gehört
zur Zufallsvariablen

X : Ω −→ R,

die jedem Tupel die Anzahl der Treffer zuordnet.
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Wie im Paragraphen 5 definiert eine diskrete Zufallsvariable einen neuen
W -Raum.

7.3 Satz: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum und X : Ω −→ R eine Zufalls-
variable. Sei Ω̂ = Bild X = {y ∈ R; ∃ω ∈ Ω mit X(ω) = y}. Dann ist

v : Ω̂ −→ R, y 7−→ P (X−1(y))

eine Zähldichte auf Ω̂.

7.4 Bezeichnung: v heißt Verteilung der Zufallsvariablen X.

Beweis: Da Ω endlich oder abzählbar unendlich ist, gilt dasselbe für Ω̂ =
Bild X. Da P nur Werte ≥ 0 annimmt, ist v(y) ≥ 0 ∀ y ∈ Ω̂. Weiter gilt

Ω = ∪y∈Ω̂X−1(y) und X−1(y1) ∩ X−1(y2) = ∅
für y1 6= y2. Es folgt mit (1.6(3)) bzw. (5.17(3))

∑

y∈Ω̂

v(y) =
∑

y∈Ω̂

P (X−1(y)) = P (∪y∈Ω̂X−1(y)) = P (Ω) = 1.

�

7.5 Beispiele: (1) Die hypergeometrische Verteilung und die Binomial-
verteilung sind die Verteilungen der Zufallsvariablen aus den Beispielen
(7.2) (2) bzw. (7.2) (3). 2

(2) Auf dem Laplace-Raum des Beispiels (7.2) (1) definieren wir zwei ver-
schiedene Zufallsvariable.

X : Ω −→ R, (i, j) 7−→ i + j

Y : Ω −→ R, (i, j) 7−→ max(i, j)

Verteilung von X:

X(Ω) = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

Der Skizze links entnehmen wir

sofort die Verteilungen von X.

1. Würfel
654321

1

2

3

4

5

6

2. Würfel
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y 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

v(y) 1
36

2
36

= 1
18

3
36

= 1
12

4
36

= 1
9

5
36

6
36

= 1
6

5
36

1
9

1
12

1
18

1
36

Verteilung von Y : Y (Ω) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

1. Würfel
654321

1

2

3

4

5

6

2. Würfel

man sofort die Verteilungen von Y .

Der nebenstehenden Skizze entnimmt

yi 1 2 3 4 5 6

ω(yi)
1
36

3
36

= 1
12

5
36

7
36

9
36

= 1
4

11
36

Wir führen folgende Bezeichnungen ein, die im Weiteren immer wieder be-
nutzt werden:

7.6 Bezeichnungen: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum und X : Ω → R

eine Zufallsvariable. Seien a ≤ b aus R und B ⊂ R. Wir setzen

P (X = a) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) = a}) = P (X−1(a))

P (a ≤ X ≤ b) = P ({ω ∈ Ω; a ≤ X(ω) ≤ b}) = P (X−1([a, b]))

P (X ∈ B) = P (X−1(B))

Entsprechend wird P (a < X ≤ b) definiert usw.

7.7 Definition: Sei X : Ω → R Zufallsvariable auf dem diskreten W -Raum
(Ω, P ). Dann heißt die Funktion

F : R −→ R, x 7−→ P (X ≤ x)

Verteilungsfunktion von X.
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7.8 Beispiel: Sei Ω der Raum aller Würfe mit 2 Würfeln und X die Augen-
summe.

1

6 8 10 1242

Die Verteilungsfunktion für eine Zufallsvariable auf einem endlichen W -Raum
ist stets eine Treppenfunktion. Sprungstellen sind die Werte in R, die im Bild
von X auftauchen.

Folgende weitere Eigenschaften der Verteilungsfunktion macht man sich leicht
klar:

Aufgabe: Für die Verteilungsfunktion F : R → R einer Zufallsvariablen auf
einem endlichen W -Raum (Ω, P ) gilt

(1) F (x) =
∑

xi≤x

P (X = xi), falls Bild X = {x1, . . . , xn}

(2) P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a)
P (a ≤ X ≤ b) = F (b) − F (a − 0)
P (a < X) = 1 − F (a)

Dabei ist F (a − 0) = lim
x→x
x<a

F (x). Falls a /∈ Bild X, ist F (a − 0) = F (a).

8 Der Erwartungswert

Oft ist es schwierig, die Verteilung einer Zufallsvariablen explizit anzugeben.
Daher interessiert man sich für charakteristische Größen, die leichter zu er-
mitteln sind und Auskünfte über die Zufallsvariable geben.
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8.1 Definition: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum und X : Ω → R eine
Zufallsvariable auf Ω. Sei wieder Ω̂ = Bild X ⊂ R. Konvergiert die Reihe

∑

x∈Ω̂

x · P (X = x)

absolut, heißt ihre Summe E(X) der Erwartungswert oder Mittelwert von X
(und wird oft auch mit µX bezeichnet). Also

µX = E(X) =
∑

x∈Ω̂

x · P (X = x).

Bemerkung: Da wir die Reihenfolge der Summation in (8.1) nicht festle-
gen und x negativ sein kann, müssen wir für eine sinnvolle Definition des
Erwartungswertes die absolute Konvergenz fordern. Ist Ω̂ endlich, haben wir
eine endliche Summe, also ist E(X) dann immer definiert. Ist Ω̂ unendlich,
braucht E(X) nicht zu existieren.

Bei einer Zufallsvariablen interessieren wir uns für spezielle Ausgänge eines
Experiments, z.B. die Augensumme beim Würfeln mit 2 Würfeln. Wieder-
holen wir das Experiment oft genug, liegt die relative Häufigkeit erfahrungs-
gemäß in der Nähe des Erwartungswertes.

8.2 Beispiele: (1) Würfeln mit 2 Würfeln: Wir ermitteln die Erwartungs-
werte der Zufallsvariablen X und Y aus Beispiel (7.5) (2).

E(X) = 2 · 1
36

+ 3 · 2
36

+ 4 · 3
36

+ 5 · 4
36

+ 6 · 5
36

+ 7 · 6
36

+ 8 · 5
36

+ 9 · 4
36

+10 · 3
36

+ 11 · 2
36

+ 12 · 1
36

= 1
36

(2 + 6 + 12 + 20 + 30 + 42 + 40 + 36 + 30 + 22 + 12)

= 252
36

= 7

E(Y ) = 1 · 1
36

+ 2 · 3
36

+ 3 · 5
36

+ 4 · 7
36

+ 5 · 9
36

+ 6 · 11
36

= 1+6+15+28+45+66
36

= 161
36

= 4, 472 . . .

(2) Ein Spieler würfelt. Erscheint eine Primzahl, erhält er diesen Betrag.
Erscheint eine andere Zahl, muß er diesen Betrag bezahlen.

Wir definieren auf dem Ereignisraum Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} eine Zufalls-
variable X:

Ω 1 2 3 4 5 6

X −1 2 3 −4 5 −6
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Sie gibt an, welche Beträge der Spieler gewinnt bzw. verliert. Die Ver-
teilung von X ist

xi −6 −4 −1 2 3 5

X(xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6.

Der Erwartungswert von X ist

E(x) = −6 · 1
6
− 4 · 1

6
− 1 · 1

6
+ 2 · 1

6
+ 3 · 1

6
+ 5 · 1

6

= −11+10
6

= −1
6
.

8.3 Bemerkung: In der Spieltheorie wird der Erwartungswert E eines Spiels
als der Wert des Spieles für den Spieler betrachtet. Ist E positiv, nennt man
das Spiel günstig für den Spieler, denn er gewinnt mit größerer Wahrschein-
lichkeit, als er verliert. Ist E = 0, nennt man das Spiel fair, im Falle E < 0
nennt man es ungünstig.

8.4 Bernoulli-Verteilung: Wir ermitteln den Erwartungswert der Bernoulli-
Verteilung (3.10). Es gilt

E(X) =
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
· pk · qn−k =

n∑

k=1

k · n!

k!(n − k)!
pk · qn−k.

Wir kürzen k und klammern n · p aus:

E(X) = n · p
n∑

k=1

(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
pk−1qn−k.

Wir setzen nun ℓ = k− 1. Da k von 1 bis n läuft, läuft nun ℓ von 0 bis n− 1

E(X) = np

n−1∑

ℓ=0

(n − 1)!

ℓ!(n − 1 − ℓ)!
pℓqn−1−ℓ =

n−1∑

ℓ=0

(
n − 1

ℓ

)
pℓqn−1−ℓ = np(p+q)n−1 = np,

da p + q = 1. Wir fassen zusammen:

E(X)=np

Dieses Beispiel und erst recht der Versuch der Ermittlung des Erwartungs-
wertes der hypergeometrischen Verteilung läßt erkennen, daß allgemeine Ver-
fahren zur Berechnung des Erwartungswertes gefordert sind.

Wir beginnen mit einem einfachen Resultat:
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8.5 Definition: Eine Zufallsvariable X heißt symmetrisch verteilt mit Sym-
metriepunkt a, wenn für alle x ∈ R gilt

(1) a − x ∈ Bild X ⇐⇒ a + x ∈ Bild X

(2) P (X = a − x) = P (X = a + x).

8.6 Satz: Ist X eine symmetrisch verteilte Zufallsvariable mit Symmetrie-
punkt a, so gilt, falls der Erwartungswert existiert,

E(X) = a.

Beweis: Nach (8.5) (1) liegt das Bild von X symmetrisch um a. Es gibt also
reelle Zahlen r1, r2, r3, . . ., so daß

Bild X ⊂ {a, a ± r1, a ± r2, . . .}.
Beachte hier, daß a nicht im Bils von X zu liegen braucht. Es folgt (wir
behandeln den unendlichen Fall, der endliche ist analog; da die Reihe (8.1)
absolut konvergiert, dürfen wir sie beliebig anordnen)

E(X) = a ·P (X = a)+

∞∑

i=1

[(a+ ri) ·P (X = a+ ri)+(a− ri) ·P (X = a− ri)]

(wenn a /∈ Bild X, ist P (X = a) = 0). Also, wegen 8.5 (2)

E(X) = a · P (X = a) +
∞∑

i=1

(a + ri + a − ri) · P (X = a + ri)

= a · P (X = a) +

∞∑

i=1

2a · P (X = a + ri)

= a ·
[
P (X = a) +

∞∑

i=1

(P (X = a + ri) + P (X = a − ri))

]

= a · P (X−1{a, a ± r1, a ± r2, . . .}) = a · P (Ω) = a.

�

8.7 Beispiel: Die Augensumme beim Würfeln mit 2 Würfeln ist symme-
trisch verteilt mit Symmetriepunkt 7.

Jetzt wollen wir zu einem komplizierteren Sachverhalt mit zahlreichen An-
wendungsmöglichkeiten übergehen.

Bekanntlich lassen sich Abbildungen nach R punktweise addieren und mul-
tiplizieren. Explizit definiert man
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8.8 Sind X, Y : Ω −→ R Abbildungen und c eine reelle Zahl, dann setzen
wir

X + Y : Ω −→ R a 7−→ X(a) + Y (a)

X + c : Ω −→ R a 7−→ X(a) + c

X · Y : Ω −→ R a 7−→ X(a) · Y (a)

c · X : Ω −→ R a 7−→ c · X(a)

Auf diese Art erhalten wir neue Zufallsvariable.

Weiter erhalten wir neue Zufallsvariable offensichtlich wie folgt:

8.9 Sind X, Y : Ω −→ R Zufallsvariable und sind

f : R −→ R, g : R × R −→ R

beliebige Abbildungen, so definieren wir neue Zufallsvariable

f(X) = f ◦ X : Ω
X

// R
f

// R , ω 7−→ f(X(ω))

g(X, Y ) = g ◦ (X, Y ) : Ω
(X,Y )

// R × R
g

// R , ω 7−→ g(X(ω), Y (ω)).

Bevor wir die Erwartungswerte dieser neuen Zufallsvariablen berechnen, wol-
len wir uns mit dem zweiten Fall näher beschäftigen: Haben wir zwei Zufalls-
variable X, Y : Ω −→ R, können wir wie in § 7 einen neuen W -Raum bilden.
Sei

ΩX = Bild X ⊂ R, ΩY = Bild Y ⊂ R.

8.10 Satz: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum und seien X, Y : Ω −→ R

Zufallsvariable. Dann definiert

v : ΩX × ΩY −→ R, (x, y) 7−→ P (X = x, Y = y) := P (X−1(x) ∩ Y −1(y))

eine Zähldichte auf ΩX × ΩY .

Beweis: Da P nur positive Werte hat, ist v(x, y) ≥ 0 für alle (x, y) ∈ ΩX ×
ΩY .

Weiter gilt

ΩX ×ΩY =
∐

x∈ΩX

{x}×ΩY =
∐

y∈ΩY

ΩX ×{y} (
∐

= disjunkte Vereinigung.)
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Es folgt mit (5.17) (3)

∑

(x,y)∈ΩX×ΩY

v(x, y)

=
∑

(x,y)∈ΩX×ΩY

P (X−1(x) ∩ Y −1(y)) =
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

P (X−1(x) ∩ Y −1(y))

=
∑

x∈ΩX

P

(∐

y∈ΩY

X−1(x) ∩ Y −1(y)

)
=
∑

x∈ΩX

P

(
X−1(x) ∩

∐

y∈ΩY

Y −1(y)

)

=
∑

x∈ΩX

P (X−1(x) ∩ Ω) =
∑

x∈ΩX

P (X−1(x)) = P

( ∐

x∈ΩX

X−1(x)

)
= P (Ω) = 1

�

8.11 Bezeichnung: v : ΩX × ΩY −→ R, (x, y) 7−→ P (X = x, Y = y) heißt
gemeinsame Verteilung von X und Y . Die Verteilung vX : ΩX −→ R und
vY : ΩY −→ R von X bzw. Y heißen Randverteilungen von v.

Im Beweis von (8.10) haben wir gezeigt, daß sich die Randverteilungen aus
der gemeinsamen Verteilung berechnen lassen:

8.12 Für (x, y) ∈ ΩX × ΩY gilt:

vX(x) = P (X = x) =
∑

y∈ΩY

P (X = x, Y = y) =
∑

y∈ΩY

v(x, y)

vY (y) = P (Y = y) =
∑

x∈ΩX

P (X = x, Y = y) =
∑

x∈ΩX

v(x, y).

8.13 Beispiel: Wir werfen eine ideale Münze 3 mal. Also hat Ω acht Ele-
mente

Ω = {(Z, Z, Z), (Z, Z, W ), (Z, W, Z), (Z,W, W ), (W, Z, Z), (W, Z, W ),

(W, W, Z), (W, W, W )}.

X sei die Anzahl der Wappen, Y die Position, an der zum erstenmal W
auftritt, wobei wir Y (Z, Z, Z) = 4 setzen.

ΩX = Bild X = {0, 1, 2, 3}, ΩY = Bild Y = {1, 2, 3, 4}
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Bild Y \Bild X 0 1 2 3 vY

1 0 1/8 1/4 1/8 1/2

2 0 1/8 1/8 0 1/4 z.B. P (X = 0, Y = 3) = 0

3 0 1/8 0 0 1/8

4 1/8 0 0 0 1/8

vX
1/8 3/8 3/8 1/8 1

8.14 Beispiel: Sei g : R × R −→ R die Addition, d.h. g(x, y) = x + y. Sei
weiter Ω, X, Y wie im Beispiel (8.13). Beachte:

|Bild X × Bild Y | = 16. aber |Ω| = 8

Da g(X, Y ) eine Abbildung von Ω nach R ist, kann g(X, Y ) höchstens 8
Werte haben.

Ω (Z,Z,Z) (Z,Z,W ) (Z,W,Z) (Z,W,W ) (W,Z,Z) (W,Z,W ) (W,W,Z) (W,W,W )

(X,Y ) (0, 4) (1, 3) (1, 2) (2, 2) (1, 1) (2, 1) (2, 1) (3, 1)

g(X,Y ) 4 4 3 4 2 3 3 4

Also: Ω̂ = Bild(g(X, Y )) = {2, 3, 4}. Es folgt

E(g(X, Y )) = 2 · 1

8
+ 3 · 3

8
+ 4 · 4

8
=

1

8
(2 + 9 + 16) =

27

8
.

Es ist nicht von ungefähr, daß im Schema (8.13) achtmal die 0 auftritt:

8.15 Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum und seien X, Y : Ω −→ R zwei
Zufallsvariable. Dann gilt für die gemeinsame Verteilung

(x, y) /∈ Bild(X, Y ) = {(X(ω), Y (ω)); ω ∈ Ω} =⇒ P (X = x, Y = y) = 0

denn: P (X = x, Y = y) = P (X−1(x) ∩ Y −1(y)) und X−1(x) ∩ Y −1(y) = ∅,
falls (x, y) /∈ Bild(X, Y ).

8.16 Satz: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum, X, Y : Ω −→ R Zufallsvariable
und f : R −→ R, g : R × R −→ R Funktionen. Dann gilt

E(f(X)) =
∑

x∈BildX

f(x) · P (X = x)

E(g(X, Y )) =
∑

x∈BildX

∑

y∈Bild Y

g(x, y) · P (X = x, Y = y).
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Beweis: Die erste Formel folgt aus der zweiten: Setze Y = 0 und

g : R × R −→ R, g(x, y) = f(x).

Dann gilt: g(X, Y )(ω) = g(X(ω), Y (ω)) = f(X(ω)) = f(X)(ω). Also

E(f(X)) = E(g(X, Y )) =
∑

x∈BildX

g(x, 0) · P (X = x, Y = 0)

=
∑

x∈BildX

f(x) · P (X = x, Y = 0).

Da P (X = x, Y = 0) = P (X−1(x)∩Y −1(0)) = P (X−1(x)∩Ω) = P (X−1(x)) =
P (X = x), erhalten wir die erste Formel.

Wir setzen Z = g(X, Y ). Dann ist Z die Abbildung

Z : Ω
(X,Y )

// R × R
g

// R

ω 7−→ (X(ω), Y (ω)) 7−→ g(X(ω), Y (ω))

(∗) E(Z) =
∑

z∈BildZ

z · P (Z−1(z)) =
∑

z∈BildZ

z ·
∑

(x,y)∈g−1(z)

P (X = x, Y = y),

denn

Z−1(z) = (X, Y )−1(g−1(z)) =
∐

(x,y)∈g−1(z)

(X, Y )−1(x, y)

=
∐

(x,y)∈g−1(z)

X−1(x) ∩ Y −1(y).

Da jedes Paar (x, y) ∈ Bild(X, Y ) in einem g−1(z)mit z ∈ Bild Z liegt, können
wir (*) umschreiben:

E(Z) =
∑

(x,y)∈Bild(X,Y )

g(x, y) · P (X = x, Y = y)

=
∑

x∈BildX

∑

y∈Bild Y

g(x, y) · P (X = x, Y = y)

Die letzte Summation geht über alle Paare (x, y) ∈ Bild X ×Bild Y . Ist aber
(x, y) /∈ Bild(X, Y ), so ist P (X = x, Y = y) nach (8.15) null. �

8.17 Folgerung: Sind X, Y Zufallsvariable auf einem diskreten W -Raum
(Ω, P ) und a, b, c ∈ R, dann gilt

E(aX + bY + c) = a · E(X) + b · E(Y ) + c.
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Beweis: Benutze (8.16) mit

g : R × R −→ R, (x, y) 7−→ ax + by + c.

Dann gilt, wir setzen A = Bild X und B = Bild Y ,

E(aX + bY + c)

=
∑

x∈BildX

∑

y∈BildY

(ax + by + c) · P (X = x, Y = y)

=
∑

x∈A

∑

y∈B

ax · P (X = x, Y = y) +
∑

x∈A

∑

y∈B

byP (X = x, Y = y)

+
∑

x∈A

∑

y∈B

c · P (X = x, Y = y)

= a ·
∑

x∈A

x ·
∑

y∈B

P (X = x, Y = y) + b
∑

y∈B

y
∑

x∈A

P (X = x, Y = y) + c · P (Ω)

= a ·
∑

x∈A

x · P (X = x) + b
∑

y∈B

y · P (Y = y) + c nach (8.12)

= a · E(X) + b · E(Y ) + c

�

Diese kleine Formel vereinfacht die Berechnung des Erwartungswertes in vie-
len Fällen.

8.18 Erwartungswert der Bernoulli-Verteilung: Sei (Ω, P ) der W -
Raum eines Bernoulli-Experiments der Länge n, d.h. die Elemente von Ω
sind n-Tupel von Symbolen T und N (vergl. Bspl. 7.2 (3)). Sei

Xk : Ω −→ R

die Zufallsvariable, gegeben durch

Xk(a) =

{
1 k-te Koordinate von a ist T

0 k-te Koordinate von a ist N .

Zu berechnen ist der Erwartungswert von

X = X1 + · · ·+ Xn.

Nach (8.17) gilt

E(X) =
n∑

k=1

E(Xk).
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Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß an der k-ten Stelle ein Treffer vorliegt, ist
aber p, so daß E(Xk) = p für alle k. Also

E(X) = n · p.

Als Folgerung erhalten wir die kombinatorische Formel, die wir im Beispiel
8.4 explizit nachgerechnet haben.

8.19
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k = n · p.

Insbesondere erhalten wir für p = q = 1
2
:

n∑
k=0

k ·
(

n

k

)
= 2n−1 · n

8.20 Hypergeometrische Verteilung: Sei (Ω, P ) der W -Raum, der zur
hypergeometrischen Verteilung führt, genauer: Ω ist die Menge aller n-Tupel
ω von roten bzw. schwarzen Kugeln. Sei Xk : Ω → R die Zufallsvariable

Xk(ω) =

{
1 k-te Kugel von ω ist rot

0 k-te Kugel von ω ist schwarz.

Da an der k-ten Stelle eine schwarze oder rote Kugel auftreten muß und es
r rote und s schwarze Kugeln gibt, ist

E(Xk) =
r

r + s
∀ k.

Gesucht wird der Erwartungswert von

X = X1 + X2 + · · · + Xn.

Es folgt:

E(X) = n · r

r + s
.

Wieder erhalten wir eine kombinatorische Formel, denn nach (5.1) gilt

E(X) =
n∑

k=0

k · h(k; n, r, s) =
n∑

k=0

k ·
(

r

k

)(
s

n−k

)
(

r+s

n

) = n · r

r + s
.

Es folgt

n∑

k=0

k·
(

r

k

)(
s

n − k

)
=

n · r · (r + s)!

(r + s)n!(r + s − n)!
=

r · (r + s − 1)!

(n − 1)!(r + s − 1 − (n − 1))!
.
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Also

8.21
n∑

k=0

k ·
(

r

k

)(
s

n − k

)
= r ·

(
r + s − 1

n − 1

)
n ≤ r + s

8.22 Geometrische Verteilung für einen Bernoulli-Versuch mit Wahr-
scheinlichkeit p. Der Ausgangs-W -Raum, d.h. Ω besteht aus allen Tupeln
der Form (N, N, . . . , N, T ) und

X : Ω −→ R

ordnet jedem Tupel seine Länge zu. Sei zunächst p 6= 1

E(X) =

n∑

k=0

k · g(k; p) =

∞∑

k=0

k · qk−1 · p =
p

(1 − q)2
=

1

p

Denn für |x| < 1 gilt, 1
1−x

= Σ∞
k=0x

k. Aus der Theorie der Potenzreihen, weiß
man, daß

∞∑

k=0

k · xk−1 =

(
1

1 − x

)′
=

1

(1 − x)2
.

Für p = 1 gilt dasselbe Ergebnis. 2

9 Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

Wir wollen den Begriff der Unabhängigkeit auf Zufallsvariable erweitern.

9.1 Definition: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum. Dann heißen die Zu-
fallsvariablen X1, . . . , Xn : Ω −→ R unabhängig, wenn für jede Teilmenge
{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} und jedes k-Tupel reeller Zahlen (x1, . . . , xk) ∈ R

k

gilt:

P (Xi1 = x1, . . . , Xik = xk) := P

( k⋂

r=1

X−1
ir

(xr)

)
=

k∏

r=1

P (Xir = xr).

D.h. für jedes Tupel (x1, . . . , xk) ∈ R
k sind die Ereignisse X−1

i1
(x1), . . . , X

−1
ik

(xk)
unabhängig.

9.2 Satz: Sei X : Ω −→ R konstant und Y : Ω −→ R eine beliebige Zu-
fallsvariable auf einem diskreten W -Raum (Ω, P ). Dann sind X und Y un-
abhängig.

54



Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein c ∈ R, so daß X(ω) = c für alle
ω ∈ Ω. Also

X−1(c) = Ω und X−1(x) = ∅ für x 6= c, x ∈ R.

Es folgt:

P (X = c, Y = y) = P (X−1(c) ∩ Y −1(y)) = P (Ω ∩ Y −1(y)) = P (Y = y)

und für x 6= c

P (X = x, Y = y) = P (X−1(x) ∩ Y −1(y)) = P (∅) = 0.

Da P (X = c) = P (Ω) = 1 und für x 6= c gilt P (X = x) = 0, folgt

P (X = x, Y = y) = P (X = x) · P (Y = y).

�

9.3 Satz: Sind X1, . . . , Xn : Ω −→ R unabhängige Zufallsvariable auf einem
diskreten W -Raum (Ω, P ) und fi : Bild Xi −→ R, i = 1, . . . , n beliebige
Funktionen, dann sind auch f1(X1), . . . , fn(Xn) unabhängig.

Der Satz folgt aus einem allgemeineren Resultat. Wir führen zunächst eine
Bezeichnung ein.

9.4 Bezeichnung: Für Zufallsvariable X1, . . . , Xn : Ω −→ R und Teilmen-
gen A1, . . . , An ⊂ R setzen wir

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) = P

( n⋂

i=1

X−1
i (Ai)

)
, (Xi ∈ Ai) := X−1

i (Ai).

9.5 Satz: Sind X1, . . . , Xn : Ω −→ R unabhängige Zufallsvariable auf einem
diskreten W -Raum (Ω, P ) und A1, . . . , An ⊂ R beliebige Teilmengen, dann
gilt für alle Teilmengen {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}

P (Xi1 ∈ Ai1 , . . . , Xik ∈ Aik) =
∏k

r=1
P (Xir ∈ Air) (∗)

d.h. die Ereignisse (X1 ∈ A1), . . . , (Xn ∈ An) sind unabhängig.

Beweis: Induktion nach n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt von n nach n + 1.
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Gegeben seien also unabhängige Zufallsvariable X1, . . . , Xn+1 und Teilmen-
gen A1, . . . , An+1 ⊂ R. Für jede Teilmenge {i1, . . . , ik} ⊂ {n + 1} mit k ≤ n
gilt dann (∗) nach Induktionsvoraussetzung. Wir prüfen

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn+1 ∈ An+1)

= P

(⋂n+1

i=1
X−1

i (Ai)

)
= P

(
⋂n+1

i=1

( ∐

xi∈Ai

X−1
i (xi)

))

= P

( ∐

(x1, . . . , xn+1)︸ ︷︷ ︸
=x

∈A1 × · · · × An+1︸ ︷︷ ︸
=A

⋂n+1

i=1
X−1

i (xi)

)

=
∑

x∈A

P

(⋂n+1

i=1
X−1

i (xi)

)
=
∑

x∈A

∏n+1

i=1
P (X−1

i (xi))

=

n+1∏

i=1

(∑

xi∈Ai

P (X−1
i (xi))

)
=
∏n+1

i=1
P

( ∐

xi∈Ai

X−1
i (xi)

)
=
∏n+1

i=1
P (X−1

i (Ai)).

�

Satz 9.3 folgt nun, indem wir für ein gegebenes Tupel (x1, . . . , xn) ∈ R
n

setzen: A1 = f−1
1 (x1), . . . , An = f−1

n (xn).

10 Varianz und Covarianz

10.1 Beispiel: Beim Roulette-Spiel setzt Spieler A immer auf die 1 und
Spieler B auf die Kolonne {1, 2, . . . , 12}. Was ist der Erwartungswert ihres
Gewinns?

Hier: Ω = {0, 1, 2, . . . , 36} mit Zähldichte f(x) = 1
37

.

Spieler A: X : Ω −→ R, X(1) = 35, X(x) = −1 für x 6= 1

Spieler B: Y : Ω −→ R, Y (x) =

{
2 1 ≤ x ≤ 12

−1 sonst

E(X) = 35 · 1

37
− 1 · 36

37
= − 1

37
E(Y ) = 2 · 12

37
− 1 · 25

37
= − 1

37

Die Erwartungswerte sind dieselben, obwohl die Werte von X und Y sehr
verschieden über R verteilt sind.

Das Beispiel zeigt, daß die mittlere Abweichung vom Mittelwert E(X) von
Interesse sein kann. Sei µ = E(X). Wollen wir die mittlere Abweichung
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einschließlich ihres Vorzeichens finden, fragen wir nach

E(X − µ) = E(X) − µ = E(X) − E(X) = 0

(wegen (8.17)), ein wenig informatives Ergebnis. Wir könnten nach dem mitt-
leren Abstand, also nach

E(|X − µ|)
fragen. Das Arbeiten mit Absolutbeträgen kann aber beschwerlich sein. Da-
her fragt man nach dem Quadrat der Abweichung, also nach

E((X − µ)2).

Dieses hat z.Tl. auch andere innermathematische Gründe. Für uns wichtig ist
zu erkennen, daß kleine Abweichungen (quadratisch) weniger berücksichtigt
werden als große Abweichungen. Da wir diskrete Zufallsvariable über i.a.
nicht endlichen W -Räumen betrachten, ist die Existenz von E((X − µ)2)
nicht immer gegeben. Wir definieren

10.2 Definition: Ist X eine Zufallsvariable auf einem diskreten W -Raum
mit Erwartunswert µ, so daß E(X2) existiert, dann heißt

Var(X) := E((X − µ)2)

die Varianz von X und

σ(X) := +

√
Var(X)

die Streuung oder Standardabweichung von X.

Ist Y : Ω −→ R eine weitere Zufallsvariable, für die E(Y 2) existiert, dann
heißt

Cov(X, Y ) = E((X − µX) · (Y − µY ))

mit µX = E(X) und µY = E(Y ) die Kovarianz und

ρ(X, Y ) = Cov(X, Y )/σ(X) · σ(Y )

der Korrelationskoeffizient von X und Y .

10.3 Bemerkung: Die Voraussetzung
”
E(X2)“ existiert, ist mit Bedacht

gewählt: Für x ∈ R gilt: |x| ≤ 1 + x2, wie man sich leicht überlegt. Weiter
gilt:

E(X) existiert ⇐⇒
∑

x∈ΩX

x · P (X = x) konvergiert absolut, (ΩX = Bild X)

def⇐⇒
∑

x∈ΩX

|x| · P (X = x) konvergiert

(8.16)⇐⇒ E(|X|) existiert
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und

E(X2)
8.16
=
∑

x∈ΩX

x2 · P (X = x)

E(1 + X2)
8.16
=
∑

x∈ΩX

(1 + x2) · P (X = x)
8.17
= 1 + E(X2).

Damit existiert E(1 + X2), und die zugehörige Reihe ist eine Majorante zur
Reihe von E(|X|). Also existieren auch E(|X|) und µX = E(X) und damit
auch E(X − µX) = EX − µX (8.17).

Weiter gilt für x, y ∈ R

|x · y| ≤ x2 + y2

denn |x · y| ≤ 2|x| · |y| und x2 − 2|x| · |y|+ y2 = (|x| − |y|)2 ≥ 0. Also existiert
auch E(X ·Y ), da E(|X| · |Y |) existiert. Es hat E(X2+Y 2) = E(X2)+E(Y 2)
als Majorante. Damit existiert

Cov(X, Y ) = E(X · Y − µX · Y − µY · X + µX · µY )

und Var(X) = Cov(X, X).

Umgekehrt folgt aus der Existenz von VarX, daß E(X2) existiert.

Folgende Formeln helfen bei der Berechnung der Varianz und Kovarianz.
Einige davon haben wir bereits in der Bemerkung hergeleitet.

10.4 Rechenregeln: Sind X, Y, X1, . . . , Xn : Ω −→ R Zufallsvariable auf
einem diskreten W -Raum, so daß E(X2), E(Y 2) und E(X2

i ) existieren, dann
gilt:

(1)

Var(X) =
∑

x∈ΩX

(x − E(X))2 · P (X = x) (ΩX = Bild X)

= E(X2) − (E(X))2

=
∑

x∈ΩX

x2 · P (X = x) − (E(X))2

(2) Für alle a, b, c ∈ R gilt

Var(aX + bX + c) = a2 · Var(X) + b2 Var(Y ) + 2ab · Cov(X, Y )
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(3)

Var(X1 + · · ·+ Xn) =

n∑

i=1

n∑

j=1

Cov(Xi, Xj)

=
n∑

i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj)

(4)

Cov(X, Y ) =
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

(x − E(x)) · (y − E(Y )) · P (X = x, Y = y)

= E(X · Y ) − E(X) · E(Y ) (ΩY = Bild Y )

=
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

x · y · P (X = x, Y = y) − E(X) · E(Y )

(5) Cov(X, Y ) = Cov(Y, X)

(6)

Cov(aX1 + bX2 + c, dY ) = ad Cov(X1, Y ) + bd Cov(X2, Y )

∀ a, b, c, d ∈ R

(7) Var(X) = Cov(X, X).

Beweis: (7) folgt sofort aus der Definition. Jetzt folgen (1) und (2) aus (4),
(5) und (6), wie wir gleich sehen werden. Zur Erinnerung: E(X) = µX .

(4) Sei g : R × R −→ R die Abbildung g(x, y) = (x − µX) · (y − µY ). Aus
(8.16) erhalten wir:

Cov(X, Y ) = E((X − µX) · (Y − µY )) = E(g(x, y))

=
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

g(x, y) · P (X = x, Y = y)

=
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

(x − µX) · (y = µY ) · P (X = x, Y = y).

Weiter gilt: E((X − µX) · (Y − µY )) = E(X · Y − µX · Y − µX · Y + µX · µY )

8.17
= E(X ·Y )−µX ·E(Y )−µY ·E(X)+E(X)·E(Y ) = E(X ·Y )−E(X)·E(Y ).
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Wenden wir wieder (8.16) mit g(x, y) = x · y an, erhalten wir

E(X · Y ) = E(g(x, y)) =
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

x · y · P (X = x, Y = y)

(5) Cov(X, Y ) = E((X−µX)·(Y −µY )) = E((Y −µY )·(X−µX)) = Cov(Y, X)

(6) Cov(aX1 + b(X2 + c, dY )

= E((aX1 + bX2 + c) · (dY )) − E(aX1 + bX2 + c) · E(dY )

= E(adX1 · Y + bdX2 · Y + cdY ) − (aE(X1) + bE(X2) + c) · d · E(Y )

= adE(X1 · Y ) + bd · E(X2 · Y ) + cdE(Y ) − adE(X1)E(Y )

− bdE(X2) · E(Y ) − cdE(Y )

= ad(E(X1 · Y ) − E(X1) · E(Y )) + bd(E(X2 · Y ) − E(X2) · E(Y ))

= ad · Cov(X1, Y ) + bd · Cov(X2, Y ) (wir benutzten (8.17))

(1) wird wie (4) bewiesen, wobei wir g durch die Abbildung

f : R −→ R, x 7−→ (x − µX)2 für die erste Gleichung und

f : R −→ R, x 7−→ x2 für die zweite Gleichung setzen.

(2) Setze Z = aX + bY + c. Dann gilt

Var(aX +bY +c) = Cov(aX +bY +c, Z)
(6)
= a ·Cov(X, Z)+b ·Cov(Y, Z) (∗)

Nun gilt

Cov(X, Z)
(5)
= Cov(Z, X) = Cov(aX + bY + c, X)

= a · Cov(X, X) + b · Cov(Y, X) = a · Var(X) + b · Cov(Y, X)

analog

Cov(Y, Z) = a · Cov(X, Y ) + b · Cov(Y, Y ) = a · Cov(X, Y ) + b · Var(Y ).

Wir setzen in (∗) ein und erhalten das gewünschte Ergebnis.

(3) Die erste Gleichung folgt aus der zweiten: Wir fassen alle Summanden
Cov(XiXi) = Var(Xi) der linken Summe zur ersten Summe der rechten Seite
zusammen. Es bleiben die Summanden Cov(Xi, Xj) mit i 6= j, etwa i < j.
Dann gilt

Cov(Xi, Xj) + Cov(Xj, Xi) =
(5)

2 Cov(Xi, Xj).

Also bilden diese Summanden die zweite Summe der rechten Seite. Die erste
Gleichung beweisen wir induktiv.
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Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt von n nach n + 1: Nach (10.4(2)) und Induktion gilt

Var(X1 + · · · + Xn + Xn+1) = Var(X1 + · · ·+ Xn) + Var(Xn+1)

+ 2 Cov(X1 + · · ·+ Xn, Xn+1)

=

n+1∑

i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj)

︸ ︷︷ ︸
A

+ 2 Cov(X1 + · · · + Xn, Xn+1)︸ ︷︷ ︸
B

.

Nun gilt

Cov(X1 + · · ·+ Xn, Xn+1)

= E((X1 + · · · + Xn) · Xn+1) − E(X1 + · · ·+ Xn) · E(Xn+1)

= E(X1 · Xn+1) + · · · + E(Xn · Xn+1) − E(X1) · E(Xn+1)

− · · · − E(Xn)E(Xn+1)

= Cov(X1, Xn+1) + · · · + Cov(Xn, Xn+1),

so daß
A + B = 2 ·

∑

1≤i<j≤n+1

Cov(Xi, Xj).

�

10.5 Beispiel: Wir würfeln mit zwei idealen Würfeln und behandeln wieder
die Zufallsvariablen X =

”
Augensumme“ und Y =

”
maximale Augenzahl“.

Zunächst machen wir uns ein Bild über die Verteilungen

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

*

*

*

*

*

* σX

E(X)
1
3

σY

E(Y )

vX

vY

E(X)
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E(X) = 7 E(Y ) =
161

36

Var(X) = 4 · 1

36
+ 9 · 2

36
+ 16 · 3

36
+ 25 · 4

36
+ 36 · 5

36
+ 49 · 6

36
+ 64 · 5

36

+ 81 · 4

36
+ 100 · 3

36
+ 121 · 2

36
+ 144 · 1

36
− 49

=
4 + 18 + 48 + 100 + 180 + 294 + 320 + 324 + 300 + 242 + 144− 1764

36

=
210

36
=

35

6
= 5, 833 . . .

Var(Y ) = 1 · 1

36
+ 4 · 3

36
+ 9 · 5

36
+ 16 · 7

36
+ 25 · 9

36
+ 36 · 11

36
−
(

161

36

)2

=
1 + 12 + 45 + 112 + 225 + 396

36
− 1612

362

=
791

36
− 1612

362
=

2555

1296
= 1, 971 . . .

10.6 Bernoulli-Verteilung: Sei Ω der Elementarereignisraum eines Bernoulli-
Experiments der Länge n und Wahrscheinlichkeit p für Treffer, d.h. Ω =
{N, T}n. Sei Xk die Zufallsvariable aus Beispiel (8.18), so daß

X = X1 + · · · + Xn

die Zufallsvariable ist, deren Verteilung die Bernoulli-Verteilung ist. Es gilt

Xi · Xj =

{
1 , falls Xi = 1 und Xj = 1

0 , sonst
.

Also

Cov(Xi, Xj) = E(Xi · Xj) − E(Xi) · E(Xj) = P (Xi = 1, Xj = 1) − p2

=

{
p2 − p2 , i 6= j

p − p2 , i = j
,

da Xi und Xj für i 6= j voneinander unabhängig sind. Es folgt

Var(X) = Var(X1+· · ·+Xn) =

n∑

i=1

Var(Xi) = n(p−p2) = n·p(1−p) = n · p · q.
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10.7 Hypergeometrische Verteilung: Wir gehen wie im Beispiel (8.20)
vor und benutzen dieselben Bezeichnungen: Sei Ω die Menge aller denkbaren
n Züge von roten und schwarzen Kugeln ohne Zurücklegen. Wir setzen

Xk(ω) =

{
1 k-te Kugel ist rot

0 sonst
.

und suchen Var(X), wobei X = X1 + · · ·+ Xn. Wir wissen

P (Xk = 1) =
r

M
, wobei M = r + s

Xi · Xj =

{
1 i-te und j-te Kugel ist rot

0 sonst
.

Sei nun i ≤ j. Dann gilt

P (Xi = 1, Xj = 1) =

{
r/M i = j
r
M

· r−1
M−1

i 6= j

Es folgt nach (10.4) (3) und (8.20)

Var(X) = Var(X1 + · · · + Xn) =
∑n

i=1
Var(Xi) + 2

∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj) (∗)

Var(Xi) = 1 · P (Xi = 1) − E(Xi)
2 =

r

M
−
(

r

M

)2

Cov(Xi, Xj) = 1·P (Xi = 1, Xj = 1)−E(Xi)·E(Xj) =
r

M
· r − 1

M − 1
−
(

r

M

)2

für i 6= j.

Also

VarX = n

(
Mr − r2

M2

)
+ 2

n2 − n

2
· Mr2 − Mr − (M − 1)r2

M2 · (M − 1)

=
n · (M − 1) · r(M − r) + n(n − 1) · r(Mr − M − Mr + r)

M2 · (M − 1)

=
n · r · (M − r) · (M − 1) + n · r(1 − n)(M − r)

M2(M − 1)

=
n · r · (M − r) · (M − n)

M2 · (M − 1)
.

Um den Unterschied zur Bernoulli-Verteilung deutlicher zu machen, setzen
wir

p =
r

M
,
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d.h. p ist die Wahrscheinlichkeit dafür, eine rote Kugel zu ziehen. Sei wieder
q = 1 − p. Dann gilt

r · (M − r)

M2
=

r

M
· M − r

M
=

r

M
·
(

1 − r

M

)
= p · q.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

Var(X) = n · p · q
(

M − n

M − 1

)
.

10.8 Geometrische Verteilung: Sei X die Zufallsvariable aus Beispiel
8.22. Wir suchen Var(X). In (8.22) haben wir benutzt, daß

1

(1 − x)2
=

(
1 − 1

1 − x

)′
=
∑∞

k=1
k · xk−1.

Leiten wir nochmals ab, erhalten wir

∞∑

k=1

k · (k − 1) · xk−2 =

(
1

(1 − x)2

)′
=

2

(1 − x)3

Var X = E(X2) − (E(X))2 =
∞∑

k=1

k2 · P (X = k) − 1

p2
=

∞∑

k=1

k2 · qk−1 · p − 1

p2

=

∞∑

k=1

k(k − 1) · qk−1 · p +

∞∑

k=1

kqk−1p − 1

p2
= p · q 2

(1 − q)3
+

1

p
− 1

p2

=
2pq

p3
+

p − 1

p2
=

2q − q

p2
=

q

p2
.

Hier haben wir die Ergebnisse von (8.22) mit benutzt.

Bei der Berechnung der Bernoulli-Varianz erhielten wir Cov(Xi, Xj) = 0 für
i 6= j, im hypergeometrischen Fall dagegen war Cov(Xi, Xj) 6= 0. Das kommt
nicht von ungefähr:

10.9 Satz: (1) Sind X und Y unabhängige Zufallsvariable auf (Ω, P ), so
gilt

Cov(X, Y ) = 0, also E(X · Y ) = E(X) · E(Y ).

(2) Sind X1, . . . , Xn : Ω −→ R paarweise unabhängig, so gilt

Var(X1 + · · ·+ Xn) = Var(X1) + · · ·+ Var(Xn).

64



Beweis:

E(X · Y ) =
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

x · y · P (X = x, Y = y)

=
∑

x∈ΩX

∑

y∈ΩY

x · y · P (X = x) · P (Y = y)

=
∑

x∈ΩX

x · P (X = x) ·
∑

y∈ΩY

y · P (Y = y) = E(X) · E(Y ).

Es folgt, Cov(X, Y ) = E(X · Y ) − E(X) · E(Y ) = 0.

Teil (2) folgt nun aus (10.4) (3). �

Die Umkehrung von (10.9) braucht nicht zu gelten: Aus Cov(X, Y ) = 0 folgt
nicht, daß X und Y unabhängig sind.

10.10 Beispiel: Ein Spieler würfelt: Bei 5 oder 6 erhält er 1 DM, bei 1
oder 2 muß er 1 DM bezahlen. Hier ist Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} mit konstanter
Zähldichte, d.h. der Würfel ist ideal. Das Spiel wird durch die Zufallsvariable
X : Ω −→ R beschrieben mit der Wertetabelle

ω 1 2 3 4 5 6

X(ω) −1 −1 0 0 1 1

und Verteilung

X(Ω) −1 0 1

vX
1/3 1/3 1/3

.

Sei Y die Zufallsvariable Y = X2. Dann ist Y (Ω) = {0, 1} und X · Y = X3.
Aber X3 = X in unserem Fall. Die Verteilung von Y ist

Y (Ω) 0 1

vY
1/3 2/3

.

Es folgt

E(X) = E(X · Y ) = −1 · 1

3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3
= 0

E(Y ) = 0 · 1

3
+ 1 · 2

3
=

2

3
.

Also
Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X) · E(Y ) = 0 − 0 = 0.
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Da aber

P (X = 1, Y = 1) = P ({5, 6} ∩ {1, 2, 5, 6}) = P ({5, 6}) =
1

3

und

P (X = 1) · P (Y = 1) = P ({5, 6}) · P ({1, 2, 5, 6}) =
1

3
· 2

3
=

2

9
,

sind X und Y abhängig. 2

Die Kovarianz ist in gewisser Hinsicht ein Maß für die Abhängigkeit, aber
Cov(X, Y ) = 0 bedeutet noch nicht

”
Unabhängigkeit“. Statt dessen definiert

man

10.11 Definition: Zwei Zufallsvariable heißen nicht-korreliert, wenn

Cov(X, Y ) = 0.

Der Korrelationskoeffizient war als ρ(X, Y ) = Cov(X,Y )
σX ·σY

eingeführt. Also ist
nicht-korreliert gleichbedeutend mit

ρ(X, Y ) = 0,

es sei denn σX oder σY ist 0, so daß ρ(X, Y ) nicht definiert ist. Warum
betrachtet man überhaupt ρ(X, Y ) und nicht nur Cov(X, Y )?

Da Cov(aX, bY ) = ab Cov(X, Y ), kann man durch einfache Manipulationen
für die Kovarianz jeden Wert erzeugen, falls Cov(X, Y ) 6= 0. Damit ist sie als
Maß für die Bindung zwischen X und Y ungeeignet. Dagegen gilt

10.12 Für a, b ∈ R\{0} und c, d ∈ R gilt

|ρ(aX + c, bY + d)| = |ρ(X, Y )|.

Beweis: Var(aX +b) = Cov(aX +b, aX +b) = ae ·Cov(X, X) = a2 ·Var(X).
Also σaX+c = |a| · σX . Analog gilt σbY +d = |b| · σY

Cov(aX + c, bY + d) = ab · Cov(X, Y ).

Es folgt

|ρ(aX + c, bY + d)| =

∣∣∣∣
ab · Cov(X, Y )

|a| · |b| · σX · σY

∣∣∣∣ = |ρ(X, Y )|.

�

Als nächstes untersuchen wir, was passiert, falls σX = 0.
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10.13 Bezeichnung: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum mit Zähldichte f :
Ω −→ R. Dann bezeichne

Ωw := {ω ∈ Ω; f(ω) 6= 0} ⊂ Ω

die wesentliche Teilmenge aller der Ereignisse, die tatsächlich auftreten können.

10.14 Da P (Ω\Ωw) = 0, genügt es für die Berechnungen von E(X), Var(X)
und Cov(X, Y ) die Einschränkungen der Zufallsvariable auf Ωw zu betrach-
ten.

10.15 Satz: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum, und seien X, Y : Ω −→ R

Zufallsvariable. Dann gilt

(1) σX = 0 ⇐⇒ X|Ωw : Ωw −→ R ist konstant.

(2) σX = 0 =⇒ X und Y sind unabhängig.

Beweis:

(1) Wir setzen wieder E(X) = µ. Dann gilt mit A := Bild(X : Ωw −→ R)

σX = 0 ⇐⇒ Var(X) =
∑

x∈ΩX

(x−µ)2·P (X = x) =
∑

x∈A

(x−µ)2·P (X = x) = 0.

Nun gilt aber nach Definition von Ωw : P (X = x) 6= 0 ⇐⇒ x ∈ A. Also
ist die rechte Summe genau dann 0, wenn x = µ für alle x ∈ A, d.h. ist
ω ∈ Ωw, muß gelten X(ω) = µ, so daß X : Ωw −→ R konstant ist.

(2) folgt aus (1) und (9.2).

�

Wir wollen jetzt genauer untersuchen, wofür ρ(X, Y ) ein Maß ist. Dazu zeigen
wir zunächst

10.16 Satz: Seien X und Y Zufallsvariable, deren Varianz existiert. Dann
gilt

(1) −
√

E(X2) · E(Y 2) ≤ E(X · Y ) ≤
√

E(X2) · E(Y 2)

(2) −1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1

67



Beweis: Zur Abkürzung setzen wir A :=
√

E(X2), B :=
√

E(Y 2). Es gilt

0 ≤ E

((
X

A
± Y

B

)2
)

= E

(
X2

A2
± 2

XY

AB
+

Y 2

B2

)
=

1

A2
· E(X2) ± 2

E(XY )

AB
+

1

B2
· E(Y 2)

= 2 ± 2
E(XY )

AB

Es folgt

−1 ≤ ±E(XY )

AB
also − AB ≤ ±E(XY )

und damit
−AB ≤ E(XY ) ≤ AB

Das beweist (1). Setzen wir nun statt X die Zufallsvariable X − E(X) und
statt Y die Variable Y − E(Y ) ein, geht (1) über in

−
√

Var(X) · Var(Y ) ≤ Cov(X, Y ) ≤
√

Var(X) · Var(Y ),

und (2) folgt. �

10.17 Satz: Sei (Ω, P ) diskreter W -Raum, und seien X, Y : Ω −→ R zwei
Zufallsvariable, so daß ρ(X, Y ) = ±1. Dann gilt auf Ωw

Y = g(X) : Ωw −→ R,

wobei g eine lineare Funktion ist: g(x) = aρx + b mit

a =
σY

σX

und b = E(Y ) − ρ
σY

σX

· E(X) = E(Y ) − aρE(X).

Beweis: Können wir zeigen, daß

E((Y − g(X))2) = 0,

so folgt wie im Beweis (10.15), daß Y = g(X) auf Ωw.

Nun gilt

E((Y − g(x))2) = E((Y − ρaX − E(Y ) + ρaE(X))2)

= E[((Y − E(Y )) − ρa(X − E(X))2]

= E[(Y − E(Y ))2 − 2ρa(Y − E(Y )) · (X − E(X))

+ ρ2a2(X − E(X))2]

= E((Y − E(Y ))2) − 2ρaE((Y − E(Y )) · (X − E(X))

+ ρ2a2E((X − E(X))2)

= Var(Y ) − 2ρa Cov(X, Y ) + ρ2a2 Var(X).
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Da ±1 = ρ = Cov(X,Y )
σXσY

und a = σY

σX
, folgt

E((Y − g(X))2) = σ2
Y − 2ρ

σY

σX

· ρ · σX · σY +
σ2

y

σ2
X

· σ2
X

= σ2
Y − 2σ2

Y + σ2
Y = 0.

�

10.18 Bemerkung: Y ist vollkommen durch X bestimmt, falls Y eine Funk-
tion von X ist, also Y = g(X) für eine Funktion g : R −→ R. Die Korrelation
mißt, in wie weit sich Y als lineare Funktion in X darstellen läßt.

11 Indikatorfunktionen

Probleme folgender Art treten im täglichen Leben oft auf. Obwohl wir sie mit
unseren Mitteln prinzipiell lösen könnten, laufen wir schnell in Probleme:

11.1 Beispiel: Gegeben sei ein System von Generatoren 1,2,3 und Pumpen
4, 5, die für die Kühlung eines Atomkraftwerkes verantwortlich sind.

1

2 5

4

3

Generator 1 betreibt Pumpe 4 und Generator 2 betreibt Pumpe 5. Wir haben
einen Notstromgenerator 3, der 4 oder 5 betreiben kann, falls 1 oder 2 ausfällt.
Es genügt eine Pumpe, um den GAU zu verhindern.

Jedes der 5 Module kann unabhängig von den anderen defekt sein und den
Durchfluß der Kühlflüssigkeit verhindern. Sei qi die Wahrscheinlichkeit dafür,
daß der i-te Modul defekt ist.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit für den GAU.

Solche Probleme lassen sich leicht mit Indikatorfunktionen behandeln.

11.2 Definition: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum und sei A ⊂ Ω. Die
Indikatorfunktion von A ist die Abbildung

1A : Ω −→ R, ω 7−→
{

1 , falls ω ∈ A

0 , falls ω /∈ A

Wir setzen außerdem 1l = 1Ω.

69



11.3 Aufgaben: (1) 1Ω\A = 1l − 1A

(2) 1A∩B = 1A · 1B

(3) (1A)2 = 1A

(4) A ⊂ B =⇒ 1A ≤ 1B

(5) A ∩ B = ∅ =⇒ 1A∪B = 1A + 1B

(6) A, B ⊂ Ω =⇒ 1A∪B = 1A + 1B − 1A · 1B

(7) E(1A) = P (A)

Aus diesen elementaren Eigenschaften folgt leicht

11.4 Lemma: Sind A1, . . . , An Teilmengen von Ω, so gilt

(1) 1A1∩A2∩...∩An
= 1A1

· 1A2
· . . . · 1An

(2) 1A1∪...∪An
= 1l − (1l − 1A1

) · (1l − 1A2
) · . . . · (1la1−An

)

Beweis:

(1) Induktion nach n.

Für n = 1 ist die Aussage richtig.

Induktionsschritt von n nach n + 1: Sei B = A1 ∩ . . . ∩ An. Dann
gilt

1A1∩...∩An+1
= 1B∩An+1

= 1B · 1An+1
=
↑

Induktion

(1A1
· . . . · 1An

) · 1An+1
.

(2) Aus dem Grundkurs sollte die de Morgansche Formel bekannt sein

Ω\(A1 ∪ . . . ∪ An) = (Ω\A1) ∩ (Ω\A2) ∩ . . . (Ω\An).

Es folgt

1A1∪...∪An
= 1l − (1l − 1A1∪...∪An

)
11.3
= 1l − (1Ω\(A1∪...∪An))

= 1l − (1(Ω\A1)∩...∩An))

(1)
= 1l − (1Ω\A1

· . . . · 1Ω\An
) = 1l − (1l − 1A1

) · . . . · (1l − 1An
).

�
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11.5 Lösung des Problems 11.1: Wir haben 4 Wege:

W1 über 1©, 4© Sei Ai das Ereignis
”
Wi offen“

W2 über 2©, 5© A = A1 ∪ . . . ∪ A4

W3 über 3©, 4© Bj das Ereignis, j hat keine Störung,

W4 über 3©, 5© P (Bj) = pj = 1 − qj

Wir haben Probleme, wenn keiner der Wege offen ist. Gesucht wird also

q = P (Ω\A),

denn A ist das Ereignis
”
mindestens einer der Wege ist offen“. Beachte Ω ist

die Menge der Zustnde des Systems. Nun gilt

1Ω\A = 1l − 1A = (1l − 1A1
) · (1l − 1A2

) · (1l − 1A3
) · (1l − 1A4

).

Weiter ist

A1 = B1 ∩ B4, A2 = B2 ∩ B5, A3 = B3 ∩ B4, A4 = B3 ∩ B5.

Also 1A1
= 1B1

· 1B2
, 1A2

= 1B1
· 1B5

usw., so daß

1Ω\A

= (1l − 1B1
· 1B2

) · (1l − 1B2
· 1B5

) · (1l − 1B3
· 1B4

) · (1l − 1B3
· 1B5

)

= 1l − 1B1
· 1B2

− 1B2
· 1B5

− 1B3
· 1B4

− 1B3
· 1B5

+ 1B1
· 1B2

· 1B5

+ 1B1
· 1B2

· 1B3
· 1B4

+ 1B1
· 1B2

· 1B3
· 1B5

+ 1B2
· 1B5

· 1B3
· 1B4

+ 1B2
· 1B3

· 1B5
+ 1B3

· 1B4
· 1B5

− 1B1
· 1B2

· 1B3
· 1B4

· 1B5
− 1B1

· 1B2
· 1B3

· 1B4
· 1B5

− 1B2
· 1B3

· 1B4
· 1B5

+ 1B1
· 1B2

· 1B3
· 1B4

· 1B5
− 1B1

· 1B2
· 1B3

· 1B5
.

Wir wenden nun (11.3) (7) an und benutzen (8.17). Da die Bi voneinander
unabhängig sind, gilt außerdem E(Bi · Bj) = E(Bi) · E(Bj) für i 6= j nach
(10.9) (1)

q = E(1Ω\A) = 1 − p1p2 − p2p5 − p3p4 − p3p5 + p1p2p5 + p1p2p3p4 + p2p3p5

+ p3p4p5 − p1p2p3p4p5
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12 Das schwache Gesetz der großen Zahl

Zu Beginn von § 10 hatten wir erläutert, warum wir die mittlere quadrati-
sche Abweichung vom Mittelwert statt die absolute betrachten. Das nächste
Ergebnis stellt einen Zusammenhang zwischen diesen beiden her.

12.1 Tschebyscheff’sche Ungleichung
(Tschebyscheff 1821 – 1894, Petersburg):

Sei X eine diskrete Zufallsvariable, deren Erwartungswert µ und Varianz
existieren. Sei c > 0 reelle Zahl. Dann gilt

P (|X − µ| ≥ c) ≤ Var(X)

c2
.

Beweis: Sei B = Bild X und A = {x ∈ B; |x − µ| ≥ c}. Wir wollen

P (|X − µ| ≥ c) = P (X−1(A)) = P

(∐

x∈A

X−1(x)

)
=
∑

x∈A

P (X = x)

abschätzen. Nach (10.4) gilt

Var(X) =
∑

x∈B

(x − µ)2 · P (X = x) =
∑

x∈A

(x − µ)2P (X = x)

+
∑

x∈B\A
(x − µ)2 · P (X = x)

︸ ︷︷ ︸
≥0

≥
∑

x∈A

(x − µ)2 · P (X = x)

≥
(∗)

∑

x∈A

c2 · P (X = x) = c2 ·
∑

x∈A

P (X = x) = c2 · P (|X − µ| ≥ c).

Dabei gilt (∗), weil (x − µ)2 ≥ c ∀ x ∈ A. �

In § 1 haben wir problematisiert, warum man den Grenzwert

lim
n→∞

rn(A)

der relativen Häufigkeiten eines Ereignisses A nicht für den Aufbau der Wahr-
scheinlichkeitstheorie nehmen sollte. Die nächsten Ergebnisse zeigen, daß un-
ser Ansatz der intuitiven Idee des Grenzwertes nicht widerspricht.
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12.2 Bernoullis schwaches Gesetz der großen Zahl: Ein Bernoulli-
Experiment für ein Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit P (A) wird n-mal
wiederholt. Sei rn(A) die Zufallsvariable, die die relative Häufigkeit für A
angibt. Dann gilt für jedes ε > 0

lim
n→∞

P (|rn(A) − P (A)| ≤ ε) = 1.

Erläuterung: Wir setzen wieder P (A) = p und q = 1− p. Unser Elementa-
rereignisraum Ωn ist die Menge aller n-Tupel von Symbolen T = Treffer und
N = Niete. Sei Sn(A) die Zufallsvariable, die jedem n-Tupel die Trefferzahl
zuordnet. Dann ist

rn(A) =
Sn(A)

n
.

Bernoullis Gesetz besagt nun, daß für große n die Wahrscheinlichkeit dafür
sehr klein ist, daß die relative Häufigkeit von der Wahrscheinlichkeit p um
mehr als ε abweicht. Mit anderen Worten: Mit Wahrscheinlichkeit 1 geht
rn(A) mit wachsendem n gegen p. (Ausrutscher können vorkommen, sind
aber sehr selten.)

Wie bei der Untersuchung der Bernoulli- oder Binomialverteilung setzen wir
jetzt

Xk : Ωn −→ R, Xk(n-Tupel) =

{
1 k-te Koordinate ist T

0 k-te Koordinate ist N

Dann gilt Sn(A) = X1 + · · ·+ Xn; E(Xi) = p, Var(Sn(A)) = n · p · q (vergl.
(8.18), (10.6)). Also

rn(A) =
1

n
(X1 + · · ·+ Xn)

P (A) = p =
1

n
(E(X1) + · · ·+ E(Xn))

Var

(
1

n
(X1 + · · ·+ Xn)

)
=

1

n2
Var(X1 + · · · + Xn) =

p · q
n

= Var(rn(A)).

Damit folgt (12.2) aus folgendem allgemeineren Ergebnis:

12.3 Markoffs Gesetz der großen Zahlen: Sei X1, X2, . . . eine Folge
beliebiger Zufallsvariabel Ω −→ R, deren Varianzen die Bedingung

lim
n→∞

Var

(
1

n
(X1 + · · ·+ Xn)

)
= 0
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erfüllen. Dann gilt für jedes ε > 0

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣
1

n
(X1 + · · ·+ Xn) − 1

n
(E(X1) + · · ·+ E(Xn))

∣∣∣∣ ≤ ε

)
= 1.

Beweis: Sei Yn die Zufallsvariable 1
n
(X1 + · · · + Xn). Dann gilt E(Yn) =

1
n
(E(X1) + · · · + E(Xn)). Aus der Tschebycheff’schen Ungleichung erhalten

wir

P
(
|Yn − E(Yn)| > ε

)
≤ Var(Yn)

ε2

oder

P (|Yn − E(Yn)| ≤ ε) > 1 − Var(Yn)

ε2
.

Es folgt

1 ≥ lim
n→∞

P (|Yn − E(Yn)| ≤ ε) ≥ 1 − 1

ε2
lim

n→∞
Var(Yn) = 1.

�
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Teil III

Approximationen der
Bernoulli-Verteilung

13 Die Poisson-Verteilung

Die Bernoulli-Verteilung hat zahlreiche Anwendungen, weil Versuchswieder-
holungen oft auftreten, ihr Nachteil ist aber, daß die Berechnung der Bi-
nomialkoeffizienten

(
n

k

)
für große n und k sehr aufwendig ist. Für kleine Er-

folgswahrscheinlichkeiten gibt es aber eine gute Approximation der Bernoulli-
Verteilung, die sich außerdem noch gut berechnen läßt.

13.1 Definition: Seien u, v : Z → R zwei Zähldichten auf Z. Dann heißt

u ∗ v : Z → R, k 7→
∑

i∈Z

u(i) · v(k − i)

die Faltung von u und v.

13.2 Lemma: u ∗ v ist eine Zähldichte auf Z.

Beweis: u ∗ v(k) ≥ 0, weil u(i) ≥ 0 und v(k − i) ≥ 0.

∑

k∈Z

(u ∗ v)(k) =
∑

k

∑

i

u(i) · v(k − i) =
∑

i

u(i) ·
∑

k

v(k − i)

︸ ︷︷ ︸
=1

=
∑

i

(i) = 1

�

13.3 Beispiel: Sei (Ω, P ) ein diskreter W -Raum, und seien

X, Y : Ω → Z

unabhängige Zufallsvariable. Sind vX , vY , vX+Y die Verteilungen von X, Y ,
bzw. X + Y , so gilt

vX ∗ vY = vX+Y
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Beweis:

vX+Y (k) = P (X + Y = k)

= P

(∐
i

(X−1(i) ∩ Y −1(k − i))

)
=
∑

i

P (X = i, Y = k − i)

=
∑

i

P (X = i)P (Y = k − i) =
∑

i

vX(i) · vY (k − i)

= (vX ∗ vY )(k)

Wegen der Unabhängigkeit gilt P (X = i, Y = k − i) = P (X = i) · P (Y =
k − i). �

13.4 Definition: Eine Zufallsvariable X : Ω → N heißt Poisson-verteilt mit
Parameter λ ≤ 0 (kurz: P (λ)-verteilt), wenn gilt

P (X = k) = e−λ · λk/k!

13.5 Lemma: Sind X1, X2 unabhängig und ist Xi P (λi)-verteilt, i = 1, 2,
dann ist X1 + X2 P (λ1 + λ2)-verteilt

Beweis:

P (X1 + X2 = k)
Bspl.13.3

=

k∑

i=0

e−λ1 · λi
1

i!
· e−λ2 · λk−i

2

(k − i)!
· k!

k!

= e−(λ1+λ2) · 1

k!

k∑

i=0

k!

i!(k − i)!
· λi

1 · λk−i
2

= e−(λ1+λ2) · 1

k!
·

k∑

i=0

(
k

i

)
· λi

1 · λk−i
2

= e−(λ1+λ2) (λ1 + λ2)
k

k!

�

Der folgende Satz zeigt nun, daß die Poissonverteilung eine gute Approxi-
mation der Trefferzahl in einer Reihe von Experimenten mit kleiner Erfolgs-
wahrscheinlichkeit ist.

13.6 Satz: Seien X1, . . . , Xn paarweise unabhängige Zufallsvariable, die nur
die Werte 0 (für Niete) oder 1 (für Treffer) annehmen. Sei P (Xi = 1) = pi und
P (Xi = 0) = qi = 1−pi, und sei λ = p1+ . . .+pn. Sei S = X1+X2+ . . .+Xn.
Dann gilt

∞∑

k=0

∣∣∣P (S = k) − e−λ · λk

k!

∣∣∣ ≤ 2

n∑

i=1

p2
i
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Beweis: Um die linke Seite abzuschätzen, benutzen wir einen kleinen Trick:
Wir konstruieren einen neuen W -Raum:

Ω = {(w1, . . . , wn) ∈ Z
n; wi ≥ −1 ∀ i = 1, . . . , n}

Die Zähldichte ist gegeben durch

P (w1, . . . , wn) = P1(w1) · P2(w2) · . . . · Pn(wn)

wobei

Pi(wi) =






qi = 1 − pi falls wi = 0

e−pi · pk
i

k!
falls wi = k ≥ 1

e−pi − qi falls wi = −1

Dann gilt:

∞∑

k=−1

Pi(k) = e−pi − qi + qi + e−pi

∞∑

k=1

pk
i

k!
= e−pi + e−pi(epi − 1) = 1,

da ex =
∞∑

k=0

xk

k!
= 1 +

∞∑
k=1

xk

k!
. Es folgt

∑

w∈Ω

P (w) =
∑

(w1,...,wn)∈Ω

P1(w1) · . . . · Pn(wn)

=

( ∞∑

k=−1

P1(w1)

)
·
( ∞∑

k=−1

P2(w2)

)
· . . . ·

( ∞∑

k=−1

Pn(wn)

)
= 1.

Also ist (Ω, P ) tatsächlich ein W -Raum. Wir definieren Zufallsvariable

Xi, Yi : Ω → R, i = 1, . . . , n

durch

Xi(w1, . . . , wn) =

{
0 falls wi = 0

1 falls wi 6= 0
Yi(w1, . . . , wn) =

{
k falls wi = k ≥ 1

0 sonst

Da

P (Yi = k) = P (wi = k) = e−pi · pk
i

k!
für k ≥ 1

P (Yi = 0) = P (wi = 0) + P (wi = −1) = qi + e−pi − qi = e−pi

ist Yi P (pi)-verteilt.
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Weiter gilt

P (Xi = 1) = P (wi 6= 0) = e−pi − qi + e−pi

∞∑

k=1

pk
i

k!
= −qi + e−pi ·

∞∑

k=0

pk
i

k!

= 1 − qi = pi

Also haben diese neuen Xi dieselbe Verteilung wie die im Satz gegebenen.
Damit kann S = X1 + . . . + Xn mit den neuen Xi berechnet werden. Nach
Lemma 13.5 ist T = Y1 + . . . + Yn P (p1 + . . . + pn) = P (λ)-verteilt. Es folgt

∞∑

k=0

∣∣∣P (S = k) − e−λ λk

k!

∣∣∣ =

∞∑

k=0

∣∣∣P (S = k) − P (T = k)
∣∣∣ = (∗)

=

∞∑

k=0

∣∣∣P (S = k, T = k) + P (S = k, T 6= k)−

P (S = k, T = k) − P (S 6= k, T = k)
∣∣∣

Beachte hierbei: P (S = k) = P (S = k, T = k) + P (S = k, T 6= k), weil
P (T = k) + P (T 6= k) = P (Ω). Es folgt

(∗) =

∞∑

k=0

∣∣∣P (S = k, T 6= k) − P (S 6= k, T = k)
∣∣∣

≤
∞∑

k=0

(∣∣∣P (S = k, T 6= k)
∣∣∣+
∣∣∣P (S 6= k, T = k)

∣∣∣
)

= 2P (S 6= T )

Wenn S 6= T ist, ist sicherlich mindestens ein Xi 6= Yi. Also folgt

2P (S 6= T ) ≤ 2
∞∑

i=1

P (Xi 6= Yi) ≤ 2
∞∑

i=1

p2
i .

Letzteres, weil P (Xi = Yi) = P (Xi = Yi = 0) + P (Xi = Yi = 1) =
Pi(0) + Pi(1) = qi + e−pipi.

Also: P (Xi 6= Yi) = 1 − qi − e−pi · pi = pi(1 − e−pi) ≤ p2
i

weil e−x ≥ 1 − x für x ≥ 0 (vgl. Funktionsgraphen). �

13.7 Folgerung: Ist p(n) eine Folge mit 0 ≤ p(n) ≤ 1 und lim
n→∞

n ·p(n) = λ,

so gilt

lim
n→∞

b(k; n, p(n)) = e−λ · λk

k!
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Beweis: Wir setzen in (13.6) pi = p(n) für i = 1, . . . , n. Dann ist

P (S = k) = b(k; n, p(n))

Mit λ(n) = n · p(n) folgt

0 ≤
∣∣∣b(k; n, p(n)) − e−λ(n) λ(n)k

k!

∣∣∣ ≤ 2 · n · p(n)2.

Da lim
n→∞

λ
n

= 0, folgt die Aussage durch Übergang zum Grenzwert. �

Die Folgerung 13.7 kann man auch ziemlich einfach direkt beweisen. Satz 13.6
hat aber den Vorteil, eine Abschätzung des Fehlers zwischen der Binomial-
und der Poissonverteilung anzugeben.

In praktischen Anwendungen verwendet man die Poisson-Verteilung als Mo-
dell immer dann, wenn untersucht wird, wieviele von vielen möglichen, aber
einzeln relativ unwahrscheinlichen unabhängigen Ereignissen eintreten.

13.8 Beispiel: Ein Wasserbehälter von 5m3 enthält 105 gefährliche Bak-
terien. Es wird eine Wasserprobe von 50cm3 entnommen. Wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, daß sie k gefährliche Bakterien enthält? Wie groß
ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie bakterienfrei ist?

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit dafür, eine bestimmte Bakterie zu erwi-
schen ist

p =
50cm3

5 · 1003cm3
= 10−5.

Nach(13.6) gilt mit n = 105 und λ = 105 · p = 1

∞∑

k=0

∣∣∣b(k; n, p) − e−λ λk

k!

∣∣∣ ≤ 2 · 105(10−5)2 = 2 · 10−5.

Bis auf einen Fehler ≤ 2
105 ist die Antwort also

e−1 · 1

k!
.

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit W dafür, daß die Probe bakterienfrei
ist, durch die Ungleichung

0, 36785 ≤ 1

e
− 2 · 10−5 ≤ W ≤ 1

e
+ 2 · 10−5 ≤ 0, 36790

näherungsweise bestimmt.
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14 Die Normalverteilung, ein Bericht

In diesem Abschnitt möchte ich auf einen der zentralen Sätze der Wahr-
scheinlichkeitstheorie eingehen. Den Beweis dieses Satzes will ich aber nicht
vorführen, da dafür die Vorlesung “Einführung in die Analysis I” Vorausset-
zung ist.

14.1 Definition: Eine Zufallsvariable X heißt normiert, wenn E(X) = 0
und V ar(X) = 1.

14.2 Aufgabe: Sei X eine Zufallsvariable mit V ar(X) 6= 0. Dann ist

X∗ =
1

σX

· (X − E(X))

normiert. Man nennt X∗ die normierte Form von X.

Wir betrachten nun folgende Situation: Gegeben ist eine Folge X1, X2, . . .
paarweise unabhängiger Zufallsvariabler, die alle dieselbe Verteilung besit-
zen. Wir bezeichnen ihren gemeinsamen Erwartungswert mit E und ihre
gemeinsame Standardabweichung mit σ. Setzen wir

Sn := X1 + . . . + Xn

Hn := 1
n
· Sn

so gilt E(Hn) = 1
n
(E(X1) + . . . + E(Xn)) = E

V ar(Hn) = 1
n2 (V ar(X1) + . . . + V ar(Xn)) = σ2

n

Da V ar(Hn) mit wachsendem n gegen 0 geht, wird nach der Tschebys-
cheff’schen Ungleichung die Verteilung von Hn mit wachsendem n mehr und
mehr um E konzentriert. Das ist die Aussage des Gesetzes der großen Zahl.

Sei nun

14.3 Yn := normierte Form von Hn =
Sn − nE

σ · √n
=

√
n(Hn − E)

σ

Eines der wichtigsten Resultate der Wahrscheinlichkeitstheorie ist nun, daß
die Verteilung von Yn mit wachsendem n gegen die sogenannte Normalver-

teilung konvergiert. Die genaue Aussage ist

14.4 Zentraler Grenzwertsatz: Ist X1, X2, . . . eine Folge paarweise un-
abhängiger Zufallsvariabler, die alle dieselbe Verteilung besitzen. Sei Yn die
standardisierte Summe, gegeben in (14.3). Dann existiert für jedes t ∈ R

Φ(t) := lim
n→∞

P (Yn < t)
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und es gilt

Φ(t) =
1√
2π

t∫

−∞

e−
x
2

2 dx

Das Resultat ist äußerst überraschend, weil Φ(t) nicht von der speziellen
Verteilung der Xi abhängig ist.

Die Funktion

ϕ =
1√
2π

· e−x
2

2 : R → R

ist die bekannte Glockenkurve, die auch jeden 10 DM-Schein ziert.

Die folgenden beiden Skizzen zeigen die Approximation der Bernoulli-Vertei-
lung durch ϕ und die Verteilungsfunktion Φ von ϕ.

ϕ(x)

x

0,4

0,3

0,2

0 1

0,1

-4 2 3 4-1-2-3

Approximation der Binomialverteilung mit p = 2
5

und n = 10 durch ϕ

14.5 Definition: ϕ nennt man Normalverteilung, Φ ist die zugehörige Ver-

teilungsfunktion (vergl. (7.7), nur haben wir es jetzt mit Verteilungen auf

81



nicht-diskreten W -Räumen zu tun).

0.1

0.2

0.3

0.4

-2 -1 0 1 2 3-3

Φ(x)

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

x

14.6 Anwendungsbeispiel: Wir würfeln 600 mal mit einen idealen Würfel
und fragen nach der Wahrscheinlichkeit, daß wir mindestens 90 und höchstens
100 Sechsen erhalten.

Ω = {1, . . . , 6}600. Sei Xi : Ω → R, die Zufallsvariable, gegeben durch

Xi(w) =

{
1 i − ter Wurf ist 6

0 sonst

Dann gibt S600 = X1 + . . . + X600 die Anzahl der Sechsen an. Gesucht wird

P (90 ≤ Sn ≤ 100) n = 600

E = E(Xi) = 1 · 1
6
, V ar(Xi) = E(X2

i ) − (E(Xi))
2 = 1

6
− 1

36
= 5

36
,

σ = σXi
= 1

6

√
5. Es folgt

Yn =
Sn − 100√
600 · 1

6

√
5

=

√
30

50
(Sn − 100)

P (90 ≤ Sn ≤ 100) = P (−10
√

30
50

≤ Yn ≤ 0)

= P (Yn ≤ 0) − P (Yn < −
√

30
50

)

≈ Φ(0) − Φ(−1, 0954 . . .) = 0, 5 − (1 − Φ(1, 0954 . . .))

≈ 0, 36

Hierbei haben wir benutzt, daß wegen der Symmetrie ϕ(x) = ϕ(−x) gilt
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14.7 Φ(−x) = 1 − Φ(x)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist näherungsweise 36%.

Wie wir wissen, ist “näherungsweise” kein mathematischer Ausdruck, solan-
ge wir nicht wissen, wie groß der Fehler ist. Es gibt viele Untersuchungen
über die Qualität der Approximation des zentralen Grenzwertsatzes. Das be-
deutenste Resultat ist folgender Satz, der 1941 von Berry und unabhängig
davon 1942 von Esseen mit ganz anderen Mitteln bewiesen wurde.

14.8 Satz von Berry und Esseen: Sei X1, X2, . . . eine Folge paarweise
unabhängiger Zufallsvariablen mit derselben Verteilung, so daß ∀i ∈ N\{0}
gilt

E(Xi) = 0, E(X2
i ) = σ2 > 0, E(|Xi|3) = ρ < ∞

Dann gilt für die Folge Yn der normierten Summen (14.3)

∣∣P (Yn < t) − Φ(t)
∣∣ ≤ C · ρ

σ3 · √n

mit einer von Xi unabhängigen Konstanten C.

Über den Wert von C wurde viel gearbeitet. Berry berechnete sie mit C ≤
1, 88, aber seine Rechnung war fehlerhaft. Esseen schätzte sie mit 7,59 ab.
Das mir bekannte beste Resultat stammt von van Beek aus dem Jahr 1972
mit einem Wert C ≤ 0, 7975.

14.9 Beispiel: Wir wenden die Abschätzung auf Beispiel (14.6) an. Dafür
müssen wir zunächst Xi durch die Zufallsvariable

Zi = Xi −
1

6
, d.h. Zi(w) =

{
5
6
, falls i-ter Wurf = 6

−1
6
, falls i-ter Wurf 6= 6

ersetzen, damit E(Zi) = 0. Dann gilt

V ar(Zi) = V ar(Xi), also σZi
= σXi

= 1
6

√
5. Insbesondere sind die normierten

Summen Yn dieselben für die Zi und Xi. Wir berechnen ρ:

ρ = E(|Zi|3) =

(
5

6

)3
1

6
+

(
1

6

)3
5

6
=

53 + 5

64
=

130

64

Es folgt:
∣∣P (Yn < t) − Φ(t)

∣∣≤ 0, 7975 · 130

64 · 1
63

√
5

3 ·
√

600
=

0, 7975 · 13

6 · 5 ·
√

30
= 0, 06309 . . .

In der Herleitung unseres Ergebnisses haben wir die Abschätzung zweimal
benutzt, so daß der mögliche Fehler ≤ ±12, 6% ist, eine relativ beachtliche
Abweichung von den berechneten 36%.
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Die Abschätzung von Berry und Esseen kann schon deshalb nicht optimal für
einzelne Probleme sein, weil sie für alle Verteilungen gültig ist. Für spezielle
Fälle gibt es erheblich bessere Resultate.

14.10 Der Fall der Bernoulli-Verteilung

Wir untersuchen ein Bernoulli-Experiment mit der Wahrscheinlichkeit p für
Treffer und q = 1 − p für Niete. Sei Xi die Zufallsvariable mit Wert 1, falls
im i-ten Versuch T eintritt und sonst 0.

14.11 Satz: In diesem Fall gilt

P (a ≤ Sn ≤ b) =

(
1 +

Θ1 · c√
npq

)
·
(

1 + Θ2

1 + 2c(c2 + 3)
√

npq

3npq

)
·

B∫

A

ϕ(t)dt

wobei

(1) |Θi| < 1, für i = 1, 2

(2) A =
a − np√

npq
, B =

b − np√
npq

, c = max{|A|, |B|}.

In unserem Beispiel liefert diese Abschätzung keine besseren Werte.
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Tabelle 1: Tafel für ϕ =
1√
2π

e−
z
2

2
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Tabelle 2: Tafel für Φ genauer für H(z) :=
z∫

0

ϕ(t)dt
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Teil IV

Elemente der Schätztheorie

15 Schätzprobleme

Schätzprobleme treten in vielfältiger Gestalt auf. Wir erinnern an die
Übungsaufgabe, einen Fischbestand mit Hilfe der hypergeometrische Ver-
teilung und Entnahme einer Probe zu schätzen. Ein häufig auftretendes
Problem ist das Schätzen der Trefferwahrscheinlichkeit bei einem Bernoulli-
Experiment.

Wir beschreiben zunächst den mathematischen Rahmen.

15.1 Definition: Ein Schätzproblem mit diskretem Stichprobenraum be-
steht aus

• einer nicht-leeren höchstens abzählbar großen Menge X von Stichproben

• einer beliebigen Menge {Pϑ; ϑ ∈ Θ} von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf
X

• einer zu schätzenden Funktion g : Θ → R.

15.2 Beispiel: Fischbestand

Sei N die Zahl der Fische im Teich, die zu schätzen ist. Man fängt r Fische,
kennzeichnet sie und setzt sie wieder aus. Danach fängt man n Fische. Aus
der Anzahl x der markierten darunter will man auf N schließen.

In diesem Fall ist X = {0, 1, . . . , n}. Dabei steht x ∈ X für die Anzahl der
markierten Fische in der Stichprobe Θ = {n, n + 1, n + 2, . . .}. Für n ∈ Θ
ist PN = h(−; n, r, N − r) die hypergeometrische Verteilung, und g ist die
Abbildung

g : Θ → N, N → N

15.3 Bezeichnung: Jede Abbildung ĝ : X → R nennt man einen Schätzer

von g und ĝ(x) den Schätzwert von g aufgrund der Stichprobe x ∈ X .

15.4 Beispiel: In einer Stadt gibt es N Taxis, die mit Nummern 1, 2, . . . , N
sichtbar beschriftet sind. Ein Passant steht an einer belebten Straße und
notiert die Nummern von n verschiedenen Taxen x1 < x2 < . . . < xn. Aus
diesen Zahlen versucht er, auf N zu schließen.

X = Menge aller n-elementigen Teilmengen von {1, 2, 3, . . . , N}.
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Die Taxen haben alle denselben festen Standort, so daß sie mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit durch die Straßen kommen. Damit ist

PN(x) =
1(
N

n

) Pϑ = PN , N ∈ Θ

Jetzt ist Θ = {xn, xn + 1, . . .}, da N ≥ xn und g : Θ → N, N 7→ N .

Ansätze für Schätzer:

(1) ĝ(x) = xn x = {x1 < x2 < . . . < xn}

(2) Aus Symmetriegründen dürfte es “im Durchschnitt” genausoviele Ta-
xen mit Nummern < x1 wie Taxen mit Nummern > xn geben. Daher
kann man den Schätzer

ĝ1(x) = xn + x1 − 1

diskutieren.

(3) Man könnte auch die Länge der Beobachtungslücke {xn + 1, . . . , N}
durch die mittlere Länge aller Lücken abschätzen:

(x1 − 1) + (x2 − x1 − 1) + (x3 − x2 − 1) + . . . + (xn − xn−1 − 1)

n

=
xn − n

n

Dies führt zu ĝ2(x) = xn + xn−n
n

= (n+1)xn−n

n

(bzw. der nächsten ganzen Zahl).

Es gibt also eine Reihe heuristischer Argumente für Schätzer.

Bei der Lösung des Beispiels 15.2 wurde als Schätzverfahren die Maximum-

Likelihood-Schätzung empfohlen, auf die wir jetzt eingehen werden.

15.5 Maximum-Likelihood-Schätzer: Für x ∈ X nennt man

Lx : Θ → R ϑ 7→ Pϑ(x)

die Likelihood-Funktion. Sei ϑ̂(x) ∈ Θ ein Element, für das

Lx(ϑ̂(x)) = sup{Lx(ϑ); ϑ ∈ Θ},

d.h. Lx hat in ϑ̂(x) seinen maximalen Wert, dann heißt ϑ̂(x) Maximum-

Likelihood-Schätzung von ϑ.
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15.6 Bemerkung: ϑ̂(x) braucht nicht zu existieren. Es kann aber auch meh-
rere Maximum-Likelihood-Schätzer geben.

15.7 Beispiel: Wir ermitteln die Maximum-Likelihood-Schätzung im Bei-
spiel (15.2). Sei x = Zahl der markierten Fische. Dann ist die Likelihood-
Funktion

Lx : Θ → R, N 7→ PN(x) = h(x; n, r, N − r).

Wir suchen das Maximum:

PN(x)

PN−1(x)
=

(
r

x

)
·
(

N−r

n−x

)
·
(

N−1
n

)
(

N

n

)
·
(

r

x

)(
N−1−r

n−x

)

=
(N − r)! · (N − 1)!n!(N − n)!(n − x)!(N − 1 − r − n + x)!

(n − x)!(N − r − n + x)!n!(N − 1 − n)! · N !(N − 1 − r)!

=
(N − n) · (N − r)

N · (N − r − n + x)

Also: PN(x) > PN−1(x) ⇐⇒ (N − n) · (N − r) > N(N − r − n + x)

⇐⇒ N2 − Nr − nN + nr > N2 − Nr − Nn + Nx

⇐⇒ nr > Nx

Die gleich Äquivalenz erhält man, wenn man > durch ≥, =, <,≤ ersetzt. Es
folgt: PN(x) ist für N̂(x) =

[
nr
x

]
= größte Zahl ≤ nr

x
maximal. Ist nr

x
keine

ganze Zahl, ist N̂(x) das eindeutige Maximum. Ist nr
x

ganze Zahl, erhalten
wir PN(x) = PN−1(x) für nr = Nx. Damit tritt das Maximum bei N = nr

x

und N − 1 = nr
x
− 1 auf.

Wie vergleichen das mit der Lösung der Übungsaufgabe. Dort war r = 50,
n = 45, x = 10. Die Maximum-Likelihood-Schätzung gibt den Schätzwert

N̂(x) =
45 · 50

10
= 225 oder

45 · 50

10
− 1 = 224

Das ist dasselbe Ergebnis wie in unserer Übungsaufgabe.

15.8 Beispiel: Maximum-Likelihood-Schätzung im Taxiproblem (15.4).
Likelilhood-Funktion: Sei x = {x1 < . . . < xn}

Lx : Θ → R, N 7→ PN(x) =

(
N

n

)−1

PN(x) ist also umso größer, je kleiner N ist. Das kleinste n ist aber xn. Also
ist N̂(x) = xn der Maximum-Likelihood-Schätzer.
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15.9 Beispiel: Bei einem Bernoulli-Experiment soll die Wahrscheinlichkeit
p für “Treffer” geschätzt werden. Dazu führen wir das Experiment n-mal
durch. In diesem Fall ist X = {0, 1, . . . , n} der Stichprobenraum, wobei k die
Anzahl der Treffer der Stichprobe ist, Θ ist das Einheitsintervall [0, 1],

Pϑ = b(−; n, ϑ) ϑ ∈ [0, 1] = Θ

ist die Bernoulli-Verteilung und

g : Θ → R, ϑ 7→ ϑ

die Schätzfunktion. Sei k die Trefferzahl der Stichprobe. Wir haben die Likeli-
hood-Funktion

Lk : Θ → R, p 7→ Pp(k) = b(k; n, p) =

(
n

k

)
· pk · (1 − p)n−k.

Gesucht wird das Maximum. Dazu differenzieren wir nach p

Lk(p)′ =
(

n

k

) (
k · pk−1 · (1 − p)n−k − (n − k)(1 − p)n−k−1 · pk

)

Lk(p)′ = 0 ⇐⇒ k · pk−1 · (1 − p)n−k = (n − k) · (1 − p)n−k−1 · pk

Wir wollen zunächst annehmen, daß p 6= 0 und p 6= 1. Dann folgt

Lk(p)′ = 0 ⇐⇒ k · (1 − p) = (n − k) · p ⇐⇒ k = n · p.

Wir erhalten als Maximum-Likelihood-Schätzung: p̂(k) = k
n

(man kontrolliert leicht nach, daß bei k
n

tatsächlich ein Maximum vorliegt).
Ist nun p = 0, ist k = 0 und p̂(k) = 0, ist p = 1, ist k = n, also auch p̂(k) = 1.
Damit passen auch diese Fälle zu unserem Schätzwert.

Man kann sich die Herleitung des letzten Ergebnisses einfacher machen. Da
die Logarithmusfunktion streng monoton wachsend ist, kann man genausogut
den Maximalwert der log-Likelihood-Funktion berechnen. Wir setzen

15.10 Bezeichnung: Ist Lx : Θ → R die Likelihood-Funktion, so heißt

Lx := ln Lx : Θ → R

die log-Likelihood-Funktion.

15.11 Im Beispiel 15.9 gilt

(i) Lk(p) = ln Lk(p) = ln
(

n

k

)
+ k · ln p + (n − k) · ln(1 − p)
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(ii) L′
k(p) =

1

Lk(p)
· L′

k(p) =
k

p
− n − k

1 − p

(∗)
=

k

pq
− n

q

(iii) L′
k(p) =

(
k

p
− n − k

1 − p

)
· Lk(p)

zu (∗): =
k

p
− n − k

q
=

k

p
+

k

q
− n

q
=

qk + pk

pq
− n

q
=

k

pq
− n

q

16 Erwartungstreue

Zur Erinnerung: Der Stichprobenraum ersetzt bei Schätzproblemen den W -
Raum. Ist

T : X → R

eine Abbildung, so können wir ihren Erwartungswert bzgl. der W -Maße
Pϑ, ϑ ∈ Θ ermitteln:

Eϑ(T ) =
∑

x∈X
T (x) · Pϑ(x) =

∑

t∈ Bild T

t · Pϑ(T = t).

16.1 Definition: Ein Schätzer ĝ : X → R von g : Θ → R heißt erwartungs-

treu, wenn für alle ϑ ∈ Θ gilt

Eϑ(ĝ) = g(ϑ).

Ist Θ ⊆ R, so heißt ϑ̂ : X → R erwartungstreuer Schätzer von ϑ, wenn

ϑ = Eϑ(ϑ̂) ∀ϑ ∈ Θ

b(ϑ, ĝ) = Eϑ(ĝ) − g(ϑ) heißt Bias der Schätzung von ĝ.

16.2 Beispiel: Im Beispiel (15.9) haben wir ein Bernoulli-Experiment der
Länge n mit Trefferwahrscheinlichkeit p, X = {0, 1, . . . , n}. Wir zeigten

p̂ = X → R, k 7→ k

n

ist der Maximum-Likelihood-Schätzer für

g : Θ → R, p 7→ p.

Es gilt

Ep(p̂) =
n∑

k=0

k

n
· b(k; n, p) =

1

n

n∑

k=0

k · b(k; n, p) =
1

n
· n · p = p.

Also ist p̂ erwartungstreuer Schätzer von p ∈ Θ.
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16.3 Beispiel: Taxiproblem

(1) Der Maximum-Likelihood-Schätzer ĝ : X → R, (x1 < . . . < xn) 7→ xn

ist nicht erwartungstreu:

Sei N ∈ Θ = {xn, xn+1, . . .}. PN ist die Gleichverteilung, aber

En(ĝ) =

(
N

n

)−1

·
∑

x∈X
ĝ(x) 6= N für einige N ∈ Θ.

Man prüft leicht nach, daß EN (ĝ) nicht immer gleich N ist, z.B. falls
N = xn = n + 1.

(2) Dagegen sind die Schätzer ĝ1 und ĝ2 erwartungstreu. Auf den Beweis
dieser Tatsache wollen wir verzichten.

16.4 Messungen einer Größe Eine Größe µ soll in n unabhängigen Mes-
sungen “ermittelt” werden. Seien X1, . . . , Xn die unabhängigen Zufallsvaria-
blen, die die Messungen beschreiben. Ihre Werte “streuen” um µ, aber ihre
von µ abhängige Verteilung ist unbekannt. Wir nehmen nur an, daß

Eµ(Xi) = µ.

Sei

X =
1

n
(X1, + . . . + Xn)

der Mittelwert unserer Messungen. Dann gilt

Eµ(X) =
1

n
(Eµ(X1) + . . . + Eµ(Xn)) = µ.

Damit ist der Mittelwert eine erwartungstreu Schätzung von µ. Wir nehmen
weiter an, daß die Xi die unbekannte Varianz σ2 haben. Sei Pϑ die unbekannte
Verteilung der Xi. Dann gilt

Eµ(Xi) = µ =: g1(ϑ), σ2 = Varϑ(Xi) =: g2(ϑ).

16.5 Behauptung: s2 := 1
n−1

n∑
i=1

(Xi − X)2 ist erwartungstreue Schätzung

von σ2.
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Beweis: Da die Xi voneinander unabhängig sind, gilt

Eϑ((Xi − X)2)

= Eϑ(((Xi − µ) − (X − µ))2)

= Eϑ((Xi − µ)2)︸ ︷︷ ︸
Varϑ(Xi)=σ2

−2Eϑ((Xi − µ) · (X − µ)) + Eϑ((X − µ)2)︸ ︷︷ ︸
Var(X)= 1

n2 ·n·Var(Xn)= σ2

n

Eϑ((Xi − µ) − (X − µ))

= Cov(Xi, X) =
1

n

n∑

j=1

Cov(Xi, Xj) =
1

n
Var(Xi) =

σ2

n

Also: Eϑ((Xi − X)2) = σ2 − 2
n
σ2 + σ2

n
= σ2(1 − 1

n
)

und Eϑ(s2) = 1
n−1

· n · σ2 · n−1
n

= σ2
�

16.6 Bemerkung: Die Erwartungstreue erzwingt den Faktor 1
n−1

statt des

naheliegenden Faktors 1
n

für die Schätzung von s2 von σ2.

16.7 Folgerung: Da Eϑ eine linear Funktion ist, folgt:

s2

n
ist erwartungstreue Schätzung der Varianz Varϑ(X) =

σ2

n

Eϑ(
s2

n
) =

1

n
Eϑ(s

2) =
1

n
σ2 = Var(X).

17 Der mittlere quadratische Fehler

Die wichtigste Forderung an einen Schätzer T : X → R ist sicherlich, daß
die Schätzwerte T (x) nahe bei der zu schätzenden Größe g(ϑ) liegen.

17.1 Definition: Sei T : X → R ein Schätzer für g : Θ → R. Dann heißt

R(ϑ, T ) = Eϑ((T − g(ϑ))2)

der mittlere quadratische Fehler der Schätzung.
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Diese Definition ist natürlich in Anlehnung an die Definition der Varianz
gewählt. Man wird Schätzer suchen, für die R(ϑ, T ) möglichst klein ist. Sind
T1 und T2 zwei Schätzer, so kann es durchaus vorkommen, daß es ϑ1 und
ϑ2 ∈ Θ gibt, so daß

aber

R(ϑ1, T1) < R(ϑ1, T2)

R(ϑ2, T1) > R(ϑ2, T2)

Damit erlaubt dieses Kriterium oft nicht die Wahl eines eindeutigen Schät-
zers. Die Situation wird besser, wenn man sich auf erwartungstreue Schätzer
einschränkt.

17.2 Beispiel: (ohne Beweis) Beim Taxiproblem gilt für die erwartungs-
treuen Schätzer ĝ1 und ĝ2:

R(ϑ, ĝ2) ≤ R(ϑ, ĝ1),

d.h. ĝ2 ist der bessere Schätzer.

17.3 Ist T erwartungstreu, so ist Eϑ(t) = g(ϑ), also

R(ϑ, T ) = Varϑ(T )

17.4 Satz: Im Beispiel (15.9) ist p̂ : {0, . . . , n} → R, k 7→ k
n

der erwartungs-
treue Schätzer für g : Θ = [0, 1] → R, p 7→ p mit dem kleinsten quadratischen
Fehler.

Beweis: Wir erinnern: Für k ∈ {0, . . . , n} = X ist

Lk : Θ = [0, 1] → R, p 7→
(

n

k

)
· pk · (1 − p)n−k

die Likelihood-Funktion. Sei T : X → R erwartungstreuer Schätzer für g.
Dann gilt

(1) p = g(p) = Ep(T ) =
n∑

k=0

T (k) · b(k; n, p) =
n∑

k=0

T (k) · Lk(p)

(2) 1 =
n∑

k=0

Lk(p)

Wir leiten (1) und (2) nach p ab. Unter Benutzung von (15.11) erhalten wir

(3) 1 =
n∑

k=0

T (k) · L′
k(p) =

n∑
k=0

T (k) · L′
k(p) · Lk(p) = Ep(T · L′

x(p))
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(4) 0 =
n∑

k=0

L′
k(p) =

n∑
k=0

L′
k(p) · Lk(p) = Ep(L′

x(p))

Es folgt: 1 = Ep(T · L′
k(p)) − Ep(T ) · Ep(L′

k(p))

= Ep(T · L′
k(p) − Ep(T ) · L′

k(p)) = Ep((T − Ep(T )) · L′
k(p))

10.16
≤

√
Ep((T − Ep(T )2) · Ep((L′

k(p))2)

Quadrieren wir, so erhalten wir

Varp(T ) ≥ 1

Ep(L′
x(p)2)

s.u.
=

pq

n

Nun gilt:

(a) L′
k(p)2 =

(
k

pq
− n

q

)2

=
k2

p2q2
− 2n

pq2
· k +

n2

q2

(b) Setzen wir X : {0, 1, . . . , n} → R, k → k, so gilt Ep(X) = Erwartungs-
wert der Binomialverteilung, Varp(X) = Varianz der Binomialvertei-
lung. Also Ep(X) = np, Ep(X

2) = Varp(X) + Ep(X)2 = npq + n2p2.

Es folgt

Ep(L′
x(p)2) =

1

p2q2
Ep(X

2) − 2n

pq2
Ep(X) +

n2

q2
=

npq

p2q2
+

n2p2

p2q2
− 2n2p

pq2
+

n2

q2

=
n

pq

Für den erwartungstreuen Schätzer p̂ gilt

Varp(p̂) =
n∑

k=0

p̂(k)2 · b(k; n, p) − Ep(p̂)2

=
1

n2

n∑

k=0

(k)2 · b(k; n, p) − p2

=
1

n2

( n∑

k=0

(k)2 · b(k; n, p) − (np)2

︸ ︷︷ ︸
Varianz der Binomialverteilung

)
=

1

n2
· npq =

pq

n

Es folgt: Varp(T ) ≥ pq

n
= Varp(p̂). �
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