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Von studentischer Seite wird immer wieder die Frage gestellt, warum in der
Fachmathematik nicht mehr oder weniger fertige fachliche Unterrichtsein-
heiten vermittelt werden, die dann ohne allzu grofle Miihe in schulischen
Unterricht umgesetzt werden konnen.

Die Frage zeigt deutlich, dafl viele Studierende nur ein beschrianktes Verstéand-
nis des Wesens der Mathematik besitzen. Die Gefahr besteht, dafl dieses
Verstéandnis in den spéteren Unterricht einfliefft, mit katastrophalen Ergeb-
nissen, wie die mangelnde Akzeptanz der Mathematik durch die Schiiler und
das falsche Bild der Mathematik in der Offentlichkeit nur allzu deutlich be-
legen.

Mathematik ist eine universelle einsetzbare Denkstruktur, die man sich nur
durch intensives Training und Nachdenken aneignen kann. In diesem Sin-
ne wird die Mathematik von einer zunehmenden Zahl anderer universitéirer
Fécher als die zentrale Hilfswissenschaft anerkannt.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie 148t sich sehr deutlich die Vorgangswei-
se der Mathematik erldutern: Aus einfachen, alltéglichen Problemen iiber
Wahrscheinlichkeiten wird ein mathematisches Modell in Form eines Axio-
mensystems abstrahiert, auf das man sich leicht einigen kann. Mit zuneh-
mender Komplexitidt der zu untersuchenden Probleme mufl dieses Modell,
noch immer basierend auf Axiomen, verfeinert werden. Die dafiir benotig-
ten mathematischen Werkzeuge miissen weiterentwickelt werden, das Modell
mufl auf seine Stimmigkeit {iberpriift werden. Da dies weit iiber die Ver-
mittlung mathematischer Rezepte hinausgeht, fillt gerade dieser Teil vielen
Studierenden schwer. Natiirlich ist dies wieder ein Hinweis auf die mangeln-
de mathematische Ausbildung in vielen Schulen, in denen Rechenfertigkeiten
vermittelt werden, deren Sinn viele nicht einsehen, aber auf zentrale Anliegen
der Mathematik nicht eingegangen wird.
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Teil 1

Endliche
Wahrscheinlichkeitstheorie

1 Das mathematische Modell

Beim Werfen einer Miinze sei W das Ereignis, dafi , Wappen® auftritt. Wir
wiederholen den Versuch n-mal. Sei

hn (W)
die Anzahl des Ergebnisses ,, Wappen®“ bei n Wiirfen.

1.1 Definition: h, (W) ist die absolute Hiufigkeit des Ereignisses W bei
dem angegebenen Versuch. Der Quotient

heif3t relative Haufigkeit des Ereignisses W.

Trégt man r,(IV) in einem Graphen auf (Beachte: Man macht nur eine
Versuchsreihe mit sehr grofiem n), so wird der Graph fiir kleine n kriftig
schwanken, sich aber fiir grole n nach allen Erfahrungen bei einem festen
Wert in der Ndhe von 0,5 einpendeln. Dieser Wert héingt von der Beschaffen-
heit der Miinze ab.

1.2 Beispielversuche
IW, 2, ZW, 2,2, 2, Z,W, ZW, ZWWW W, Z, 2, ZW.W, Z

) \/\\/\/\/\/

2 4 6 § 10 12 14 16 18 20 22 24 26




Will man diesen Versuch mathematisch fassen, liegt es nahe, dem Ereignis
W die Wahrscheinlichkeit

1.3 PW) = lim r,(W)
zuzuordnen. Ist das sinnvoll?

Schauen wir auf unser Experiment zuriick. Skepsis muf§ die Bemerkung ,,nach
allen Erfahrungen® auslosen. So etwas 148t sich mathematisch nicht fassen.
Weiter verlangt die Definition (1.3) eine unendliche Folge r,(W), und die
liegt niemals vor. Selbst wenn sie vorlédge, ist nicht klar, dal der Grenzwert
existiert. Wir sehen also, (1.3) ist nur ein bedingt brauchbarer Ansatz.

Wie geht ein Mathematiker weiter vor? Er untersucht zunéchst Eigenschaften
der relativen Héufigkeit.

Betrachten wir wieder unser Experiment. Wir konnen uns fiir folgende Fr-
eignisse interessieren:

W = Wappen tritt auf, Z = Zahl tritt auf.

Wir setzen
Q= {W,2}

Q) ist die Menge der Elementarereignisse. Thre speziellen Wahrscheinlichkei-
ten festzulegen, kann schwer sein, wie wir gesehen haben. Die Miinze ist ja
fast immer nicht ,ideal“. Aber einige Dinge kénnen wir sofort sehen: Dazu
betrachten wir Teilmengen A, B C  und fragen uns, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit der Ausgang unseres Experiments in A liegt.

1.4 Satz: Ein Versuch habe eine endliche Menge 2 von Ausgéngen.
(1) VACQgilt 0<r,(A) <1
(2) r,(Q2) = 1, man nennt ) das sichere Ereignis.
(3) Seien A, B C Q und AN B = (), dann gilt

ron(AUB) =1,(A) + r,(B).
Bewelis:

(1) Da 0 < h,(A) <n,folgt 0 <r,(A) <1.

(2) Da jeder Versuchsausgang in € liegt, ist h,(2) = n. Also r,(Q2) = 1.



(3) DaAnB =10, ist h,(AU B) = h,(A) + h,(B). Es folgt

ron(AUB) =1,(A) + r,(B).

0

1.5 Bezeichnung: (1) Eine Teilmenge A C 2 nennen wir ein Ereignis,
die Elemente von €2 heiflen Elementarereignisse.

(2) Zwei Ereignisse A, B heiflen unvertrdglich, falls AN B = ().
Satz 1.4 erheben wir nun zur Definition.

1.6 Definition: Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer
endlichen Menge 2 und einer Abbildung

P:PQ)—R

von der Potenzmenge P(§2) aller Teilmengen von 2 nach R. Es gelten die
Axiome

(1) 0<P(A) <1 VACQ
(2) P() =1
(3) P(AUB) = (P(A)+ P(B) fiir alle A, B € P(Q2) mit AN B =10.

P heiBBt Wahrscheinlichkeitsmaf, kurz W-Maf, und (2, P) nennen wir einen
endlichen W-Raum.

1.7 Bezeichnungen: (1) Seien A, B € P(Q). Falls AN B = (), schreiben
wir A+ B fiir AU B. Also beinhaltet A + B u.a. stets, da8 AN B = (.

(2) AA\B={a€A; a¢ B}

(3) CA = Q\A, das Komplement von A in €.
1.8 Folgerungen aus den Axiomen:

(1) P(CA)=1—P(A) VAeP()

(2) Fiir das unmégliche Ereignis 0 gilt P(D) = 0

(3) Fiir A C B gilt P(A) < P(B).



(4) P(B\A)=P(BNCA)=P(B)—P(ANB) YA BeP()
(5) P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) VA BeP({)

(6) Sind Ay, ..., A, € P(Q2) paarweise unvertréglich, d.h. A; N A; = (0 fiir
i # j, so gilt

P(AiU---UA,)=P(A)+ -+ P(A,).
Beweis:
(1) Q= A+ CA. Aus den Axiomen 2 und 3 folgt
1=P(Q)=P(A)+ P(CA)

(2) 0 =CQ. Also P(0)=P(CQ)=1-P(Q)=1—-1=0

4) B=BNQ=BN(A+CA) =BNA+BNC(A) =BNA+B\A.

Es folgt
P(B)=P(BNA)+ P(B\A)

(3) Da A C B, folgt BN A= A. Aus (4) und Axiom 1 folgt:

P(B)=P(A)+ P(B\A) > P(A)

(5) AUB =ANB+ A\B + B\A. Also folgt aus (4) und (6)

P(AUB)=P(ANB)+ P(A\B) + P(B\A)
P(ANB)+ P(A)— P(ANB)+ P(B)— P(AN B)
= P(A)+ P(B)— P(ANB)

(6) durch Induktion nach n > 2. Fiir n = 2 ist dies Axiom 3.
Induktionsschritt:

Voraussetzung: Sind Ay,..., A,,n > 2, paarweise unvertriaglich, so gilt
P(AyU---UA,) =P(A)+---+ P(A4,).
Behauptung: Sind Ay,..., A, paarweise unvertraglich, so gilt

P(AyU---UA,41) = P(A) + -+ P(A,) + P(An11).
Beweis: Sei B= A, U---UA,. Dann gilt

BNnA,1=AU---UA)NA,1=(A1NA)U---UA, NA) =0
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Aus Axiom 3 und der Induktionsvoraussetzung folgt
P(A1U---UAn) = P(BUApy) = P(B) + ( nt1)
=P(A)+---+P(A,) + P(Apq).

O

In einem endlichen W-Raum (€2, P) ist jedes Ereignis A C 2 eine endliche
Menge A = {ai,...,a,}. Es folgt aus (1.8) (6)

P(A)=P({ai} + - +{a}) = P{ar}) + -+ P({a,}).
Damit erhalten wir sofort

1.9 Satz: Ein endlicher W-Raum (2, P) ist eindeutig gegeben durch die
Menge €2 der Elementarereignisse und eine Funktion

f:Q—R
genannt Zdhldichte mit den Eigenschaften
(1) fw)>20 Vwe
(2) X flw)=

we

Der Zusammenhang zwischen Zéhldichte f und W-Maf} P ist gegeben durch:

flw) = P({w})
P(A) =3 f()

weN
(Dabei wird die leere Summe (d.h. A = 0)) 0 gesetzt.)

Der Beweis ist klar!

1.10 Ausblick: Mit (1.6) haben wir eine Definition fiir ein Wahrschein-
lichkeitsmafl gefunden, die jede relative Haufigkeit offensichtlich erfiillt. Wir
werden daraus eine Theorie entwickeln, die sich somit stets anwenden laf3t.
Bei konkreten Beispielen ist aber unser Anfangsproblem nicht gelost. Wir
miissen nach wie vor im konkreten Fall Zahldichten oder W-Mafle zuord-
nen und dabei (vielleicht nicht verifizierbare) Annahmen machen. Aber wir
werden spéter mit Hilfe unseres Axiomensystems zeigen konnen, dafl der
Grenzwert 1.3 trotz aller Bedenken sinnvoll ist.



2 Gleichverteilungen

Gleichverteilungen sind die einfachsten W-R&dume. Beschéftigt man sich in
der Schule mit Wahrscheinlichkeitstheorie, stehen in den unteren Klassen
Gleichverteilungen im Vordergrund.

2.1 Definition: Ein endlicher W-Raum (2, P) heiit Gleichverteilung oder
Laplace-Raum, wenn seine Zahldichte

f:Q—R
konstant ist, d.h. es gibt ein r € R, so daf f(w) = r fiir alle w € 2.
Aus (1.9) folgt sofort

2.2 Fiir die Zahldichte f und das W-Mafl P eines Laplace-Raumes gilt:

1
|A]

Py =" vaca
€

Dabei bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente von A.

Bei einer Gleichverteilung besitzen die Elementarereignisse alle die gleiche
Wahrscheinlichkeit. Die einfachsten Beispiele sind das Werfen eines idealen
Wiirfels oder einer idealen Miinze:

2.3 Beispiel: Ein idealer Wiirfel wird geworfen. Die Elementarereignisse
sind die auftretenden Augenzahlen. Also

Q0 =1{1,2,3,4,5,6}.

Die Zahldichte ist

1
Man kann nun nach den Ereignissen G = ,, Augenzahl ist gerade“ oder A =

,Augenzahl ist prim*“ oder K,, = , Augenzahl ist < n“ fragen, also nach
G={2,4,6}, A={23,5}, K;s={1,2,3,4,5} usw.

Es folgt



2.4 Beispiel: Werfen einer idealen Miinze. Die Elementarereignisse sind Z
= ,Zahl“, W = 'Wappen“. Also

Q={Z W}
Die Zahldichte ist .

Die damit verbundenen Fragestellungen sind meist von etwas kiinstlicher
Natur. Interessanter und amiisanter sind Probleme folgender Art

2.5 Probleme:

(1) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, beim Skatspiel 3 Buben,
darunter den Kreuzbuben zu erhalten?

(2) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, im Lotto den Hauptgewinn
oder iiberhaupt nur einen Gewinn zu erzielen?

(3) Geburtstagsproblem: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl
auf einer Party mit n Personen mindestens zwei der Personen am selben
Tag Geburtstag haben?

Zur Losung dieser Probleme benétigen wir kombinatorische Formeln, also
mathematische Hilfsmittel, die wir noch nicht zur Verfiigung haben.

3 Kombinatorische Formeln

In diesem Abschnitt leiten wir einige kombinatorische Formeln her, die wir
fiir die Behandlung der in (2.5) angesprochenen Probleme bendtigen. Diese
Formeln wurden bereits im Grundkurs behandelt. Deshalb verzichten wir auf
den ausfiihrlichen induktiven Beweis. Wir formulieren die Probleme mit Hilfe
des ,,Urnenmodels“.

Auf n verschiedene Urnen Uy, ..., U, sind k Kugeln zu verteilen.

3.1 In jede Urne diirfen beliebig viele Kugeln gelegt werden. Die Kugeln
sind unterscheidbar, etwa durch Nummern.
Anzahl der méglichen Kombinationen: n*.

Denn jede der £ Kugeln kann in jede der n Urnen gelegt werden.
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3.2 In jede Urne darf hichstens eine Kugel gelegt werden, die Kugeln sind
unterscheidbar; n > k

Anzahl der moglichen Kombinationen:

n-n—1)-mn—=2)-...-(n—(k—1)) =

Im Sonderfall n = k also n!

Denn fiir die erste Kugel haben wir alle n Urnen frei, fiir die zweite (n — 1),
fiir die dritte (n — 2) usw.

3.3 In jede Urne darf hochstens eine Kugel gelegt werden. Die Kugeln sind
nicht unterscheidbar.

Die Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten ist

(n) n(n—1)-...-(n—k—1) nl

k! Kl(n— k)l

L) =
Beweis: Wenn die Kugeln unterscheidbar wiren, hétten wir

n!
(n—k)!

Kombinationen. Da sie aber nicht unterscheidbar sind, fallen einige dieser
Kombinationen zusammen, und zwar genau so viele, wie wir die Nummern
1, ...k auf die k Kugeln verteilen kénnen. Nach (3.2) gibt es dafiir k! Moglich-
keiten, so dafl wir insgesamt

n!
(n—Fk)!- k!

Moglichkeiten haben. U
Wir verallgemeinern das vorausgegangene Problem

3.4 In jede Urne darf hochstens eine Kugel gelegt werden. Es gibt r ver-
schiedene Typen T, ..., T, von Kugeln (etwa verschiedene Farben), und zwar
k1 Kugeln vom Typ T7, ko Kugeln vom Typ T5 usw., so dal k = ky+-- -+ k,.

Zeigen Sie: Die Anzahl der verschiedenen Kombinationen ist

n!
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Beweis: Wenn alle Kugeln unterscheidbar wéren, hitten wir

n!
(n—k)!

Kombinationen. Von diesen Kombinationen fallen einige zusammen: Wir
konnen alle Kugeln vom Typ 7; untereinander austauschen, ohne die Kom-
bination zu d&ndern. Numerieren wir die Kugeln vom Typ T; mit 1,2,..., k;,
gibt es k;! verschiedene Moglichkeiten der Anordnung der numerierten Ku-
geln auf die vorgegebenen Pliitze. Da das fiir alle Typen zutrifft, erhalten wir
die Formel. U

n

k) eine grofle Rolle spielen,

Da offensichtlich n! und die Binomialkoeffizienten (
wiederholen wir ihre Definition.
3.5 Definition: Fiir k,n € N: {0,1,2,...} definieren wir
1 firn=20
n\ ﬁlk), fiirn > k
k) 10 fir n < k
n n
3.6 Aufgaben: 1 =
ufgaben: (1) (k‘) (n—k‘)
n n
2 = =1
2 (5)=()
n n n+1
@ (1) + ()= ()

3.7 In jede Urne diirfen beliebig viele Kugeln gelegt werden. Die Kugeln
sind nicht unterscheidbar.

n,_{ 1-2-3-...-n fiirn>0

k—1 E—1
Anzahl der moglichen Kombinationen = (n * ) ) = (n * ] )
n J—

Beweis: Wir denken uns n + k& — 1 Positionen auf die wir n — 1 Leisten

verteilen konnen. Auf die iibrigen k& Positionen legen wir die Kugeln. Nach
(3.3) gibt es

() G ) ()

12



verschiedene Mdéglichkeiten der Leistenverteilung. Die Kugeln von der ersten
Leiste kommen in die erste Urne, die vor der zweiten in die zweite usw.
und die nach der (n — 1)-ten Leiste in die n-te Urne. So bestimmt jede
Leistenverteilung eine der gesuchten Kombinationen und umgekehrt. 0]

Beispiel: n =5k =7

° eee (00 o o
= b PP o0 °
1.2 3. 4 Uy Uy Us Uy Us

Anwendungsbeispiele:

3.8 Wie viele verschiedene Autonummern sind maximal im Landkreis Os-
nabriick méglich, wenn jede Nummer aus 2 Buchstaben und 3 Ziffern besteht
und alle 26 Buchstaben und 10 Ziffern ausgenutzt werden?

Antwort: Wir haben 262 = 676 Buchstabenkombinationen und 10% = 1000
Ziffernkombinationen. Also gibt es maximal 676000 verschiedene Autonum-
mern.

3.9 6 Paare feiern eine Tanzparty. Wie viele verschiedene Paarkombinatio-
nen auf der Tanzfliche sind moglich, wenn immer alle Teilnehmer tanzen?

Antwort: Die 6 Méanner miissen auf die 6 Damen verteilt werden. Nach (3.2)
gibt es dafiir
6! =720

verschiedene Moglichkeiten.

3.10 Wieviel verschiedene k-elementige Teilmengen hat eine Menge von n
Elementen?

Antwort: Fasse die Elemente der Menge als n Urnen auf, auf die wir £
Kugeln so verteilen, daf} in jede Urne hochstens eine gelegt wird. Die &k vollen
Urnen bestimmen eine k-elementige Teilmenge. Nach (3.3) gibt es somit

n
k
verschiedene k-elementige Teilmengen.

3.11 Wie viele verschiedene Blétter kann man beim Skatspiel erhalten?

13



Antwort: Ein Skatspiel hat 32 Karten. Ein Blatt ist eine Kombination von
10 dieser Karten. Gefragt ist also nach der Anzahl der 10-elementigen Teil-
mengen einer 32-elementigen Menge. Nach (3.10) ist diese

32
= 64.512.240.
()

3.12 Aufgaben: (1) Beim Spiel ,Master Mind“ muff man eine Kombina-
tion farbiger Stifte auf 5 Platzen P, ..., P5 erraten. Es stehen Stifte in
8 verschiedenen Farben zur Verfiigung (von jeder Farbe mindestens 5).
Wie viele verschiedene Kombinationen gibt es?

(2) Wie viele verschiedene Lotto-Tips gibt es im Spiel “6 aus 49”7

(3) Wie viele verschiedene Teilmengen hat eine n-elementige Menge? Fol-
gern Sie aus der Antwort und aus (3.10), dafl

k=0
(4) Beweisen Sie den Polynomialsatz

|
n!
n _ k1, .k kr
(x1 4+ -+ x,) E kﬂl@!...krlxl S

Die Summe wird gebildet iiber alle (k1, ko, ..., k) mit 0 < k; < n und
ki + ko4 - -+ k. =n.

4 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Probleme 2.5 eingehen.
4.1 Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir
(1) schon beim Austeilen 3 Buben, darunter den Kreuzbuben zu erhalten?

(2) mindestens einen Buben im Skat zu finden? Dabei gehen wir davon
aus, dafl wir unser eigenes Blatt nicht kennen.

Antwort (1): Man erhélt 10 Karten aus 32. Sei €2 die Menge der verschie-
denen Skatblatter. Wir nehmen an, dafl jedes Blatt gleichwahrscheinlich ist,
d.h. daB die Karten ideal sind. Nach (3.11) ist

0-(2)

14



Sei A C €2 die Menge der Blétter, die 3 Buben, darunter den Kreuzbuben
enthalten. Wir miissen |A| bestimmen.

Es gibt nur 3 verschiedene Bubenkombinationen: Es fehlt Pik- oder Herz-
oder Karobube. Die restlichen 7 Karten sind aus der Menge der 28 Nichtbu-

ben ausgewahlt. Es folgt
28
Al=3- .
=3 (%)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

Al 3-(¥) 3-28.27-26-25-24-24-23-22-2-3-4-5-...-10

[ ()  32-31-30-29-28-27-26-25-24-23-2-3-...-7

o Ae2228-940 99 99
4. 82-31-80-29  2-31-29 1798

=0,055...

Antwort (2): Der Skat besteht aus 2 Karten. Wir haben also (%) verschie-
dene Moglichkeiten fiir den Skat. Sei €2 die Menge dieser Bléitter, A; C €2

die Teilmenge mit einem Buben, Ay die Teilmenge mit 2 Buben. Dann ist
Ay N Ay = 0. Gesucht wird |A;| und |As|.

Bestimmung von A;: Wir haben 4 Moglichkeiten fiir den einen Buben. Die
2. Karte ist aus den 28 Nicht-Buben. Also

A =428

Bestimmung von A,: Wir wihlen 2 aus vier Buben. Also

()

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
|A| U |Ag| AL +[A2]  (4-2846) (4-28+6)-2

o e 3231
4-59 59
= 3531~ 9as =0,2379...
4.2 Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, beim Lotto “6 aus

4977

(1) sechs richtige zu haben?
(2) 5 richtige mit Zusatzzahl zu haben?

(3) iiberhaupt einen Gewinn zu erzielen?

15



Sie M die Menge der 49 Ziffern. Wir gehen von einem idealen Lottoziehgerit
aus, d.h. alle Zahlen werden mit derselben Wahrscheinlichkeit gezogen. Sei
) die Menge der moglichen Tips, d.h. € ist die Menge der 6-elementigen
Teilmengen von M. Sei X €  der richtige Tip. Sei Ay C 2,0 < k < 6, die
Menge aller Tips mit genau k richtigen. Also

Ay ={T e Q|TNX| =k}

(beachte, daf 7" und X Teilmengen von M sind.)

Antwort 1: Da alle Tips gleichwahrscheinlich sind, ist die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit
1 1 1-2-3-4-5-6 1

[ ~ () " 49-48-47-46-45-44  13.983.816"

Antwort 2: Der Tip enthélt die Zusatzzahl. Die iibrigen 5 Zahlen miissen
aus den 6 richtigen kommen. Wir haben dafiir 6 = (g) Moéglichkeiten. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
6
13.983.816

Antwort 3: Man hat gewonnen, wenn man mindestens 3 richtige Zahlen
getippt hat. Gesucht wird also

_ |As U Ay U A5 U Ag| _ | As| + [Aa| + | As| + | Ag]

P
2] 2]

Berechnung von |Ag| : Sei T ein Tip in A;. Dann enthélt 7' k Zahlen aus
X C M und 6 — k Zahlen aus Z = M\ X. Fiir die k richtigen Zahlen haben
wir (2) Moglichkeiten, fiir die restlichen falschen ((f’k) Moglichkeiten, denn

|Z| = 43. Es folgt
6 43
=) (o)

Unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit
643+643+643+643
p_ 3)\ 3 4)\ 2 5)\ 1 6/\0
N 49
6
6-5-4 43-42-41 6-5 43-42
_1-2-3

1.2.3 1.2 1.2
19-48-47 - 46 - 45 - 44

1-2-3-4-5-6

+6-43+1

16



Hierbei haben wir die Formel (nﬁk) = (Z) benutzt. Es folgt

. 5:.4-43-7-41+3-5-43-2146-43 +1
B 49 -47-46 -3 - 44

2468204 13545 +259 260624 32578
N 13983816 13983816 1747977

P

=0,018637...

Die Wahrscheinlichkeit, beim Lottospiel “6 aus 49” {iberhaupt einen Gewinn
zu erzielen, ist kleiner als 1,9 Prozent.

4.3 Geburtstagsproblem: Wir machen die nicht ganz realistische Annah-
me, daf alle Tage als Geburtstage gleich wahrscheinlich sind. Weiter gehen
wir von 365 Tagen im Jahr aus.

Frage: n Personen besuchen eine Party. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dal mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben?

Sei A,, dieses Ereignis. € ist die Menge aller n-Tupel von Zahlen z;, 1 <17 <
365. Es folgt

A, =A{(z1,...,7,) € Q; mindestens zwei der x; sind gleich}.
Fiir n > 365 ist A,, = (), also
P(A,) =1.

Fiir n < 365 berechnen wir P(CA,) : © = (z1,...,2,) ist genau dann in CA,,
wenn alle z; verschieden sind. Wir benutzen nun das Urnenmodel: Tage =
Urnen, Personen = Kugeln.

Fiir 1 haben wir 365 Moglichkeiten, fiir x5 noch 364 usw. Also

(CA| = 865364 (365 —n+1)= 0L _
Da |2 = 365", folgt
|
P(A,)=1-P(CA,) =1— 365! o < 365

(365 — n)! - 365"

Auf der nachfolgenden Tabelle haben wir eine Liste der Wahrscheinlichkeiten
firl1 <n <113.

Die Werte sind bis auf einen Fehler < 10~® berechnet.
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Tabelle Wahrscheinlichkeiten beim Geburtstagproblem

n | P(A,) n | P(A,) n | P(Ay,)
11 0.00000000 | 41 | 0.90315161 | 81 | 0.99993311
21 0.00273973 | 42 | 0.91403047 | 82 | 0.99994795
3 1 0.00820417 | 43 | 0.92392286 | 83 | 0.99995965
41 0.01635591 | 44 | 0.93288537 | 84 | 0.99996882
5 | 0.02713557 | 45 | 0.94097590 | 85 | 0.99997600
6 | 0.04046248 | 46 | 0.94825284 | 86 | 0.99998159
71 0.05623570 | 47 | 0.95477440 | 87 | 0.99998593
8 1 0.07433529 | 48 | 0.96059797 | 88 | 0.99998928
9 1 0.09462383 | 49 | 0.96577961 | 89 | 0.99999186
10 | 0.11694818 | 50 | 0.97037358 | 90 | 0.99999385
11 | 0.14114138 | 51 | 0.97443199 | 91 | 0.99999537
12 | 0.16702479 | 52 | 0.97800451 | 92 | 0.99999652
13| 0.19441028 | 53 | 0.98113811 | 93 | 0.99999740
14 | 0.22310251 | 54 | 0.98387696 | 94 | 0.99999806
151 0.25290132 | 55 | 0.98626229 | 95 | 0.99999856
16 | 0.28360401 | 56 | 0.98833235 | 96 | 0.99999893
17 | 0.31500767 | 57 | 0.99012246 | 97 | 0.99999922
18 | 0.34691142 | 58 | 0.99166498 | 98 | 0.99999942
19 |1 0.37911853 | 59 | 0.99298945 | 99 | 0.99999958
20 | 0.41143838 | 60 | 0.99412266 | 100 | 0.99999969
21 | 0.44368834 | 61 | 0.99508880 | 101 | 0.99999978
22 | 0.47569531 | 62 | 0.99590957 | 102 | 0.99999984
23 | 0.50729723 | 63 | 0.99660439 | 103 | 0.99999988
24 | 0.53834426 | 64 | 0.99719048 | 104 | 0.99999992
25 | 0.56869970 | 65 | 0.99768311 | 105 | 0.99999994
26 | 0.59824082 | 66 | 0.99809570 | 106 | 0.99999996
27 |1 0.62685928 | 67 | 0.99844004 | 107 | 0.99999997
28 | 0.65446147 | 68 | 0.99872639 | 108 | 0.99999998
29 | 0.68096854 | 69 | 0.99896367 | 109 | 0.99999998
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30 | 0.70631624 | 70 | 0.99915958 | 110 | 0.99999999
31 | 0.73045463 | 71 | 0.99932075 | 111 | 0.99999999
32 | 0.75334753 | 72| 0.99945288 | 112 | 0.99999999
33 | 0.77497185 | 73 | 0.99956081 | 113 | 1.00000000
34 | 0.79531686 | 74 | 0.99964864
35 | 0.81438324 | 75 | 0.99971988
36 | 0.83218211 | 76 | 0.99977744
37 | 0.84873401 | 77 | 0.99982378
38 | 0.86406782 | 78 | 0.99986095
39 | 0.87821966 | 79 | 0.99989067
40 | 0.89123181 | 80 | 0.99991433

5 Klassische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

5.1 Beispiel: In einer Urne liegen r rote und s schwarze Kugeln. Wir ziehen
n Kugeln, 0 < n <r+s. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ wir
genau k rote in dieser Kollektion von n Kugeln haben?

Antwort: Dieses Problem ist eine einfache Verallgemeinerung von Beispiel
4.2. Wir behandeln es analog:

Sei R die Menge der roten Kugeln, S die Menge der schwarzen Kugeln und
M = RUS. Der Elementarereignisraum ist die Menge der Kollektionen von
n Kugeln, d.h. die n-elementigen Teilmengen von M:

Q={Y Cc M; |Y|=n}.
Aufgrund der Aufgabenstellung ist uns auf 2 eine Gleichverteilung gegeben

1
f:Q—R, f(A):@ vV Ae.
Sei nun analog zu (4.2) Aj die Menge der Kugelkollektionen mit genau k
roten Kugeln, d.h.
A, ={Y € Q; [YNR| =k}

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Zug von genau k roten Kugeln unter n

Kugeln ist somit

A
pag - 14

Die Berechnung von |Ag| verlauft wie unter (4.2):
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Es gibt (;) verschiedene Moglichkeiten, k£ Elemente aus R auszuwéhlen,
namlich die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von R. Diese Kollekti-
on von k roten Kugeln miissen wir durch eine (n — k)-elementige Teilmenge
aus S zu einer Kollektion von n Kugeln mit genau k£ roten Kugeln ergénzen.
Es gibt (nfk) verschiedene solche Teilmengen. Also besitzt A; genau

Elemente. Die Elemente von (2 sind die n-elementigen Teilmengen von M.
Davon gibt es
r+s
n
verschiedene. Wir erhalten also

(1) (20)
k n—=k
P(A;) =
(4) r+s

n
Die Losung des Beispiels 5.1 konnen wir in der Form eines W-Raumes ange-
ben: Der Ereignisraum ist in diesem Fall

H={0,1,...,n}.

Das Ereignis ,k“ bedeutet: Bei der Ziehung von n Kugeln werden genau k
rote Kugeln gezogen. Demzufolge ist die Zahldichte

(1))
g:H—R, ki R/ \n—k =: h(
r+s
(%)
5.2 Satz und Definition: (H, g) ist ein W-Raum. Die Z&hldichte g nennt
man hypergeometrische Verteilung.

kin,r,s).

Der Beweis dieses Satzes ist ein Spezialfall von folgendem Satz, dessen Beweis
wir als Aufgabe stellen.

5.3 Satz: Sei (€2, f) ein endlicher W-Raum und P das zugehorige W-Ma#f.
Seien Ay, ..., A, C Q paarweise disjunkte Teilmengen, so dafl

Q=Ay+A +---+A,.
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Dann ist (H,g) mit H = {0,1,...,n} und der Zihldichte
g: H— R, g(k)=P(Ax)
ein endlicher W-Raum.

5.4 Aufgabe: Zeigen Sie: Fiir r,s e Nund 0 <n <r+ s gilt

(-0 -00)

pr k n—=k n

(Wenn Sie unsere Ergebnisse konsequent nutzen, eriibrigt sich jede Rech-
nung. )

Das Zufallsexperiment 5.1 kann ich auch wie folgt formulieren. Man zieht
nacheinander n Kugeln, notiert, ob sie rot oder schwarz sind, legt die Kugeln
nach jeder Ziehung nicht zuriick. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die k-te
Kugel rot ist, hdngt natiirlich davon ab, welche Kugeln in den vorausgegan-
genen Ziigen gezogen wurden. D.h. die n Einzelexperimente sind voneinander
abhdngig.

Wir konnen nun das gleiche Experiment machen, legen aber nach jedem
Einzelzug die Kugel wieder zuriick. D.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl
beim k-ten Zug eine rote Kugel erscheint, ist (im Idealfall) dieselbe wie beim

1. Zug. Experimente dieser Art nennt man nach dem schweizer Mathematiker
Jakob Bernoulli (1654-1705) Bernoulli-Experiment.

5.5 Definition: Ein Zufallsexperiment, bei dem das Ereignis A eintreten
kann, wird n-mal wiederholt. Sei A; das Ereignis, dafl A bei i-ten Versuch
eintritt. Wir nennen die Versuchsreihe ein Bernoulli- Ezperiment fiir A vom
Umfang n, wenn gilt

(1) P(A))=P(Ay)=...=P(A,) =p
(2) die Einzelexperimente sind voneinander unabhéngig.
Auf den Begriff der Unabhéngigkeit werden wir spéter noch formal eingehen.

Es ist aber schon ohne eine formal-mathematische Fassung intuitiv klar, was
damit gemeint ist.

Wie im Fall der hypergeometrischen Verteilung interessieren wir uns jetzt fiir
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ bei einem Bernoulli-Experiment fiir A vom
Umfang n das Ereignis A genau k-mal eintritt.
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5.6 Bernoulli- oder Binomialverteilung: Wir machen ein Bernoulli-
Experiment vom Umfang n fiir ein Ereignis A eines Zufallsexperimentes.
Sei P(A) = p. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit

b(k; n,p)

dafiir, da§ A genau k-mal in der Versuchsreihe vorkommt. Sei ¢ = P(CA) =
1 — p. Da uns nur interessiert, ob A eintritt oder nicht, schreiben wir 7" fiir
Treffer, falls A auftritt, und sonst N fiir Niete.

Die Elementarereignisse des Bernoulli-Experiments sind also n-Tupel von
Symbolen 7', N. Der Elementarereignisraum (2 hat 2" Elemente. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daf§ im i-ten Versuch T auftritt, ist p, und dafiir, daf3
im i-ten Versuch N auftritt, ist q. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein fest
gegebenes n-Tupel = € )

k  falls x genau k Treffer enthélt.

p* g
Jede k-elementige Teilmenge S von {1,...,n} bestimmt ein solches z: man
setzt Treffer an den Koordinaten ein, die in S liegen. Da es (Z) solche S gibt,
erhalten wir

n _
b(k;n,p) = (k)p’“-q" F

Auch dieses Ergebnis konnen wir zu einem neuen W-Raum machen: Uns
interessiert, ob wir bei einem Bernoulli-Experiment vom Umfang n genau k
Treffer haben. Der Elementarereignisraum ist also wieder

B=1{0,1,2,...n}

und die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer, d.h. fiir das Elementarereignis
k ist b(k;n,p).
Aus Satz 5.3 folgt

5.7 Satz und Definition: B = {0, 1,...,n} mit der Zahldichte
k — b(k; n,p),

wobei 0 < p < 1 fest gegeben ist, ist ein endlicher W-Raum. Die Zahldichte
nennt man Bernoulli- oder Binomialverteilung.

5.8 Beispiel: Beim ,,Mensch drgere dich nicht® braucht man bei dreima-
ligem Wiirfeln mindestens eine 6, um herauszukommen. Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, in der ersten Runde herauszukommen?
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Antwort: Sei A das Ereignis: Beim Wiirfeln tritt keine 6 auf. Dann ist
p(A) = 2. DaB in allen drei Wiirfen keine 6 auftritt ist (A tritt dreimal auf)

()0 (- () -5

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

125 91

216 216
5.9 Polynomialverteilung: Bei einem Bernoulli-Experiment interessiert
uns nur, ob bei einem Einzelversuch ein Treffer oder eine Niete eintritt. Es
konnte aber sein, dafl bei einem Einzelversuch mehrere uns interessierende
Ausgénge moglich sind.

0,42...

Sei also (€2, P) ein endlicher W-Raum und A, ..., A, paarweise unvertrégli-
che Ereignisse, so dafl

Q=A1+---+A,.
Damit tritt bei jedem Versuch genau eines der Ereignisse Ay, ..., A, ein. Sei
pi = P(A;). Wie beim Bernoulli-Experiment wiederholen wir den Einzelver-
such n-mal und gehen davon aus, dafl die Einzelexperimente voneinander
unabhéngig sind. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit

p(k1>"'akr;n>p1>"'apr) kl++kr:n
dafiir, dafl bei einer Versuchsreihe vom Umfang n die Ereignisse Aq,..., A,

genau ki, ..., k.-mal auftreten.

Der zugehorige Elementarereignisraum Q) besteht aus allen n-Tupeln in den
Symbolen Ay, ..., A,. Diei-te Koordinate eines Tupels ist Ay, falls beim i-ten
Versuch das Ereignis Aj eintritt.

Sei nun S = S(ky,...,k.) C Q die Menge der Tupel, in denen A; genau
ki-mal auftritt, 1 <i < r. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit fiir S. Sei

[L’:Al,...,Al, Ag,...,Ag,...,Ar,...,Ar
- A > - >

ky k2 P
P(x) = pit.pk2. . .pkr. Jedes andere y € S erhiilt man aus x durch Permuta-

tion der Koordinaten. Folglich ist P(y) = P(z), denn die Einzelexperimente
sind voneinander unabhéngig. Es bleibt also nur noch |S| zu bestimmen. Wir
miissen k; Kopien von A;, ks Kopien von A usw. auf n ,,Urnen® verteilen.
Nach (3.4) haben wir dafiir

n!
kilks! ... k!
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Moglichkeiten, so dafl

n!

Pk Pi- - Pk) Telkgl . PV P

Wieder erhalten wir einen neuen W-Raum.

5.10 Sei Pol,, die Menge der r-Tupel (ki,...,k,) mit k; € Nund ky +-- -+
k, = n. Seien py,...,p, € Ry mit p; +--- + p, = 1. Denn definiert

(kla SR kT’) — p(kla SR kr;n7p1> s apr)
eine Zahldichte auf Pol,,. Das zugehorige W-Maf3 heiit Polynomialverteilung.

5.11 Beispiel: Ein idealer Wiirfel wird 6-mal geworfen. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dal 3-mal die sechs und 3-mal die fiinf auftritt?

Antwort: Sei A; das Ereignis ,,beim Wiirfeln tritt ¢ auf“. Also p; = P(4;) =
1

5
Gesucht wird

6 /1\° /1\* 20 20
0,0,0,0,3,3) = ) (2) =2 = S = 0,000428. ..
p(0,0.0,0.3,3) = 377, (6) (6) 65~ 46.656

5.12 Geometrische Verteilung: Wir betrachten folgende Variante eines
Bernoulli-Experiments. Wieder interessieren wir uns nur fiir Treffer (mit
Wahrscheinlichkeit p) und Niete (mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p). Wir
brechen die Versuchsreihe ab, sobald wir einen Treffer erzielen.

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit

9(k;p)

dafiir, dafl die Versuchsreihe nach dem k-ten Versuch abbricht.

Fiir p = 1 tritt bereits beim ersten Versuch ein Treffer auf, so dal g(1;1) =1
und g(k;1) =0 fir £ > 1. Sei nun p < 1.

Nun ist

g(k:;p):P((N,...,N,T)) =q 1. p.

Also

g(k;p)) =p(l —p)tfirp<1

und g(k;1) = {
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Wieder kénnen wir das als neuen W-Raum deklarieren. Allerdings kénnen
unsere Versuchsreihen beliebige Lange haben, so daff unser Elementarereig-
nisraum die Menge N\{0} ist.

5.13 Satz und Definition: Sei 0 < p < 1. Dann definiert
k— g(k;p)

eine ,,Zahldichte* auf der Menge N\{0}. Das zugehorige W-Maf} heifit geo-
metrische Verteilung.

5.14 Warnung: N\{0} ist nicht mehr endlich. Also miissen wir mit dem
Begriff der Zahldichte vorsichtig sein. In diesem Fall macht es aber Sinn:

(1) g(k;p) >0

2) > glkp)=3pd-pt=p XA-pr=p =1
keNV{0} k=1 =0

5.15 Beispiel: Ein(e) Student(in) feiert eine bestandene Klausur sehr hef-
tig und kommt dilirisch nach Hause. Die Person hat 7 &hnliche Schliissel,
von denen einer in die Haustiir paf3t. Sie wéhlt einen Schliissel aus und ver-
sucht aufzuschliefen. Gelingt das nicht, legt sie den Schliissel zuriick, wahlt
wiederum wahllos und versucht es nochmals. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit erwischt sie genau beim 4. Versuch den richtigen Schliissel? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit benotigt sie hochstens 4 Versuche?

1 1 (6\° 216
Antwort 1: p = = Gefragt ist g(4;p) = - (?) =200l — 0,0899...

Antwort 2: Gesucht wird

4 4 k—1 3 k
1 6 1 6
=) =0p- e —— e
Sa(kz)-r3(3) =723
k=1 k=1 k=0
1 — (8)4 1
_ (76) _1_ 6 :1_@:%:0,4(50“,
7 1-8 7 2401 2401

Die geometrische Verteilung zeigt, daff unser mathematisches Modell sehr
schnell an seine Grenzen sto3t. Es gibt eine Reihen von Versuchsanordnun-
gen mit unendlich vielen Ausgéingen. Deshalb ist es wiinschenswert, unser
Modell zumindest auf abzidhlbare Mengen von Elementarereignissen zu er-
weitern. Wir kénnten unser Axiomensystem 1.6 wortlich {ibernehmen. Das
geniigt aber nicht, um Satz 1.9 zu beweisen, denn jetzt konnen Teilmengen

25



unendlich viele Elemente haben. Alternativ konnten wir uns von der geo-
metrischen Verteilung leiten lassen, fiir die wir noch immer eine Zéhldichte
haben:

5.16 Amnsatz: Ein diskreter W-Raum soll durch eine endliche oder ab-
zéhlbare unendliche Menge () zusammen mit einer Zahldichte

f:Q—R
bestimmt sein, die den Bedingungen (1.9) geniigt, d.h.
(1) flw)>0 Ywel
(2) X flw)=1

weN

Ubersetzen wir das wie im Beweis von (1.9) in ein Axiomensystem wie in
(1.6) erhalten wir

5.17 Definition: Ein diskreter W-Raum ist ein Paar (€2, P) bestehend aus
einer endlichen oder abzdhlbar unendlichen Menge ) von sog. Elementarer-
eignissen und einer Abbildung

BP() — R,
genannt W-Mass, so dafi gilt
(1) 0<PA)<1 VACQ
(2) P(2) =1

(3) Ist 90 eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge von Teilmengen
von 2 und gilt AN B = () fiir alle A, B € 9 mit A # B, dann gilt

P(U A) = P(A)

AeMm AemMm

Der einzige Unterschied zum Axiomensystem (1.6) ist, dafl in Axiom 3 auch
abzéhlbare Vereinigungen paarweise disjunkter Teilmengen zugelassen sind.
Diese Erweiterung des Axiomensystems erlaubt die wortliche Ubertragung
des Beweises von Satz 1.9 auf den abzidhlbaren Fall.
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Anhang: Reihen

In (5.16) und (5.17) treten ,,unendliche Summen*, also, préziser ausgedriickt,
Reihen auf. Wir erinnern daran, dafl der Grenzwert einer Reihe von der Rei-
henfolge der Summation abhédngen kann. In (5.16) und (5.17) ist diese Rei-
henfolge nicht spezifiziert. Da es sich um Reihen mit positiven Summanden
handelt, ist dies auch nicht nétig. In diesem Anhang erlautern wir diese Pro-
blematik und wiederholen Ergebnisse aus der Theorie der Reihen.

5.18 Definition: Sei (a,),en eine Folge in R. Die zugehorige Reihe Ya,, ist
die Folge (s,)nen der Partialsummen

Sp = 2p_oQk = Qo+ a1 + -+ ay.

Wir schreiben

Yol pan fiir lim s,

n—~00
und nennen diesen Grenzwert (der nicht zu existieren braucht) die Summe
der Reihe Xa,,.

5.19 Beispiel: Sei (a,),>1 die Folge mit

1 1
Qop—1 = — (op = —— n=>1
n n
also die Folge
1 11 1
1, -1, =, —=, =, —=, ...
Y Y 27 27 37 37

Es folgt: s9,_1 = %, S9, = 0. Damit konvergiert die Reihe, und
Yol ja, = 0.

Wir ordnen die Reihe wie folgt um: Wir sortieren die positiven Terme in

Blocken
] 111 1 1 1 1
) 2 ) 3 ) 22 9 22 _'_ 1 L) 24 ) 24 + 1 AR ) 26 AR

Hinter den k-ten Block ordnen wir die k-te negative Zahl ein.

Summieren wir die Blocke, erhalten wir Werte > 1, denn

1 1 1 1
22k 4 1 +"'+22k+1+22k+1+1 +"'+22(k+1)
22kSum‘:nanden 22k+18;manden
22k 22k+1 1 1
= 52h+T T e 9 T3 L
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1

—+, erhalten wir

Betrachten wir die Partialsumme bis zur negativen Zahl
einen Wert

1 1 1 k
bez1=1 <1 2) <1 3) <1 k‘) 2

Damit hat die zugehorige Reihe den Grenzwert +oo.

Analog konnen wir den Grenzwert —oo durch geeignetes Umordnen errei-
chen. Mit etwas mehr Sorgfalt, kann man durch geeignetes Umordnen jeden
vorgegebenen Grenzwert erzielen. O

Vor dem Hintergrund dieses Beispiels wird klar, daf (5.16) nicht unkommen-
tiert bleiben kann: Die Reihe (5.16)(2) kénnte von der Reihenfolge der w € €2
abhéngen, und wir haben keine vorgegebene Reihenfolge.

Wir erinnern:

5.20

n—oo

o n
E a, = A<= lim s, = A, Wobeisn:E ay
k=0 k=0

n

A—Zak

k=0

<=V s >0 dng,so das <s Vn>ng.

5.21 Definition: Eine Reihe Xa,, heifit absolut konvergent, wenn ¥|a,,| kon-
vergiert.

5.22 Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent (folgt aus dem Cauchy-
Konvergenzkriterium).

Wichtig fiir uns ist der folgende Satz.

5.23 Satz: Sei Xa, eine absolut konvergente Reihe mit Grenzwert A. Dann
konvergiert auch jede Umordnung der Reihe gegen A.

Beweis: Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Wir miissen zeigen, daf}
lim Z CLT(k) = A.
k=0

[e.9]
Sei s > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung existiert B = > |ax| =
k=0

lim > |agl|.

=00 k=0
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Also existiert ng, so dafl

o0

n
S

‘B—Z|ak| =D lal<g Vn=no

k=0 k=n+1

Es folgt

70 [e'] [e’e] S
‘A—Zak | ale Y <l

k=0 k=no+1 k=no+1

Sei nun N = max{77(0),...,7 ' (ng)}. Dann gilt
{0,1,2,...,n0} C {7(0),7(1),...,7(N)}.

Fiir m > N gilt dann

m ng m no
‘A—ZGT(M < ap — QA7 (k) +‘A—Zak <Ss
k=0 k=0 k=0 k=0
" wl<d
Y
2
k=nop+1

O

Es folgt, dal eine Reihe mit nur positiven Gliedern beliebig umgeordnet
werden kann, ohne daf sich der Grenzwert dndert. Damit macht (5.16) (2)
und (5.17) (2) Sinn.

6 Bedingtheit und Unabhangigkeit

Wir haben bei der Behandlung von Bernoulli-Experimenten bereits intui-
tiv vom Begriff von voneinander unabhéngigen Experimenten Gebrauch ge-
macht. Wir wollen diesen Begriff axiomatisch behandeln, aber beginnen mit
Beispielen, bei denen die Unabhéngigkeit ausgeschlossen werden kann.

6.1 Beispiel: (Hypergeometrische Verteilung)

Wir haben eine Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln. Sei M = r + s.
Wir ziehen nacheinander zwei Kugeln ohne sie zuriickzulegen. Wir fragen
nach folgenden Ereignissen:

R: die erste Kugel ist rot
S: die erste Kugel ist schwarz
E: die zweite Kugel ist rot
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Mit den Wahrscheinlichkeiten fiir solche Ereignisse haben wir uns schon
beschiftigt (s. Beispiel 4.1(2)),

r
W
denn die erste Kugel hat gegeniiber der zweiten keine Besonderheiten. Nun
ist die Wahrscheinlichkeit von E aber natiirlich abhédngig vom Ergebnis des
ersten Zuges:

P(E) =

Wenn man weif3, dafi im ersten Zug eine rote Kugel gezogen wird, ist die
Wahrscheinlichkeit fiir eine rote Kugel im zweiten Zug nicht mehr 7. Wir
wollen das nédher untersuchen: €2 ist die Menge der geordneten Paare von
Kugeln aus der Urne, geordnet, weil wir zwischen erster und zweiter Kugel

unterscheiden. Wir haben eine Gleichverteilung

Q = M- (M —1)

Rl =r-(M—1)
S| =s-(M—1)
E|=(M—1)r Also P(E) = M =D 7

M-(M—-1) M

Wenn wir aber wissen, dafl die erste Kugel rot ist, liegt bereits das Ereignis
R vor. Unter dieser Voraussetzung ist die Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten von F dann

|RNE)| r(r—1)
|RﬂE| . ‘Q| o P(RHE) . M(M—l) . 7“—1
~ IR — o T o -1
BT E T P®R) o M-l

6.2 Definition: Seien E und F' Ereignisse in einem W-Raum (€2, P), so dafl
P(F) > 0. Dann heifit
P(ENF)
P(F)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von E unter (der Voraussetzung) F.

P(E|F) =

6.3 Beispiel: Drei Miinzen werden nacheinander geworfen. F sei das Ereig-
nis , wenigstens zweimal Kopf*“ und F' das Ereignis , die erste Miinze zeigt
Kopt“. Der Elementarereignisraum ist

O ={KKK KKZ KIK KZZ ZKK,ZKZ,22K,ZZZ}.

Hier steht K fiir Kopf und Z fiir Zahl. Wir nehmen wieder eine Gleichver-
teilung an. F und F' sind die Teilmengen

E={KKK KKZ KZK,ZKK}
F={KKK,KKZ,KZK,KZZ}.
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Wir erhalten

E 1 F 1
pEnF) = EOE 3

€] 8

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit von F, falls wir bereits wissen,
dafl die erste Miinze Kopf zeigt, also unter der Voraussetzung F

P(E|F) = & = %

ro|—|oolwo

In vielen praktischen Situationen sind uns bedingte Wahrscheinlichkeiten ge-
geben oder lassen sich leicht berechnen. Die folgenden Séitze ermdoglichen es
uns, aus solchen Daten andere (bedingte) Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln.

6.4 Multiplikationssatz: Sei (€2, P) ein W-Raum.
Fiir beliebige Ereignisse Ay, A, ..., A, C Q,sodal P(A;N...,NA,_1) #0,
gilt

P(AiNAyN...NA,) =P(A;) - P(As]Ay) - P(A3|A1NAy) - .. .-
P(A,JAiN AN .. .NA,).

Beweis durch Induktion nach n: Da P(A;NAysN...NA,_1)# 0 und
(AiN...NA, 1) C(AN...NA,5)C...C(ANA) CA

folgt aus (1.8.3), daB

O<PAN...NA, 1) <PAN...NA, 5) < - <P(A NAy) < P(A4),

so daf} die Faktoren der rechten Seite der Formel alle definiert sind. Firn =1
ist die Formel offensichtlich richtig.

Induktionsschluf3:

Voraussetzung: Die Formel gelte fiir n.
Behauptung: Sie gilt auch fiir n + 1.

Beweis: Nach (6.2) mit £ = A,y und F=A;NAsN...NA, gilt

P(AiNAyN...NA, N Ay)

PApilAiNAN...NA,) = P(AiNAy;N...NA,)
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Es folgt

P(AiNAsN...NA,NA1)
= P(AiNAN...NA,) P(A 1A N...NA,)

letzteres nach Induktionsvoraussetzung. 0

6.5 Beispiel: Eine Sendung von 60 Gliithbirnen enthélt 6 defekte. Man wihlt
willkiirlich 5 Glithbirnen aus. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf} keine
defekt ist.

Antwort: Sei A; das Ereignis: In einer Kollektion von 5 Glithbirnen ist die
k-te Birne nicht defekt, 1 < k < 5. Gesucht ist

P(A1NAsN. . .NA5) = P(A)-P(As|Ay)-P(A5| ANAy)-. . - P(A5| AN, . .NAY).

Offensichtlich ist P(A;) = 33 = 2. Die Wahrscheinlichkeit, da auch die
zweite nicht defekt ist, ist

53

P(A5|A)) = —
denn unter den verbliebenen 59 Birnen sind die 6 defekten. Genauso erhalten
wir unter der Hypothese, dafl die ersten beiden Birnen in Ordnung sind, die

Wahrscheinlichekit

52 26
P(A3|A1NA)) = —=—.
(Asl AN 42) = 25 = 5
Analog folgt
51 17 o0 25
P(A4JAiNANA3) = —=—und P(A5|A1 N A NA3NA) = — = —.
( 4| 1 2 3) 57 19 un ( 5| 1 2 3 4) 56 93

Aus (6.4) folgt somit

9 53 26 17 25 527085
10 59 29 19 28 910252

Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist also knapp 58 %.

Wir wollen jetzt eine Bezeichnung fiir eine Situation einfiihren, der wir in
unseren Untersuchungen schon oft begegnet sind.

6.6 Definition: Eine Partition einer Menge (2 ist eine Familie 9t von Teil-
mengen von €2, so dafl
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(1) MAN=0 ¥ M#N in 9
(2) UM =Q

In anderen Worten: Eine Partition von €2 ist eine Zerlegung von €2 in disjunkte
Teilmengen.

6.7 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Sei (€2, P) ein W-Raum
mit W-Mafl P und 2 eine endliche oder abzidhlbare Partition von {2 mit
P(A) >0 V A€ Dann gilt fiir jedes Ereignis E C :

P(E) =Y _P(E|A)- P(A).

Aec

Bw@&E:QﬂE:(HA)ﬂE:IBAﬂm
Aed Ae
Also

P(E)=>_ P(ANE)ZY P(E|A)- P(A)

Aet Aet
UJ

Dieser einfache Satz findet insbesondere Anwendung in der Theorie der Mar-
koff-Ketten oder der Zufallsprozesse. Wir wollen das an einem Beispiel erliu-
tern, ohne weiter in die Theorie dieser Prozesse einzudringen.

6.8 Beispiel: Gegeben sind 3 Urnen A, B,C, die weifle und rote Kugeln
nach folgender Tabelle enthalten:

Urne ‘ A ‘ B ‘ C
weifle Kugeln |3 |3 | 2
rote Kugeln |2 |4 |5

Wir wéhlen zufillig eine Urne U, entnehmen ihr eine Kugel und legen sie
zufillig in eine der beiden anderen V. Dieser entnehmen wir wiederum eine
Kugel.

Frage 1: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal beide Kugeln rot
sind?

Zur Theorie: Hier haben wir es mit einer Folge von 4 Experimenten zu tun:

(1) Wir wihlen eine von drei Urnen.

(2) Wir wihlen daraus eine Kugel.
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(3) Wir wéhlen eine der beiden anderen Urnen und legen die Kugel hinein.

(4) Wir wihlen aus dieser eine Kugel.

Eine solche Folge nennt man einen endlichen Zufallsprozess. Die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses in einem solchen endlichen Zufallsprozess ermittelt
man am iibersichtlichsten mit Hilfe eines Ereignisbaumes. Wir demonstrieren
das an unserem Beispiel.

Antwort: Wir stellen den Ereignisbaum mit den zugehérigen Wahrschein-
lichkeiten auf:
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o
/
Q
=y
g~
w

60
4
3 /E/R % >
5 1 B 4
2 T — W L6
W/ 20
1 5 1
8 R
C 3
o —8 3
1 W % °
3
3 s R % 9.
1 A —3
/ : WL 10
21 .
R 1 6
4 = . //g/—z//R 1_14 11.
7 =
\8 1 12,
3 Wz
B 2
3 R z 13.
3 A —1
2 —_— 5
w5 14
w 1 5 15
1 5 5
2 s — R m>
C 3
W i
1 3
3 //i/’R % 17.
1 A 3
3 s W 85_418-
R
5 2 8 336
7 B %
38 520
o w 11220
2 1 2L

~INo

b 3 o2 22
W/ W6322

1 4 1 283.
2 3 R 5
B __———1
— 8 o1 o
W o 24

Jeder Weg von links nach rechts gibt eine Ereignisfolge an, und jede mogliche
Ereignisfolge ist in diesem Graph enthalten.
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Betrachten wir den ersten Weg: Sei A; das Ereignis ,erste Urne ist A“, A,
das Ereignis ,erste Kugel ist rot“, A3 das Ereignis ,,zweite Urne ist B*, und
A, das Ereignis , zweite Kugel ist rot“. Dann fragen wir nach

P(Al ﬂAQﬂAgﬂA4).

Nach (6.4) ist dies das Produkt der vorausgehenden bedingten Wahrschein-
lichkeiten, die wir entlang der Kanten des Baumes eintragen: Bei der dritten
Kante in jedem Weg ist zu beachten, dafli man nur unter zwei Urnen wéhlen
kann, und bei der vierten, dafl sich durch das Hineinlegen einer Kugel die
Wahrscheinlichkeiten fiir die abschlieSlende Wahl geéndert haben.
Insgesamt haben wir 24 verschiedene Ereignisfolgen mit folgender Zéhldichte,
die wir aus den jeweiligen Produkten erhalten

Ereignis |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
. . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Zéhldichte | 57 45 5 % 36 20 16 8 31 3 14 1@ 1 oI
Ereignis | 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

5 : 5 3 5 5 25 5 1 2 1 1
Zéhldichte | 15 %5 &7 & 33 Tz & @3 1 1

Fiir unser Gesamtproblem besteht der Elementarereignisraum aus den 24
verschiedenen Wegen, die wir mit Nummern 1 bis 24 belegen, also

O =1{1,2,3,...,24}

mit der angegebenen Zihldichte. Uns interessiert das Ereignis ,,beide gezo-
genen Kugeln sind rot®, d.h. die Teilmenge

A={1,3,9,11,17,19}.

Wir erhalten
1 1 1 1 5 25
e TR R TR VA VT
70+ 84 +80+ 120+ 100 + 125 579

= =0,3446. ..
1680 1680 0,344

Bis jetzt haben wir (6.7) nicht benutzt. Stellen wir aber die
Frage 2: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 die erste Kugel rot ist?

so konnen wir (6.7) benutzen. Da wir aber 11 rote und 8 weifle Kugeln haben,
konnte man vermuten, dafl die gesuchte Wahrscheinlichkeit

11
— =0,5789...
19 ’
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ist. Zweifler konnten nun aber behaupten, dafl die ungleiche Verteilung der
Kugeln auf die Urnen Einflu auf den Ausgang haben konnte. Wir wollen
das nachpriifen: Sei €2 die Menge aller Kugeln, seien A, B, C die Ereignisse
,Kugel ist in A, B, C*“ und seien R und W die Ereignisse ,, Kugel ist rot bzw.
wei3*.

Offensichtlich gilt, daf alle Urnen gleichwahrscheinlich gew#hlt werden, und
daBl innerhalb einer Urne die Kugelwahlen gleichwahrscheinlich sind. Es folgt

P(A) = P(B) = P(C) = %
P(R|A) = % P(R|B) = ; P(R|C) = g

Aus (5.7) erhalten wir nun, da Q = AU BUC
P(R) = P(R|A)- P(A)+ P(R|B) - P(B) + P(R|C) - P(C)

_2 1,41, 51 1 14420+
53 73 73 3 35

1 59 59
S 19. ..

3 35 105 0,5619

Problem 3: Wir dndern die Kugelverteilungen in den Urnen, indem wir
wahllos eine Urne auswéhlen, ihr eine Kugel entnehmen und diese in eine
andere Urne legen. Dieses Verfahren wiederholen wir. Beim Studium der
Markoff-Ketten fragt man nach dem Zustand der 3 Urnen (also nach der
Kugelverteilung) nach n Schritten.

) = Menge aller moglichen Verteilungen der Kugeln auf die 3 Urnen

|Q = (T —; 2) . (S —; 2) nach (3.7) r = Anzahl der roten Kugeln

s = Anzahl der schwarzen Kugeln

Wir haben also (123) . (120) = 3510 mogliche Zustéande Z;.

Fiir die Markoff-Kette ist der Elementarereignisraum
Qn—l—l

wobei die k-te Komponente den Zustand nach k — 1 Schritten angibt. Sei
A,(k) das Ereignis, daf das System nach k Schritten im Zustand Z; ist. Da
Al(l{?> ... u A3510(l{?> = Qn+1, fOlgt aus (67)

3510

P(Aj(k)) = P(A;(k)|A (k= 1)) - P(A,(k — 1)).
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Damit 1aBt sich P(A;(k)) aus den Zustandswahrscheinlichkeiten der Ereig-
nisse A, (k — 1) und den sog. Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(A;|A,)

ermitteln.
Da in unserem Beispiel P(A;]A,) bereits eine 3510 x 3510-Matrix fiillt, wollen
wir von einer Berechnung dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten absehen.

Der néchste Satz erlaubt es uns, aus der Wahrscheinlichkeit
P(E|Ay)

des Eintretens von E unter den Voraussetzungen A; auf die Wahrscheinlich-
keit der Voraussetzungen Ay zu schlieflen, falls man weif}, dafl £ eingetreten
ist.

6.9 Bayes’sche Regel: Sei (2, P) ein W-Raum und E C 2 ein Ereignis.
Sei A = {Ay} eine endliche oder abzéhlbar unendliche Partition von €. Es
gelte P(E) > 0 und P(A) > 0 fiir alle A € 2. Dann gilt fir A, € A

P(Ar) - P(E|AL)
> P(A)- P(E|A)

Ac

P(Ak‘E) =

Beweis: Aus (6.7) und dem Multiplikationssatz folgt

P(ENAy)  P(Ay) P(E|Ay)  P(Ay) - P(E|Ag)

P(E) P(E) N gﬂP(A)-P(EIA)'

P(Ak‘E) =

O

6.10 Beispiel: In einem Betrieb werden in drei Anlagen Glithbirnen herge-
stellt, jede arbeitet mit Ausschufl. Der prozentuale Anteil an der Produktion
und der prozentuale Ausschuf ist durch folgende empirisch ermittelte Tabelle
gegeben

Anlage A B C
Produktionsanteil | 50% 40% 10%
Ausschufl 3% 4% 6%

(a) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl eine zufillig gewéhlte Birne
defekt ist?
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(b) Wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit, daf8 diese Birne in A produ-

ziert wurde?

Antwort: Sei F das Ereignis ,, Glithbirne defekt“ und seien A, B, C' die Er-
eignisse ,,die Gliithbirne wurde in A, B, C' hergestellt*.

Nach (6.7) gilt
P(E)=P(A)- P(E|A)+ P(B)- P(E|B) + P(C) - P(E|C)
=0,5-0,03+0,4-0,04+0,1-0,06
= 0,037
Das beantwortet (a). Bei (b) wird nach P(A|E) gefragt. Wir benutzen (5.10):
P(A) - P(E]A)
P(A)- P(E|A)+ P(B)- P(E|B) + P(C)- P(E|C)

~0,5-0,03 0,015
0,037 0,037

=0,4054. ..

P(A[E) =

6.11 Bemerkung: Fragen wie Beispiel 6.10 und viele der vorausgehenden
Beispiele sind Fragen zum Stichprobenproblem, die in vielen Fertigungszwei-
gen von Bedeutung sind.

Wir wenden uns nun einem neuen Begriff zu, der Unabhéingigkeit. Zwei Er-
eignisse £ und F heiflen unabhdingig, wenn das Eintreten von E die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten von F' nicht beeinflufft, wenn also

P(F)= P(F|E).
Da nun PIFNE
P(FIE) = D,

falls P(E) > 0, ergeben diese Gleichungen
P(F)- P(E) = P(FNE).

Letztere Gleichung benutzen wir zur formalen Definition der Unabhéngigkeit,
die auch im Falle P(E) = 0 noch sinnvoll ist.

6.12 Definition: Ereignisse Ei,..., F, in einem W-Raum €2 heiflen paar-
weise unabhdngig, falls

P(E;NE;) = P(E;) - P(E;) Vi#]
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und (insgesamt) unabhingig, falls

P(EhmﬁEzk):P(El)P(El) Vi <ig <<y

6.13 Beispiele: (1) Zwei ideale Miinzen werden geworfen. Sei F das FEr-

eignis ,,hochstens einmal Kopf“ und F' das Ereignis ,,mindestens einmal
Kopf und mindestens einmal Zahl®“. Der W-Raum ist

ON={KK,KZ,ZK,ZZ}
mit konstanter Zéhldichte 1/;. Die Ereignisse £ und F' sind
E={KZ ZK,ZZ} F={KZ ZK} ENF=F.
Es folgt
P(E)=2  P(F)=PENF)=2=1
o - 42

Also
P(ENF # P(E)- P(F).
Die Ereignisse E' und F' sind abhéngig.

Drei ideale Miinzen werden geworfen. ' und F seien wie in Beispiel (1)

O ={KKK KKZ KZIK KZZ ZKK,ZKZ,ZZK,ZZZ}
E={KZZ ZKZ,22K,ZZZ},
F={KKZ KZK ,KZZ,ZKK,ZKZ,ZZK}

ENF ={KZZ,ZKZ,ZZK}.

Es folgt

P(EﬂF)zgzg-g:P(E)-P(F).

Also sind F und F hier unabhéngig.

Diese Beispiele lassen erkennen, dafl man in jedem Einzelfall genau nach-
priifen muf}, ob zwei Ereignisse unabhéngig sind oder nicht. Es geniigt oft
nicht, sich auf seine Intuition zu verlassen.
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Teil 11

7

Diskrete Zufallsvariable

Im § 5 haben wir aus gegebenen W-Riumen neue konstruierte (vergl. die
Sitze (5.2), (5.3), (5.7), (5.10) und (5.13)). Mit Ausnahme der Polynomial-
verteilung lassen sich diese Konstruktionen iiber ein allgemeines Verfahren
gewinnen, das viele praktische Anwendungen hat.

7.1 Definition: Eine Zufallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, P) ist eine Funktion

X:Q—R

7.2 Beispiele: (1) Beim Werfen zweier Wiirfel besteht der zugehorige W-

Raum aus allen Zahlenpaaren

QO =1{(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

Die Zahldichte ist konstant %. Jedem Zahlenpaar ordnen wir die Sum-
me zu und erhalten die Zufallsvariable

X Q0 —R, (i,j) — i+ 7.

Bei der Herleitung der hypergeometrischen Verteilung zogen wir n Ku-
geln aus einer Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln. Der zugehori-
ge W-Raum besteht aus allen n-elementigen Teilmengen dieser Kugeln
mit der konstanten Z#hldichte (’":5). Die hypergeometrische Verteilung
gehort zur Zufallsvariablen

X:Q0—R,
die einer solchen Teilmenge die Anzahl ihrer roten Kugeln zuordnet.

Bei der Herleitung der Binomialverteilung besteht der W-Raum 2 aus
allen n-Tupeln von Symbolen T (fiir Treffer) und N (fiir Niete). Die
Zahldichte ordnet jedem n-Tupel den Wert

pk . qn—k

zu, falls das Tupel genau k Treffer hat. Die Binomialverteilung gehort
zur Zufallsvariablen
X:Q—R,

die jedem Tupel die Anzahl der Treffer zuordnet.
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Wie im Paragraphen 5 definiert eine diskrete Zufallsvariable einen neuen
W-Raum.

7.3 Satz: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum und X : Q — R eine Zufalls-
variable. Sei 2 = Bild X = {y € R; Jw € Q mit X (w) = y}. Dann ist

v:Q—R,  y— P(X7'(y)
eine Zihldichte auf €.
7.4 Bezeichnung: v heiit Verteilung der Zufallsvariablen X.
Beweis: Da (2 endlich oder abzédhlbar unendlich ist, gilt dasselbe fiir O =
Bild X. Da P nur Werte > 0 annimmt, ist v(y) > 0 V y € Q. Weiter gilt
Q= UyeQX_l(y) und X (y) N X () = 0

fiir y; # yo. Es folgt mit (1.6(3)) bzw. (5.17(3))

Y ouly) =D P(X'(y) = P(UyeaX ') = P(Q) = 1.

yEQ yeQ

O

7.5 Beispiele: (1) Die hypergeometrische Verteilung und die Binomial-
verteilung sind die Verteilungen der Zufallsvariablen aus den Beispielen
(7.2) (2) bzw. (7.2) (3). O

(2) Auf dem Laplace-Raum des Beispiels (7.2) (1) definieren wir zwei ver-
schiedene Zufallsvariable.
Y:Q—R, (,7) — max(i, j)
Verteilung von X:

X(Q) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

2. Wiirfel

6 o
5 \

Der Skizze links entnehmen wir
4

sofort die Verteilungen von X.
3
2
1

1. Wiirfel
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y‘?‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘6‘ 7 ‘8‘9‘10‘11‘12
1 2 1 3 1 4 1 5 6 1 5 1 1 1 1
U(y)‘%‘% E‘% E‘% 5‘%‘% 5‘%‘5‘5‘@‘%

Verteilung von Y: Y (Q)=1{1,2,3,4,5,6}

2. Wiirfel

6
5

Der nebenstehenden Skizze entnimmt
4

man sofort die Verteilungen von Y.
3
2
1 . I

1. Wiirfel

w(Yi)

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein, die im Weiteren immer wieder be-
nutzt werden:

7.6 Bezeichnungen: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Seien ¢ < b aus R und B C R. Wir setzen

P(X =a)=P({w € % X(v) =a}) = P(X"'(a))
Pla< X <b)=P{we Qa< Xw)<b})=P(X Ya,b]))
P(X € B) = P(X"(B))

Entsprechend wird P(a < X < b) definiert usw.

7.7 Definition: Sei X : 2 — R Zufallsvariable auf dem diskreten W-Raum
(Q, P). Dann heifit die Funktion

F:R—R, r+— P(X <ux)

Verteilungsfunktion von X.
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7.8 Beispiel: Sei () der Raum aller Wiirfe mit 2 Wiirfeln und X die Augen-
summe.

11
2 4 6 8 10 12

Die Verteilungsfunktion fiir eine Zufallsvariable auf einem endlichen W-Raum
ist stets eine Treppenfunktion. Sprungstellen sind die Werte in R, die im Bild
von X auftauchen.

Folgende weitere Eigenschaften der Verteilungsfunktion macht man sich leicht
klar:

Aufgabe: Fiir die Verteilungsfunktion F': R — R einer Zufallsvariablen auf
einem endlichen W-Raum (2, P) gilt

(1) F(z) = >, P(X =uxy), falls BildX ={z1,...,2,}

(2) Pla< X <b)=F((b)—-F
Pla<X<b)=F(@0) - F
Pla< X)=1-F(a)

Dabei ist F'(a — 0) = lim F'(z). Falls a ¢ Bild X, ist F'(a — 0) = F(a).

r<a

(a)
(a —0)

8 Der Erwartungswert
Oft ist es schwierig, die Verteilung einer Zufallsvariablen explizit anzugeben.
Daher interessiert man sich fiir charakteristische Groflen, die leichter zu er-

mitteln sind und Auskiinfte iiber die Zufallsvariable geben.
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8.1 Definition: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum und X : © — R eine
Zufallsvariable auf Q. Sei wieder Q2 = Bild X C R. Konvergiert die Reihe

Zx-P(X::c)

zeQ

absolut, heifit ihre Summe F(X) der Erwartungswert oder Mittelwert von X
(und wird oft auch mit uy bezeichnet). Also

px =EBE(X)=> z-P(X =)

zeQ

Bemerkung: Da wir die Reihenfolge der Summation in (8.1) nicht festle-
gen und x negativ sein kann, miissen wir fiir eine sinnvolle Definition des
Erwartungswertes die absolute Konvergenz fordern. Ist O endlich, haben wir
eine endliche Summe, also ist £(X) dann immer definiert. Ist Q unendlich,
braucht E(X) nicht zu existieren.

Bei einer Zufallsvariablen interessieren wir uns fiir spezielle Ausgéinge eines
Experiments, z.B. die Augensumme beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln. Wieder-
holen wir das Experiment oft genug, liegt die relative Haufigkeit erfahrungs-
geméf in der Nédhe des Erwartungswertes.

8.2 Beispiele: (1) Wiirfeln mit 2 Wiirfeln: Wir ermitteln die Erwartungs-
werte der Zufallsvariablen X und Y aus Beispiel (7.5) (2).

— 1 2 3 4 5 6 5 4
B(X) = 2 +3-24+4- 245 - 2+6- 247 5 +8-2+9- 4

3 2 1
+10- 3 +11-2 412 L
— L(2464 12420+ 30 +42 + 40 + 36 + 30 + 22 4 12)

_ 252 _
36 _Z

— 1 3 5 7 9 11
EY) = 1-55+2-5:+3 55 +4-55+5-55+6- 5

_ 146415428445466 _ 161 _
= T = 35 =4,472. ..

(2) Ein Spieler wiirfelt. Erscheint eine Primzahl, erhélt er diesen Betrag.
Erscheint eine andere Zahl, muf} er diesen Betrag bezahlen.

Wir definieren auf dem Ereignisraum Q = {1,2,3,4,5,6} eine Zufalls-
variable X:

9‘123 15 6
X‘—123—45—6
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Sie gibt an, welche Betrédge der Spieler gewinnt bzw. verliert. Die Ver-
teilung von X ist

T; ‘—6 -4 -1 2 3 5
X(@)| Y% Yo Yo Yo Y s

Der Erwartungswert von X ist

Blz) = —6-g—4-2—-1-£+2-3+3-¢+5-3

—11410 __

_1
6 &
8.3 Bemerkung: In der Spieltheorie wird der Erwartungswert E eines Spiels
als der Wert des Spieles fiir den Spieler betrachtet. Ist E positiv, nennt man
das Spiel giinstig fiir den Spieler, denn er gewinnt mit groferer Wahrschein-
lichkeit, als er verliert. Ist £ = 0, nennt man das Spiel fair, im Falle £ < 0

nennt man es ungiinstig.

8.4 Bernoulli-Verteilung: Wir ermitteln den Erwartungswert der Bernoulli-
Verteilung (3.10). Es gilt

n

_Z” n\ ok oaek konl o
E(X)_k k'(k)'p K _Zk Kin—it? T
=0 =1

Wir kiirzen k& und klammern n - p aus:

n

. (n —1)! -1 n—
E(X)—”'p;(k—n!(n-k)!pk ¢

Wir setzen nun ¢ = k — 1. Da k von 1 bis n lauft, lauft nun ¢ von 0 bis n — 1

n—1 n—1
(n—1)! ] n—1 1 .
E(X):anmpeq ' Z:Z i P = np(p+q)"t = np,
=0 =0
da p+ ¢ = 1. Wir fassen zusammen:
E(X)=np

Dieses Beispiel und erst recht der Versuch der Ermittlung des Erwartungs-
wertes der hypergeometrischen Verteilung l&af3t erkennen, dafl allgemeine Ver-
fahren zur Berechnung des Erwartungswertes gefordert sind.

Wir beginnen mit einem einfachen Resultat:
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8.5 Definition: Eine Zufallsvariable X heifit symmetrisch verteilt mit Sym-
metriepunkt a, wenn fiir alle x € R gilt

(1) a—z €Bild X <= a+z € Bild X
2) P(X =a—2)=P(X =a+ux)

8.6 Satz: Ist X eine symmetrisch verteilte Zufallsvariable mit Symmetrie-
punkt a, so gilt, falls der Erwartungswert existiert,

E(X) =a.

Beweis: Nach (8.5) (1) liegt das Bild von X symmetrisch um a. Es gibt also
reelle Zahlen ry, 79,73, ..., so dal

BildX C {a,atr;,atr,...}.

Beachte hier, dal a nicht im Bils von X zu liegen braucht. Es folgt (wir
behandeln den unendlichen Fall, der endliche ist analog; da die Reihe (8.1)
absolut konvergiert, diirfen wir sie beliebig anordnen)

B(X)=aP(X =)+ Y l(a+7) P(X = atri) (o= 7) - P(X =a= 1)
(wenn a ¢ Bild X, ist P(X = a) = 0). Also, wegen 8.5 (2)

E(X):a-P(X:a)—l—i(aermLa—r,-)-P(X:a—l—ri)

=1

=a- [P(X:a)—i—Z(P(X:a‘i‘T’i)‘i‘P(X:a_Ti))
:a-P(X_l{a,aj:r_l,aj:rg,...}):a-P(Q):a.

0

8.7 Beispiel: Die Augensumme beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln ist symme-
trisch verteilt mit Symmetriepunkt 7.

Jetzt wollen wir zu einem komplizierteren Sachverhalt mit zahlreichen An-
wendungsmoglichkeiten iibergehen.

Bekanntlich lassen sich Abbildungen nach R punktweise addieren und mul-
tiplizieren. Explizit definiert man
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8.8 Sind X,Y : 2 — R Abbildungen und c eine reelle Zahl, dann setzen
wir

X+Y: Q—R ar— X(a)+Y(a)
X+c: Q—R ar— X(a)+c
X'Y: Q—R a+— X(a)-Y(a)
c-X: Q—R ar— c-X(a)

Auf diese Art erhalten wir neue Zufallsvariable.

Weiter erhalten wir neue Zufallsvariable offensichtlich wie folgt:

8.9 Sind X,Y : QQ — R Zufallsvariable und sind
f:R—R, g:RxR—R

beliebige Abbildungen, so definieren wir neue Zufallsvariable

FX)=foX: 0 RLR, wr f(X(w))

(X,Y)

g(X,Y)=go(X,Y): Q R X R—=R, w+— g(X(w),Y(w)).

Bevor wir die Erwartungswerte dieser neuen Zufallsvariablen berechnen, wol-
len wir uns mit dem zweiten Fall ndher beschéftigen: Haben wir zwei Zufalls-
variable XY :  — R, konnen wir wie in § 7 einen neuen W-Raum bilden.
Sei

Qx =Bild X C R, Qy =BildY C R.

8.10 Satz: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum und seien X,Y : Q@ — R
Zufallsvariable. Dann definiert

v:Qx xQy — R, (,y)— P(X =2,Y =y):=P(X (z)NnY (y))
eine Zahldichte auf Qx x Qy.

Beweis: Da P nur positive Werte hat, ist v(x,y) > 0 fur alle (x,y) € Qx X
Qy.
Weiter gilt

Qx xQy = H {2} xQy = H Qx x{y} (H = disjunkte Vereinigung.)

€N x yeQy
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Es folgt mit (5.17) (3)

> ()

(z,y)EQx XQy

= Y, PX'@m)nY'y) =D > PX'z)nY '(y)
(z,y)EQx XQy z€Qx yey

=y p(]_[ X—l(g;)my-l(y)) = > P(X—l(x)ﬂ 1T Y‘l(y))
r€Qx yEQy e x NS 92%

=Y PX'2)nQ)=> PX ()= P( 1T X‘l(a:)) —P(Q)=1

O

8.11 Bezeichnung: v: Qx x Qy — R, (z,y) — P(X =z,Y = y) heifit
gemeinsame Verteilung von X und Y. Die Verteilung vy : Qx — R und
vy : Qy — R von X bzw. Y heiflen Randverteilungen von v.

Im Beweis von (8.10) haben wir gezeigt, dafl sich die Randverteilungen aus
der gemeinsamen Verteilung berechnen lassen:

8.12 Fiir (z,y) € Qx x Qy gilt:

vx(r)=P(X=12)= > P(X=zY=y)= > v(zy)

yeQy yeQy
w(y) =PY =y =Y PX=zY=y)=> vy
zE€Qx € x

8.13 Beispiel: Wir werfen eine ideale Miinze 3 mal. Also hat Q) acht Ele-
mente

V={(2,2,2),(2,2,W),(ZW,2),(Z,WW),(W.Z,Z),(W, Z,W),
(W, W, Z), (W, W, W)j}.

X sei die Anzahl der Wappen, Y die Position, an der zum erstenmal W
auftritt, wobei wir Y (Z, Z, Z) = 4 setzen.

Oy =BildX = {0,1,2,3},  Qy =BildY = {1,2,3,4}
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BildY\BildX | 0 | 1 | 2 | 3 |vy
1 0 | Ys| V| ls]| e
2 0| s| 0|1 2B P(X=0Y=3=0
3 0 |Ys| 0] 0 |1s
4 1kl olo]oly
vx Vs | 3/s| 3k | Ys| 1

8.14 Beispiel: Sei g : R x R — R die Addition, d.h. g(x,y) = = + y. Sei
weiter 2, X, Y wie im Beispiel (8.13). Beachte:

|Bild X x BildY| =16. aber [Q] =8

Da ¢g(X,Y) eine Abbildung von € nach R ist, kann g(X,Y’) hochstens 8
Werte haben.

Q |(2,2,2)(2,2,W)(2,W, Z)[(Z, W, W)|(W, Z, Z)|(W, Z, W) (W, W, Z)|(W, W, W)

(X,Y)| (0,4) (1,3) (1,2) (2,2) (1,1) (2,1) (2,1) (3,1)

g(X,Y) 4 4 3 4 2 3 3 4

Also: Q = Bild(g(X,Y)) = {2,3,4}. Es folgt

1 3 4 1 27
Eg(X,Y))=2- 44— =—(2 16) = —.

Es ist nicht von ungefihr, daf im Schema (8.13) achtmal die 0 auftritt:

8.15 Sei (€2, P) ein diskreter W-Raum und seien X,Y : Q — R zwei
Zufallsvariable. Dann gilt fiir die gemeinsame Verteilung

(r,y) ¢ Bild(X,Y) ={(X(w),Y(w));weQ} = PX=z,Y=y)=0

denn: P(X =2,V =y) = P(X " Y2)NY " Hy)) und X *(z)NY ' (y) =0,
falls (z,y) ¢ Bild(X,Y).

8.16 Satz: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum, X, Y : Q — R Zufallsvariable
und f: R — R, g : R x R — R Funktionen. Dann gilt

E(f(X)= Y f(x) P(X=2)

reBild X

E(gX,Y))= > > glay) P(X=zY =y).

2€Bild X yeBild Y

50



Beweis: Die erste Formel folgt aus der zweiten: Setze Y = 0 und
g:RXR_)]Ra g(![’,y):f(llf)
Dann gilt: g(X,Y)(w) = g(X(w),Y(w)) = f(X(w)) = f(X)(w). Also

E(f(X))=E(gX,Y) = Y g(z,0)-P(X =2,Y =0)

zeBild X

= ) fl2)-P(X =2,Y =0).
2€Bild X
DaP(X =2,Y =0) = P(X 2)NnY~10)) = P(X ' (2)NQ) = P(X () =
P(X = ), erhalten wir die erste Formel.
Wir setzen Z = ¢g(X,Y'). Dann ist Z die Abbildung

(X,Y)

70 R x R——>R
wr— (X (w),Y(w)) = 9(X (), Y (w))

(x) E(Z)= Y z-P(Z'2)= > z- > PX=zY=y),

2€Bild Z z€BildZ  (z,y)eg—'(2)

- I x'@ny ).

(z,y)eg—*(2)
Da jedes Paar (x,y) € Bild(X,Y) in einem g~*(2)mit z € Bild Z liegt, kénnen

wir (*) umschreiben:

(z,y)€Bild(X,Y)

= Y Y glwy) PX=2Y=y)

2€Bild X yeBildY

Die letzte Summation geht tiber alle Paare (z,y) € Bild X x Bild Y. Ist aber
(x,y) ¢ Bild(X,Y), so ist P(X = z,Y = y) nach (8.15) null. O

8.17 Folgerung: Sind X,Y Zufallsvariable auf einem diskreten W-Raum
(Q, P) und a,b,c € R, dann gilt

E(aX +bY +¢)=a-E(X)+b-E(Y)+c
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Beweis: Benutze (8.16) mit
g:RxR — R, (r,y) — ax + by + c.
Dann gilt, wir setzen A = Bild X und B = Bild Y/,

E(aX +bY +¢)
— Z Z (ax +by+c)-P(X =z,Y =vy)

zeBild X yeBildY

=Y N ar PX=2Y=y)+> > P(X=2Y=y)

r€A yeB r€A yeB
+3 Y e P(X =1Y =y)
r€AyeB
:a-Zx-ZP(X:x,Y:y)—l—beZP(X:x,Y:y)+c-P(Q)
€A yeB yeB z€A
:a-Zx-P(X:x)+be-P(Y:y)—l—c nach (8.12)
€A yeB

=a-E(X)+b-E(Y)+c
U

Diese kleine Formel vereinfacht die Berechnung des Erwartungswertes in vie-
len Féllen.

8.18 Erwartungswert der Bernoulli-Verteilung: Sei (2, P) der W-
Raum eines Bernoulli-Experiments der Lange n, d.h. die Elemente von (2
sind n-Tupel von Symbolen 7" und N (vergl. Bspl. 7.2 (3)). Sei

X, Q—R
die Zufallsvariable, gegeben durch

1 k-te Koordinate von a ist T’
Xi(a) = {

0 k-te Koordinate von a ist N.
Za berechnen ist der Erwartungswert von
X=Xi+-+X,.
Nach (8.17) gilt §
E(X) =Y E(Xy).
k=1
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal an der k-ten Stelle ein Treffer vorliegt, ist
aber p, so dal E(X}) = p fiir alle k. Also

E(X)=n-p.

Als Folgerung erhalten wir die kombinatorische Formel, die wir im Beispiel
8.4 explizit nachgerechnet haben.

819 > k- (N1 —p)F=n-p
k=0
Insbesondere erhalten wir fiir p = g =

Yo () =2
k=0

1.
ok

8.20 Hypergeometrische Verteilung: Sei (£, P) der W-Raum, der zur
hypergeometrischen Verteilung fithrt, genauer: €2 ist die Menge aller n-Tupel
w von roten bzw. schwarzen Kugeln. Sei X : 2 — R die Zufallsvariable

Xe(w) 1 k-te Kugel von w ist rot
w) =
g 0 k-te Kugel von w ist schwarz.

Da an der k-ten Stelle eine schwarze oder rote Kugel auftreten mufl und es
r rote und s schwarze Kugeln gibt, ist

r

E(Xk) - r+s

V k.

Gesucht wird der Erwartungswert von

Es folgt:
,

EF(X)=n- .
() nr+s

Wieder erhalten wir eine kombinatorische Formel, denn nach (5.1) gilt

E(X):ik-h(k;n,r,s):ik-ngf"%k) =n

,
r+s

Es folgt
- r s o oner-(r+s)! B ro(r+s—1)!
kzzok(k)(n—k) T rtsnlr+s—n)! (m-Dlr+s—1—(n—1)
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Also

8.21
- r S r+s—1
. = 7. <
2" <k)<n—k> ’ < 1 ) nErhe

8.22 Geometrische Verteilung fiir einen Bernoulli-Versuch mit Wahr-
scheinlichkeit p. Der Ausgangs-W-Raum, d.h. 2 besteht aus allen Tupeln
der Form (N, N,...,N,T) und

X:Q—R

ordnet jedem Tupel seine Lénge zu. Sei zunéchst p # 1

E(X) k-glkip) =Y k-q¢" = -
D S o
Denn fiir |z] < 1 gilt, = = 572 2", Aus der Theorie der Potenzreihen, weif
man, daf
. 1y 1
koah Tt = ( ) = .
kZ:O 1—x (1 —x)?
Fiir p = 1 gilt dasselbe Ergebnis. O

9 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Wir wollen den Begriff der Unabhéngigkeit auf Zufallsvariable erweitern.

9.1 Definition: Sei (€2, P) ein diskreter W-Raum. Dann heiflen die Zu-
fallsvariablen Xi,..., X, : Q@ — R wunabhdngig, wenn fiir jede Teilmenge
{ir,...,ir} € {1,...,n} und jedes k-Tupel reeller Zahlen (zy,...,z;) € R*
gilt:

k k
P(Xll =21,..., X, = xk) = P(ﬂ ijl(xT)> - HP<XZT = xr)'
r=1 r=1
D.h. fiir jedes Tupel (z1, ..., z;) € R¥ sind die Ereignisse X;l(xl), . ,Xizl(a:k)
unabhéngig.

9.2 Satz: Sei X : ) — R konstant und Y : 2 — R eine beliebige Zu-
fallsvariable auf einem diskreten W-Raum (2, P). Dann sind X und Y un-
abhéngig.
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Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € R, so dal X(w) = ¢ fiir alle
w € . Also

X1 e)=Q uwd X 'z)=0firz#c xR
Es folgt:
P(X=c¢Y =y)=PX ()NY ' (y) =PQANY ' (y)) = PV =y)

und fiir x # ¢

PX =Y =y)=PX Y2)nY (y)) = P(0) = 0.
Da P(X =c¢) = P(2) = 1 und fiir z # ¢ gilt P(X = x) = 0, folgt

P(X=z,Y=y)=PX =21)-PY =y).
O

9.3 Satz: Sind Xy, ..., X, : 2 — R unabhéngige Zufallsvariable auf einem
diskreten W-Raum (€2, P) und f; : Bild X; — R, i = 1,...,n beliebige
Funktionen, dann sind auch f;(X;),..., f.(X,) unabhéngig.

Der Satz folgt aus einem allgemeineren Resultat. Wir fithren zunéchst eine
Bezeichnung ein.

9.4 Bezeichnung: Fiir Zufallsvariable X;,..., X, : @ — R und Teilmen-
gen Ay,..., A, C R setzen wir

7

P(Xl c Al, . ,Xn < An> = P(ﬁ Xi_l(Ai)), (Xz c Az) = X_I(AZ)

9.5 Satz: Sind Xy, ..., X, : 2 — R unabhéngige Zufallsvariable auf einem
diskreten W-Raum (€2, P) und Ay, ..., A, C R beliebige Teilmengen, dann
gilt fiir alle Teilmengen {iq,...,ix} C {1,...,n}

k
P(le € Ail, C 7Xik c Azk) = H P(er - A2T> (*)

r=1

d.h. die Ereignisse (X; € A4;),...,(X,, € A,) sind unabhéngig.

Beweis: Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt von n nach n + 1.
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Gegeben seien also unabhéngige Zufallsvariable X7, ..., X, 411 und Teilmen-
gen Ay, ..., A1 C R. Fiir jede Teilmenge {i,...,ix} C {n+ 1} mit k <n
gilt dann (%) nach Induktionsvoraussetzung. Wir priifen

P(Xl € Al)' - 7Xn+1 € An+l)

= p(N X)) =7 (ﬂi;( il Xfl(‘””))

ZBZ'EAZ'
_p n+1 X_l
= H mi:l i (%)
gxla s 7xn+1)1€i41 X X An-i—i
A =4

- n+1 1 o n+1 1
=S r(N @) = ST P )

z€A z€A

n+1 41 41
— -1 . — " -1 . — " -1 .
~TI( X pecen) =TT P 1T X ) = I P,

i=1 “z;€A; T, EA;

0

Satz 9.3 folgt nun, indem wir fiir ein gegebenes Tupel (z1,...,7z,) € R”

setzen: Ay = fi ' (21), ..., A, = fil(zn).

10 Varianz und Covarianz

10.1 Beispiel: Beim Roulette-Spiel setzt Spieler A immer auf die 1 und
Spieler B auf die Kolonne {1,2,...,12}. Was ist der Erwartungswert ihres
Gewinns?

Hier: Q = {0,1,2,...,36} mit Zdhldichte f(z) = -

Spieler A: X :Q — R, X(1)=35 X(z)=—-1firz#1
2 1<z<12
Spieler B: V:Q R, Y(z)= =0
—1 sonst
1 1 12 P 1
B(X)=35— —1 61 E(Y)=2-—= 1 25 _

37 37 37 37 37 37

Die Erwartungswerte sind dieselben, obwohl die Werte von X und Y sehr
verschieden iiber R verteilt sind.

Das Beispiel zeigt, dafl die mittlere Abweichung vom Mittelwert E(X) von
Interesse sein kann. Sei p = E(X). Wollen wir die mittlere Abweichung
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einschlieBlich ihres Vorzeichens finden, fragen wir nach
E(X —p)=EX)—p=EX)-EX)=0

(wegen (8.17)), ein wenig informatives Ergebnis. Wir konnten nach dem mitt-
leren Abstand, also nach
E(X = ul)

fragen. Das Arbeiten mit Absolutbetréigen kann aber beschwerlich sein. Da-
her fragt man nach dem Quadrat der Abweichung, also nach

BE((X = p)*).
Dieses hat z.T1. auch andere innermathematische Griinde. Fiir uns wichtig ist
zu erkennen, dafl kleine Abweichungen (quadratisch) weniger beriicksichtigt
werden als grofle Abweichungen. Da wir diskrete Zufallsvariable iiber i.a.
nicht endlichen W-Riumen betrachten, ist die Existenz von E((X — u)?)
nicht immer gegeben. Wir definieren

10.2 Definition: Ist X eine Zufallsvariable auf einem diskreten W-Raum
mit Erwartunswert p, so dal E(X?) existiert, dann heifit

Var(X) = E((X — n)?)
die Varianz von X und
o(X) = +\/W
die Streuung oder Standardabweichung von X.
Ist Y : Q — R eine weitere Zufallsvariable, fiir die F(Y?) existiert, dann
heif3t
Cov(X,Y) = B((X — jux) - (Y — py))
mit px = E(X) und py = E(Y) die Kovarianz und
p(X,Y) =Cov(X,Y)/o(X) o(Y)
der Korrelationskoeffizient von X und Y.
10.3 Bemerkung: Die Voraussetzung ,,F(X?)“ existiert, ist mit Bedacht

gewihlt: Fiir z € R gilt: |2] < 1 + 2%, wie man sich leicht iiberlegt. Weiter
gilt:

E(X) existiert <= Z x - P(X = x) konvergiert absolut, (2x = Bild X)
zeQx
&, Z |z| - P(X = z) konvergiert

zeQx

¢19 E(]X]) existiert
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und

E(X*) ™= Y a? P(X =)

zex

E(Q+X)" Y (1427 P(X =2) = 1+ B(X?).

z€Qx

Damit existiert (1 + X?), und die zugehérige Reihe ist eine Majorante zur
Reihe von E(]X]). Also existieren auch F(|X|) und px = E(X) und damit
auch E(X — pux) = EX — ux (8.17).

Weiter gilt fiir z,y € R
-y < 2+ y?

denn |z -y| < 2|z|-|y| und 2 — 2|z| - |y| + > = (|x] — |y|)* > 0. Also existiert
auch F(X-Y), da E(]X|-]Y]) existiert. Es hat E(X?+Y?) = E(X?)+E(Y?)
als Majorante. Damit existiert

COV(X,Y):E(X-Y—,MX-Y—,MY'X—F,MX',My)

und Var(X) = Cov(X, X).
Umgekehrt folgt aus der Existenz von Var X, dafi E(X?) existiert.

Folgende Formeln helfen bei der Berechnung der Varianz und Kovarianz.
Einige davon haben wir bereits in der Bemerkung hergeleitet.

10.4 Rechenregeln: Sind XY, X;,..., X, : Q@ — R Zufallsvariable auf
einem diskreten W-Raum, so daf E(X?), F(Y?) und E(X?) existieren, dann
gilt:

(1)
Var(X) = Zmeg (z — B(X))*- P(X = x) (Qx = Bild X)
= B(X?) - (B(X))?
= ernx ? - P(X =) — (BE(X))?
(2) Fir alle a,b,c € R gilt

Var(aX +bX +¢) = a* - Var(X) + b* Var(Y) + 2ab - Cov(X,Y)
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n n

VX X 33 ()

i=1 j=1

= Z Var(XZ) + 2 Z COV<XZ'7 XJ)

i=1 1<i<j<n

Cov(X,Y)= > > (v-E()-(y— EY)) - PX =z,Y =y)

- E(;y Y§ — E(X)-E(Y) (Qy = BildY)
=> > z-y P(X=2Y =y)- EX)-E(Y)

(5)  Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

Cov(aX; +bXs + ¢,dY) = ad Cov(X1,Y) + bd Cov(Xo,Y)
Ya,bc,deR

(7)  Var(X) = Cov(X, X).

Beweis: (7) folgt sofort aus der Definition. Jetzt folgen (1) und (2) aus (4),
(5) und (6), wie wir gleich sehen werden. Zur Erinnerung: F(X) = uy.

(4) Sei g : R x R — R die Abbildung ¢g(x,y) = (v — pux) - (y — py). Aus
(8.16) erhalten wir:
Cov(X,Y) = E(X — pux) - (Y — py)) = E(g(x,y))

Z‘EQX yEQy

= Z Z(m—,ux)-(y:,uy)-P(X::c,Y:y).

zeQx yey
Weiter gilt: E(X —px)- (Y —py)) = EBE(X Y —ux Y —ux-Y +pux - py)
8.17

= E(X-Y)—px-E(Y)—py-E(X)+E(X)-E(Y) = E(X-Y) - E(X)-E(Y).
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Wenden wir wieder (8.16) mit ¢g(z,y) = = - y an, erhalten wir

E(X-Y)=E(g(z,y)= Y Y z-y-P(X=2,Y =y)

(5) Cov(X,Y) = BE((X—px)-(Y—py)) = E((Y —py)-(X —px)) = Cov(Y, X)

(6) Cov(aX;+b(Xy+c,dY)
= E((aX;+bXs+4¢)- (dY)) — E(aX; +bXs + ¢) - E(dY)
— E(adX, Y +bdXs-Y +cdY) — (aBE(X)) + bE(X2) +¢) - d - E(Y)
=adE(X,-Y)+bd-E(Xy-Y)+cdE(Y)—adE(X,)E(Y)
— de(Xg) E(Y)—cdE(Y)
— @d(B(X, -Y) - B(X,) - B(Y)) + W(E(X, - Y) - E(Xs) - B(Y))
=ad - Cov(X1,Y) +bd - Cov(X,,Y) (wir benutzten (8.17))

(1) wird wie (4) bewiesen, wobei wir g durch die Abbildung

2

f:R— R, z+— (z—pux)* fir die erste Gleichung und

f:R—R, z+— 22 fiir die zweite Gleichung setzen.

(2) Setze Z = aX + bY + c. Dann gilt

Var(aX +0Y +c¢) = Cov(aX +bY +c, Z) O . Cov(X,Z)+b-Cov(Y,Z) (%)

Nun gilt

Cov(X, Z) © Cov(Z,X) = Cov(aX +bY + ¢, X)
=a-Cov(X,X)+b-Cov(Y,X)=a-Var(X)+0b- Cov(Y, X)
analog
Cov(Y,Z)=a-Cov(X,Y)+b-Cov(Y,Y)=a-Cov(X,Y)+b- Var(Y).

Wir setzen in () ein und erhalten das gewiinschte Ergebnis.

(3) Die erste Gleichung folgt aus der zweiten: Wir fassen alle Summanden
Cov(X;X;) = Var(X;) der linken Summe zur ersten Summe der rechten Seite
zusammen. Es bleiben die Summanden Cov(X;, X;) mit i # j, etwa ¢ < j.
Dann gilt

Cov(X;, X;) + COV(Xj,X) 2 Cov(X;, Xj).

Also bilden diese Summanden die zweite Summe der rechten Seite. Die erste
Gleichung beweisen wir induktiv.
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Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Induktionsschritt von n nach n + 1: Nach (10.4(2)) und Induktion gilt

Var(X; + -+ X,, + Xpy1) = Var(Xy + - - - + X,,) + Var(X,41)
+2Cov(X; + -+ Xy, Xop1)

n+1
= Var(X;)+2 Y Cov(X;, X;) +2Cov(Xy + -+ + Xy, Xpra) -
i=1 1<i<j<n o B ’
A
Nun gilt

Cov(Xy + -+ + Xy, Xpp)
=E(Xi14+-+X,) Xon) —EXi+--+X,)  E(X,11)
= B(X1- Xpq1) + -+ E(Xn - Xo) — E(X01) - BE(Xp41)
— = B(X,) E(Xp11)
= Cov(X1, Xpy1) + -+ + Cov(X,,, Xpi1),

so daf3
A+B=2- > Cov(X;X;).
1<i<yj<n+1

O

10.5 Beispiel: Wir wiirfeln mit zwei idealen Wiirfeln und behandeln wieder
die Zufallsvariablen X = ,Augensumme® und Y = ,maximale Augenzahl®.
Zunéchst machen wir uns ein Bild iiber die Verteilungen

. EY) | B(X)
s
*,
vy,
"
_ W oy _
P g o
9N
* e} = o Ux
ox ~
, o’ .
Koo oL

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
E(X)
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BE(X)=7  E(Y)= %

1 2 3 4 5 6 )

4 3 2 1
8L o +100 - o 4121 oo 4 144 - o — 49
4418+ 48+ 100 + 180 + 294 + 320 + 324 + 300 + 242 + 144 — 1764

36

210 35
= —=—=25,833...
36 6 ’

1 3 5 7 9 11 [161)°
Var(Y)=1-—+4- > +9- 2 416- - +25. — +36- — — [ —o
(V) =155t 5579 35+ 1035+ 25 55436 53 (36)

1412445+ 1124225+ 396 1612
- 36 362

791 1612 2555

36 362 1296

10.6 Bernoulli-Verteilung: Sei (2 der Elementarereignisraum eines Bernoulli-
Experiments der Lange n und Wahrscheinlichkeit p fiir Treffer, d.h. Q =
{N,T}". Sei X} die Zufallsvariable aus Beispiel (8.18), so dafl

=1,971...

X=X +---+X,

die Zufallsvariable ist, deren Verteilung die Bernoulli-Verteilung ist. Es gilt
0, sonst

Also

Cov(Xi, X;) = BE(X;- X;) — E(X;)- BE(X;) = P(X;=1,X; =1) — p?
et i
p—p*, i=j

da X; und X, fiir 7 # j voneinander unabhéngig sind. Es folgt

Var(X) = Var(X 1+ - +X,,) = ZVar(XZ-) =n(p—p*) =np(l-p)=n-p-q.
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10.7 Hypergeometrische Verteilung: Wir gehen wie im Beispiel (8.20)
vor und benutzen dieselben Bezeichnungen: Sei (2 die Menge aller denkbaren
n Ziige von roten und schwarzen Kugeln ohne Zuriicklegen. Wir setzen

1 k-te Kugel ist rot
Xp(w) = { & .

0 sonst

und suchen Var(X), wobei X = X + .-+ X,,. Wir wissen

P(szl):%, wobei M =7+ s

P 1 i-te und j-te Kugel ist rot
"7 1 0 sonst '

Sei nun ¢ < j. Dann gilt

Es folgt nach (10.4) (3) und (8.20)

Var(X) = Var(X; +---+ X,,) = ijl Var(X;) + 2 Z Cov(X;, X;) (%)

Var(X,-):1-P(X,-:1)—E(X,-)2:%—<%)
r or—1 r\’ .. .,
Cov(X;, X;) =1.P(X;=1,X; =1)—-E(X;)-E(X;) = VT 1_<M> fiir i # 7.
Also
My — r? n*—n Mr*— Mr— (M —1)r?
VarX:n<T>—l—2 5 NZ (M — 1)
n-(M=1)-r(M—r)+nn-—1)-r(Mr—M — Mr+r)
B M2 (M —1)
:n-r-(M—r)~(M—1)+n~7‘(1—n)(M—r)
M?(M —1)
:n-r-(M—r)-(M—n)

M2 (M —1)

Um den Unterschied zur Bernoulli-Verteilung deutlicher zu machen, setzen

WIr
. T
p_Ma
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d.h. p ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine rote Kugel zu ziehen. Sei wieder
q =1 —p. Dann gilt

r-(M—-r) v M-r 7 o) =
M2 M M M —Pre

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

Var(X):n~p-q(]\]\§:?).

10.8 Geometrische Verteilung: Sei X die Zufallsvariable aus Beispiel
8.22. Wir suchen Var(X). In (8.22) haben wir benutzt, dafl

1 1\ o0
= (1- = k- abt
(1—2)? ( 1—x) 2 b

Leiten wir nochmals ab, erhalten wir

1

Var X = B(X?) — (B(X))? =Y kK P(X=k)— 5= K ¢ 1p——
k=1 p k=1 p
> >0 1 2 1 1
=) k(k=1)-¢""p+ ) ki Tp— 5 =p-q +--—=
,;( ) ; p? (I—=¢q)® p p?
2pg p—1 29q—q ¢
3 P2 2 _i'

Hier haben wir die Ergebnisse von (8.22) mit benutzt.

Bei der Berechnung der Bernoulli-Varianz erhielten wir Cov(X;, X;) = 0 fiir
i # j, im hypergeometrischen Fall dagegen war Cov(X;, X;) # 0. Das kommt
nicht von ungefihr:

10.9 Satz: (1) Sind X und Y unabhingige Zufallsvariable auf (€, P), so
gilt
Cov(X,Y) =0, also E(X -Y)=E(X)-E(Y).
(2) Sind Xj,..., X, : 2 — R paarweise unabhéngig, so gilt

Var(X; +---+ X,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,).
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Bewelis:

EX-Y)=)Y Y z.y P(X=zY=y)

- Z Zx-y~P(X=$)'P(Y:y)
=> 2 P(X=u1)-Y y-PY =y)=EX) EY).

Es folgt, Cov(X,Y)=FE(X-Y)—-E(X)-E(Y)=0.
Teil (2) folgt nun aus (10.4) (3). O

Die Umkehrung von (10.9) braucht nicht zu gelten: Aus Cov(X,Y") = 0 folgt
nicht, da X und Y unabhéngig sind.

10.10 Beispiel: Ein Spieler wiirfelt: Bei 5 oder 6 erhilt er 1 DM, bei 1
oder 2 mufl er 1 DM bezahlen. Hier ist 2 = {1,2,3,4,5,6} mit konstanter
Zahldichte, d.h. der Wiirfel ist ideal. Das Spiel wird durch die Zufallsvariable
X : Q0 — R beschrieben mit der Wertetabelle

w |1 2 3456
Xw)[-1 -1 00 11

und Verteilung
X@Q|-1 0 1

Ux ‘1/3 s s

Sei Y die Zufallsvariable Y = X2, Dann ist Y (Q2) = {0,1} und X - Y = X3.
Aber X? = X in unserem Fall. Die Verteilung von Y ist

v o 1
vy ‘1/3 2/3
Es folgt
1
EX)=EX -Y)=-=1--+40 —+1~§:0
1 2 2
EY)=0--+1-2=2.
(¥)=0 3+ 3 3
Also

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)-E(Y)=0-0=0.
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Da aber
P(X =1,Y = 1) = P({5,6} N {1,2,5,6}) = P({5,6}) = %
und

P(X=1)-P(Y=1)=P({5,6}) - P({1,2,5,6}) =

Wl =
[GSI )
I

sind X und Y abhéngig. O

Die Kovarianz ist in gewisser Hinsicht ein Maf fiir die Abhéngigkeit, aber
Cov(X,Y) = 0 bedeutet noch nicht ,,Unabhéngigkeit“. Statt dessen definiert
man

10.11 Definition: Zwei Zufallsvariable heiflen nicht-korreliert, wenn

Cov(X,Y)=0.

Cov(X,Y)
ox-oy

Der Korrelationskoeffizient war als p(X,Y) = eingefiihrt. Also ist

nicht-korreliert gleichbedeutend mit

p(X,Y) =0,

es sei denn oy oder oy ist 0, so dafl p(X,Y) nicht definiert ist. Warum
betrachtet man iiberhaupt p(X,Y") und nicht nur Cov(X,Y)?

Da Cov(aX,bY) = abCov(X,Y), kann man durch einfache Manipulationen
fiir die Kovarianz jeden Wert erzeugen, falls Cov(X,Y’) # 0. Damit ist sie als
Maf fiir die Bindung zwischen X und Y ungeeignet. Dagegen gilt

10.12 Fiir a,b € R\{0} und ¢,d € R gilt
lp(aX +c,bY +d)| = |p(X,Y)].
Beweis: Var(aX +b) = Cov(aX +b,aX +b) = a°-Cov(X, X) = a?- Var(X).
Also o,x 4. = |a|] - ox. Analog gilt opy g = |b] - oy
Cov(aX + ¢, bY +d) = ab- Cov(X,Y).
Es folgt

ab- Cov(X,Y)

aX +c,bY +d)| =
| )| al Tl -ox  or

= [p(X,Y)].

Als néchstes untersuchen wir, was passiert, falls ox = 0.
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10.13 Bezeichnung: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum mit Zéhldichte f :
(2 — R. Dann bezeichne

Qi ={we ) flw)#0} CN
die wesentliche Teilmenge aller der Ereignisse, die tatséchlich auftreten konnen.

10.14 Da P(2\Q,) = 0, geniigt es fiir die Berechnungen von E(X), Var(X)
und Cov(X,Y) die Einschrankungen der Zufallsvariable auf (,, zu betrach-
ten.

10.15 Satz: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum, und seien X,Y : ) — R
Zufallsvariable. Dann gilt

(1) ox =0 <= X|Q, : Q, — R ist konstant.
(2) ox =0 = X und Y sind unabhéngig.
Beweis:

(1) Wir setzen wieder E(X) = u. Dann gilt mit A := Bild(X : 2, — R)

ox =0 <= Var(X) = Z (z—p)*P(X =x) = Z(x—u)Q-P(X =z)=0.

rE€Qx €A

Nun gilt aber nach Definition von Q,, : P(X =z) # 0 <= = € A. Also
ist die rechte Summe genau dann 0, wenn x = p fiir alle x € A, d.h. ist
w € Qy,, muf gelten X (w) = pu, so dafi X : Q,, — R konstant ist.

(2) folgt aus (1) und (9.2).

O

Wir wollen jetzt genauer untersuchen, wofiir p(X,Y") ein Maf ist. Dazu zeigen
wir zunéchst

10.16 Satz: Seien X und Y Zufallsvariable, deren Varianz existiert. Dann
gilt

(1) —VE(X?)-E(Y?)<E(X-Y)<VEX?: E(Y?)
(2) —-1<pXY)<1
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Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir A := /FE(X?), B := \/E(Y?). Es gilt

v<e((3+3))

X? XYy Y? 1 ) E(XY) 1 5
_E<Ei2ﬁ ﬁ) :E-E(X )+ 2 1B +§-E(Y)
2j:2]5(XY)
AB
Es folgt
-1< :EE(j;Y also — AB < +E(XY)
und damit

—AB < E(XY) < AB

Das beweist (1). Setzen wir nun statt X die Zufallsvariable X — E(X) und
statt Y die Variable Y — E(Y') ein, geht (1) iiber in

—y/Var(X) - Var(Y) < Cov(X,Y) < v/Var(X) - Var(Y),
und (2) folgt. O

10.17 Satz: Sei (2, P) diskreter W-Raum, und seien X,Y : Q@ — R zwei
Zufallsvariable, so daf p(X,Y) = +1. Dann gilt auf Q,
Y =¢9g(X):Q, — R,

wobei g eine lineare Funktion ist: g(z) = apx + b mit

a= Z—Y und b= E(Y) — pZ—Y CE(X) = B(Y) — apE(X).
Beweis: Konnen wir zeigen, dafl

E((Y - g(X))*) =0,
so folgt wie im Beweis (10.15), daB Y = g(X) auf Q,.
Nun gilt
E((Y = g(2))*) = E((Y — paX — E(Y) + paE(X))?)
(Y = E(Y)) = pa(X — E(X))’]
(Y = E(Y))* = 2pa(Y — E(Y)) - (X — E(X))
T prad(X — B(X))
= E((Y = E(Y))*) = 2paB((Y — E(Y)) - (X — E(X))
+p"E((X — E(X))?)

= Var(Y) — 2pa Cov(X,Y) + p*a® Var(X).

E
E
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Da +1 = p=2EY) ynd g = 22 folgt

oxXOoy ox
2
o o
B((Y = (X)) = 0} =297 - p-ox oy + 1 - 0%
2032/—2032/%—0)2/:0.
0

10.18 Bemerkung: Y ist vollkommen durch X bestimmt, falls Y eine Funk-
tion von X ist, also Y = g(X) fiir eine Funktion g : R — R. Die Korrelation
mifit, in wie weit sich Y als lineare Funktion in X darstellen 1483t.

11 Indikatorfunktionen

Probleme folgender Art treten im téglichen Leben oft auf. Obwohl wir sie mit
unseren Mitteln prinzipiell 16sen konnten, laufen wir schnell in Probleme:

11.1 Beispiel: Gegeben sei ein System von Generatoren 1,2,3 und Pumpen
4, 5, die fiir die Kiihlung eines Atomkraftwerkes verantwortlich sind.

/® @/@

@

Generator 1 betreibt Pumpe 4 und Generator 2 betreibt Pumpe 5. Wir haben
einen Notstromgenerator 3, der 4 oder 5 betreiben kann, falls 1 oder 2 ausfallt.
Es geniigt eine Pumpe, um den GAU zu verhindern.

Jedes der 5 Module kann unabhéngig von den anderen defekt sein und den
Durchflufl der Kiihlfliissigkeit verhindern. Sei ¢; die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf der i-te Modul defekt ist.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir den GAU.
Solche Probleme lassen sich leicht mit Indikatorfunktionen behandeln.

11.2 Definition: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum und sei A C Q. Die
Indikatorfunktion von A ist die Abbildung

1, fallsweA

14:Q R
AT “’H{o, falls w ¢ A

Wir setzen auflerdem 1 = 1g.

69



11.3 Aufgaben: (1) lpoa=1-14
(2) lanp =14 15
(3) (14)* =14

(4) ACB=1,4<1p
5) ANB=0=1laup=1a+15
6) ABCQ=lap=14+1p—14 1z
(7) E(1a) = P(A)

Aus diesen elementaren Eigenschaften folgt leicht

11.4 Lemma: Sind Ay,..., A, Teilmengen von 2, so gilt

(1) ]'AlﬁAzﬂ...ﬂAn = 1A1 : 1A2 e ]'An
(2) Lawva, =1 (1= L) - (1= L) ... - (Lal_y)
Bewelis:

(1) Induktion nach n.
Fiir n = 1 ist die Aussage richtig.

Induktionsschritt von n nach n+ 1: Sei B = A;N...NA,. Dann
gilt

1Alﬂ---ﬂAn+1 = lBﬂAn+1 = lB : 1An+1 = (1A1 BRI 1An) . 1An+1'

Induktion

(2) Aus dem Grundkurs sollte die de Morgansche Formel bekannt sein
O\(A1U...UA,) = (NA) N (Q\Az) N... (Q\A,).

Es folgt

Tayu o, =1 — (1= 140 0a,) = 1 (1o (au..04,))

=1- (Lan..na,))
D~ (g - doua,) = 0= (T—14) .- (1= 14,).
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11.5 Lo6sung des Problems 11.1: Wir haben 4 Wege:

Wi iiber O, Sei A; das Ereignis ,,IW; offen®

Wy iiber 2,0 A=AU...UA,

W3 iiber  (3),@ B; das Ereignis, j hat keine Storung,
Wy iber 3,0 P(Bj)=pj=1-g;

Wir haben Probleme, wenn keiner der Wege offen ist. Gesucht wird also
q = P(\A),

denn A ist das Ereignis , mindestens einer der Wege ist offen*. Beachte () ist
die Menge der Zustnde des Systems. Nun gilt

19\/4 =1-14= (]1 - 1A1) ’ (]1 - 1A2) ’ (]1 - 1143) ’ (]1 - 1144)’
Weiter ist
AlzBlﬂB4, AQIBQQB5’ AnggmB4, A4:BgﬁB5.

Also 14, = 1p, - 1p,, 14, = 1p, - 1. usw., so daf

Tova

=M —1p, -1p,) - (1 —=1p,-1p.) - (1 —=1p,-1p,)- (1 =15, - 15,)

=1-1p -1, — 1B, -1, — 1B, - 1p, — 1B, - 1p, + 1p, - 1p, - 1p,

+1p, -1, 1B, - 15,

+1p, -1, - 1p, - 1p, +1p, - 1p. - 1p, -1, +1p, - 1B, - 1p, +1p, - 1B, - 1B,
—1p, 1, - 1py -1, - 1p; — 1, -1, 1y - 1B, - 1p; — 1B, - 1By - 1, - 1,
+1p, -1, - 1B, -1, -1, — 1B, * 1B, - 1B, - 1B;.

Wir wenden nun (11.3) (7) an und benutzen (8.17). Da die B; voneinander

unabhingig sind, gilt auBerdem E(B; - B;) = E(B;) - E(B;) fiir i # j nach

(10.9) (1)

q=E(lg\a) =1 — pip2 — paps — P3pa — P3Ps + P1P2Ds + P1P2P3Pa + DaP3Ps
+ P3P4Ps — P1P2DP3P4D5
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12 Das schwache Gesetz der grofien Zahl

Zu Beginn von § 10 hatten wir erldutert, warum wir die mittlere quadrati-
sche Abweichung vom Mittelwert statt die absolute betrachten. Das néchste
Ergebnis stellt einen Zusammenhang zwischen diesen beiden her.

12.1 Tschebyscheff’sche Ungleichung
(Tschebyscheff 1821 — 1894, Petersburg):

Sei X eine diskrete Zufallsvariable, deren Erwartungswert p und Varianz
existieren. Sei ¢ > 0 reelle Zahl. Dann gilt

Var(X)

c2

P(IX —pl=c) <
Beweis: Sei B = Bild X und A = {z € B;|x — u| > ¢}. Wir wollen

PUX =312 0) = PO ) = P[] X)) = P =)
€A T€EA
abschétzen. Nach (10.4) gilt
Var(X) = 3 — - P(X = 1) = 3w — n*P(X = )

zeB €A

zeB\A
>0
>3 (@ —p)? P(X = 2)
z€A
> A PX=x)=c) P(X=x)=cP(|X—pl>c).
() €A €A
Dabei gilt (x), weil (x —p)? > ¢ Vz € A. O

In § 1 haben wir problematisiert, warum man den Grenzwert

lim r,(A)

n—oo

der relativen Héufigkeiten eines Ereignisses A nicht fiir den Aufbau der Wahr-
scheinlichkeitstheorie nehmen sollte. Die néchsten Ergebnisse zeigen, dafl un-
ser Ansatz der intuitiven Idee des Grenzwertes nicht widerspricht.
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12.2 Bernoullis schwaches Gesetz der groflen Zahl: Ein Bernoulli-
Experiment fiir ein Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit P(A) wird n-mal
wiederholt. Sei r,(A) die Zufallsvariable, die die relative Haufigkeit fiir A
angibt. Dann gilt fiir jedes € > 0

lim P(|r,(A) — P(A)| <e)=1.
Erlauterung: Wir setzen wieder P(A) = p und ¢ = 1 — p. Unser Elementa-
rereignisraum §2,, ist die Menge aller n-Tupel von Symbolen T = Treffer und

N = Niete. Sei S,,(A) die Zufallsvariable, die jedem n-Tupel die Trefferzahl
zuordnet. Dann ist

Bernoullis Gesetz besagt nun, dafl fiir grole n die Wahrscheinlichkeit dafiir
sehr klein ist, dafl die relative Haufigkeit von der Wahrscheinlichkeit p um
mehr als € abweicht. Mit anderen Worten: Mit Wahrscheinlichkeit 1 geht
rn(A) mit wachsendem n gegen p. (Ausrutscher kénnen vorkommen, sind
aber sehr selten.)

Wie bei der Untersuchung der Bernoulli- oder Binomialverteilung setzen wir
jetzt

1 k-te Koordinate ist T
X1 — R, Xyp(n-Tupel) = { ¢ hoordinate 18

0 k-te Koordinate ist N

Dann gilt S,,(A) = Xy + -+ X,; E(X;) =p, Var(S,(A)) =n-p-q (vergl
(8.18), (10.6)). Also

rn(A) = %(Xl + -+ X5)
P(A) = p = S(E(X) + -+ B(X,)
w(%(xl dot Xn)) - %Var(Xl ot X,) = 7% = Var(r,(A)).

Damit folgt (12.2) aus folgendem allgemeineren Ergebnis:

12.3 Markoffs Gesetz der grofien Zahlen: Sei X;, X5,... eine Folge
beliebiger Zufallsvariabel {2 — R, deren Varianzen die Bedingung

1
lim Var( (Xl—l----—l—Xn)) =0

n—o0 n
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erfiillen. Dann gilt fiir jedes € > 0

lim p(‘%(xl b X)) — LB +~-~+E(Xn))‘ < 5) ~1

n—o0 n

Beweis: Sei Y, die Zufallsvariable 2(X; + --- + X,,). Dann gilt E(Y,) =
L(E(X1) + -+ E(X,)). Aus der Tschebycheff’schen Ungleichung erhalten

WII

Var(Y,
P(|Y, — E(Y,)| > ) < azg )
oder Var(Y.
P(Y, - B(v) < ) > 1 - V)
Es folgt

1> lim P(|Y, —E(Y,)|<e)>1- E lim Var(Y,) = 1.

n—oo 52 n— o0
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Teil 111

Approximationen der
Bernoulli-Verteilung

13 Die Poisson-Verteilung

Die Bernoulli-Verteilung hat zahlreiche Anwendungen, weil Versuchswieder-
holungen oft auftreten, ihr Nachteil ist aber, daff die Berechnung der Bi-
nomialkoeffizienten (Z) fiir groffe n und k sehr aufwendig ist. Fiir kleine Er-
folgswahrscheinlichkeiten gibt es aber eine gute Approximation der Bernoulli-
Verteilung, die sich auflerdem noch gut berechnen la3t.

13.1 Definition: Seien u,v : Z — R zwei Zahldichten auf Z. Dann heift

uxv:Z — R, kHZu(z)v(k—z)

i€Z
die Faltung von u und v.
13.2 Lemma: u * v ist eine Zahldichte auf Z.

Beweis: u * v(k) > 0, weil u(i) > 0 und v(k — i) > 0.

D (uxv)(k) = ZZU(@') (k=) = Zu(i)~2@(k—i) = Z(@') =1

keZ

13.3 Beispiel: Sei (2, P) ein diskreter W-Raum, und seien
XY Q—=7Z

unabhingige Zufallsvariable. Sind vy, vy, vx.y die Verteilungen von XY,
bzw. X +Y, so gilt
Ux *Vy = Ux+y
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Bewelis:

UX+y(]€) = P(X+Y:]€)
= P<]7[(X i)yny-! ) ZP =40, Y =k —1)

- Zp(x —)P(Y =k—i) = va(z) oy (k — 1)

= (vx *xvy)(k)
Wegen der Unabhéngigkeit gilt P(X =i,Y =k —1i) = P(X =1)- P(Y =
k—i). 0
13.4 Definition: Eine Zufallsvariable X : 2 — N heifit Poisson-verteilt mit
Parameter A < 0 (kurz: P(\)-verteilt), wenn gilt
P(X =k)=e \/E!

13.5 Lemma: Sind X, X, unabhéngig und ist X; P(\;)-verteilt, 1 = 1,2,
dann ist X; + X5 P(A; + \o)-verteilt

Bewelis:

k ; k—i
L1 A A !
P(X,+ Xy =k) "M N en Ol phe,

il '(k—z')'ﬁ
k
1
— —(A1+A2) . i k—i
N o k'ZZ! k—1) AL A
=0
k
— e—(A1+A2).l Z )\ki
kl <=

1=

o~ Otag) A1 A )
Kl

O

Der folgende Satz zeigt nun, dafl die Poissonverteilung eine gute Approxi-
mation der Trefferzahl in einer Reihe von Experimenten mit kleiner Erfolgs-
wahrscheinlichkeit ist.

13.6 Satz: Seien Xi,..., X, paarweise unabhingige Zufallsvariable, die nur
die Werte 0 (fiir Niete) oder 1 (fiir Treffer) annehmen. Sei P(X; = 1) = p; und
P(X;=0)=¢=1—p;,undsei A = p1+...+p,. Sei S = X1+ Xo+...+ X,

Dann gilt
< A A ~
Z‘P(S:k) e 'H‘ <23y
k=0 i=1
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Beweis: Um die linke Seite abzuschétzen, benutzen wir einen kleinen Trick:
Wir konstruieren einen neuen W-Raum:

Q={(wy,...,w,) €Z", w;>—-1 Yi=1,...,n}
Die Zahldichte ist gegeben durch

P(wl,,wn):Pl(wl)Pg(wg)Pn(wn)

wobel
¢g=1—p; fallsw;=0
k
P(w;) =14 ePi. p—j falls w; = k > 1
e Pi—gq falls w; = —1
Dann gilt:
ZPZ(I{:)—e’”—quqi—l—epl k—ll—e_pljtepl(ep’—l)—l,
k=—1 k=1~

daem:Z¢:1+Zf€—lf.Esfolg’c
k=0 k=1

we (W1 ,...;wn)ENQ
_ (Z Pl(w1)> : (Z P2(w2)> (Z Pn(wn)> =1.

Also ist (€2, P) tatséchlich ein W-Raum. Wir definieren Zufallsvariable

XY, :Q—R, i=1,....n

X (w w,) = 0 falls w; =0 Yi(uw w,) = k falls w; = k> 1
AT T 1 fallsw; 20 T 0 sonst

ist Y; P(p;)-verteilt.
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Weiter gilt

e k OO k
PX;=1) = Pwi#0)=eP —g +e™ %z—qﬁe"”- %
k=1 k=0

= l-g=p

Also haben diese neuen X; dieselbe Verteilung wie die im Satz gegebenen.
Damit kann S = X; + ...+ X,, mit den neuen X; berechnet werden. Nach
Lemma 13.5ist T'=Y; +...4+Y, P(p1 + ...+ p,) = P(N)-verteilt. Es folgt

X

S|P = k) =2 = Yo|PS =) = P(T =) = ()
k=0 ’ k=0
:i‘P(S: kT =k)+P(S =k T#k)—
k=0
P(S=kT =k —P(S#kT=k)

Beachte hierbei: P(S = k) = P(S = k,T = k) + P(S = k,T # k), weil
P(T = k) + P(T # k) = P(Q). Es folgt

(¥) = Z‘P(S: kT # k) —P(S;«ék,T:k)‘
k=0

IN

i (|Ps = k.7 #K)| +|P(s # kT =k)|) =2P(s £ T)
k=0
Wenn S # T ist, ist sicherlich mindestens ein X; # Y;. Also folgt
2P(SAT) <23 P(X, £ V) <23 52,
i=1 i=1
Letzteres, weil P(X; =Y;) =P(X; =Y, =0)+P(X;=Y;=1) =

Pi(0) + Pi(1) = g + e Pipy.
Also: P(X; 2Y) =1—q —e P -py=pi(1—e?) < p}

weil e7* > 1 — z fiir > 0 (vgl. Funktionsgraphen). O
13.7 Folgerung: Ist p(n) eine Folge mit 0 < p(n) < 1und lim n-p(n) = A,
so gilt
)\k
lim b(k;n,p(n)) =e - o
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Beweis: Wir setzen in (13.6) p; = p(n) fir i = 1,...,n. Dann ist
P(S = k) = b(k;n, p(n))

Mit A(n) = n - p(n) folgt

k
0 < |b(k;n,p(n)) — e_A(")A(;Z) <2-n-p(n)*.
Da lim % = 0, folgt die Aussage durch Ubergang zum Grenzwert. O

Die Folgerung 13.7 kann man auch ziemlich einfach direkt beweisen. Satz 13.6
hat aber den Vorteil, eine Abschétzung des Fehlers zwischen der Binomial-
und der Poissonverteilung anzugeben.

In praktischen Anwendungen verwendet man die Poisson-Verteilung als Mo-

dell immer dann, wenn untersucht wird, wieviele von vielen méoglichen, aber
einzeln relativ unwahrscheinlichen unabhéngigen Ereignissen eintreten.

13.8 Beispiel: Ein Wasserbehiilter von 5m? enthiilt 105 gefihrliche Bak-
terien. Es wird eine Wasserprobe von 50cm?® entnommen. Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sie k& gefihrliche Bakterien enthélt? Wie grofl
ist die Wahrscheinlichkeit, daf sie bakterienfrei ist?

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine bestimmte Bakterie zu erwi-

schen ist
50em?

~ 5-100%cm?
Nach(13.6) gilt mit n = 10° und A = 10°-p =1

P =107,

Z)b(k;n,p) — e £ 21000702 = 21077,
k=0 ’

2

155 ist die Antwort also

Bis auf einen Fehler <
o L
k!

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit W dafiir, daf§ die Probe bakterienfrei
ist, durch die Ungleichung

e

1 1
0,36785 < p —2.-107°<W < . +2-107° <0, 36790
nidherungsweise bestimmt.
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14 Die Normalverteilung, ein Bericht

In diesem Abschnitt mochte ich auf einen der zentralen Sétze der Wahr-
scheinlichkeitstheorie eingehen. Den Beweis dieses Satzes will ich aber nicht
vorfithren, da dafiir die Vorlesung “Einfiihrung in die Analysis I” Vorausset-
zung ist.

14.1 Definition: Eine Zufallsvariable X heifit normiert, wenn E(X) = 0
und Var(X) = 1.

14.2 Aufgabe: Sei X eine Zufallsvariable mit Var(X) # 0. Dann ist

X=X~ B(X))

ox

normiert. Man nennt X* die normierte Form von X.

Wir betrachten nun folgende Situation: Gegeben ist eine Folge X, Xo, ...
paarweise unabhéngiger Zufallsvariabler, die alle dieselbe Verteilung besit-
zen. Wir bezeichnen ihren gemeinsamen Erwartungswert mit E und ihre
gemeinsame Standardabweichung mit o. Setzen wir

H,=2%.8,

n

sogilt  E(H, = YLEX)+...+EX,)=EF
Var(H,) = H(Var(X))+...+Var(X,)) =2

Da Var(H,) mit wachsendem n gegen 0 geht, wird nach der Tschebys-
cheff’schen Ungleichung die Verteilung von H,, mit wachsendem n mehr und
mehr um FE konzentriert. Das ist die Aussage des Gesetzes der grofien Zahl.

Sei nun
Sp—nE  /n(H, - E)
o-\n o
Eines der wichtigsten Resultate der Wahrscheinlichkeitstheorie ist nun, dafl

die Verteilung von Y,, mit wachsendem n gegen die sogenannte Normalver-
teilung konvergiert. Die genaue Aussage ist

14.3 Y, := normierte Form von H,, =

14.4 Zentraler Grenzwertsatz: Ist X, Xy, ... eine Folge paarweise un-
abhéngiger Zufallsvariabler, die alle dieselbe Verteilung besitzen. Sei Y,, die
standardisierte Summe, gegeben in (14.3). Dann existiert fiir jedes t € R

O(t) == lim P(Y, < t)
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und es gilt

1 t
w2
@(t) = E / €_Td$

Das Resultat ist duferst iiberraschend, weil ®(¢) nicht von der speziellen
Verteilung der X; abhéngig ist.

Die Funktion 1 ,
= ¢ 7T:R—>R
7 V2T

ist die bekannte Glockenkurve, die auch jeden 10 DM-Schein ziert.

Die folgenden beiden Skizzen zeigen die Approximation der Bernoulli-Vertei-
lung durch ¢ und die Verteilungsfunktion ® von ¢.

0,4- o(z)
R
0,3
0,2
0,1
Il /—j Il Il Il Il Il T’\N Il
4 3 2 1 0 1 2 3 4,

Approximation der Binomialverteilung mit p = % und n = 10 durch ¢

14.5 Definition: ¢ nennt man Normalverteilung, ® ist die zugehorige Ver-
teilungsfunktion (vergl. (7.7), nur haben wir es jetzt mit Verteilungen auf
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nicht-diskreten W-Raumen zu tun).

14.6 Anwendungsbeispiel: Wir wiirfeln 600 mal mit einen idealen Wiirfel
und fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dafl wir mindestens 90 und hochstens
100 Sechsen erhalten.

Q={1,...,6}50 Sei X;:Q — R, die Zufallsvariable, gegeben durch

X (w) :{ 1 47— ter Wurf ist 6

0 sonst
Dann gibt Sgo0 = X1 + ...+ Xgoo die Anzahl der Sechsen an. Gesucht wird
P90 < S, <100) n =600

E=E(X;)=1-% Var(X;) = BE(X?) — (E(X;))?* =

1
6’
o =o0x, = zVb. Es folgt

1
6

S, —100 /30
Y, = —— = ——— (S, — 100)
V600 - gv5 50

P(90 < S, <100) = P(—10¥20 <

2
o B
g =2
|
iy
|
\'}—‘
o
Ne)
ot
=

Hierbei haben wir benutzt, dal wegen der Symmetrie ¢(z) = p(—x) gilt
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14.7 O(—z)=1—P(x)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist niherungsweise 36%.

Wie wir wissen, ist “ndherungsweise” kein mathematischer Ausdruck, solan-
ge wir nicht wissen, wie grofl der Fehler ist. Es gibt viele Untersuchungen
iiber die Qualitdt der Approximation des zentralen Grenzwertsatzes. Das be-
deutenste Resultat ist folgender Satz, der 1941 von Berry und unabhéngig
davon 1942 von Esseen mit ganz anderen Mitteln bewiesen wurde.

14.8 Satz von Berry und Esseen: Sei X, Xs,... eine Folge paarweise
unabhéngiger Zufallsvariablen mit derselben Verteilung, so da§ Vi € N\{0}
gilt

Dann gilt fiir die Folge Y,, der normierten Summen (14.3)

|P(Y, < t)—®(t)] < 030-7.55

mit einer von X; unabhéngigen Konstanten C'.
Uber den Wert von C' wurde viel gearbeitet. Berry berechnete sie mit C' <
1,88, aber seine Rechnung war fehlerhaft. Esseen schéitzte sie mit 7,59 ab.

Das mir bekannte beste Resultat stammt von van Beek aus dem Jahr 1972
mit einem Wert C' < 0, 7975.

14.9 Beispiel: Wir wenden die Abschitzung auf Beispiel (14.6) an. Dafiir
miissen wir zunichst X; durch die Zufallsvariable

falls i-ter Wurf = 6

1 5
Zi = Xz — d.h. Zl(w) = 671 .
6 —5, falls i-ter Wurf # 6

ersetzen, damit F(Z;) = 0. Dann gilt

Var(Z;)) = Var(X;), also 07, = ox, = £1/5. Insbesondere sind die normierten

Summen Y,, dieselben fiir die Z; und X;. Wir berechnen p:

5\P 1 /1\’5 5345 130
=E(ZP)=(=) =+ (=) == =
p=E(Z[) <6) 6+<6) 6 6 6

Es folgt: ‘P(Yn <t)— @(t)‘ﬁ o 0717?/_753 150 _ 0,77 13

-5V V600 6-5-/30
In der Herleitung unseres Ergebnisses haben wir die Abschétzung zweimal
benutzt, so dafl der mogliche Fehler < 4+12,6% ist, eine relativ beachtliche
Abweichung von den berechneten 36%.

=0,06309...
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Die Abschétzung von Berry und Esseen kann schon deshalb nicht optimal fiir
einzelne Probleme sein, weil sie fiir alle Verteilungen giiltig ist. Fiir spezielle
Félle gibt es erheblich bessere Resultate.

14.10 Der Fall der Bernoulli-Verteilung

Wir untersuchen ein Bernoulli-Experiment mit der Wahrscheinlichkeit p fiir
Treffer und ¢ = 1 — p fiir Niete. Sei X; die Zufallsvariable mit Wert 1, falls
im ¢-ten Versuch 7' eintritt und sonst 0.

14.11 Satz: In diesem Fall gilt

B
O, - 1+ 2¢(c® + 3)/mpq
P(agSngb)_(1+ ! C>.(1+@2 +2c(c” +3) npq>./<p(t)dt
/g 3npq J

wobei

(1) [6] <1, fiir i = 1,2

(2 A=2"" g PTIP o a{)ALB])
v pq v pq

In unserem Beispiel liefert diese Abschétzung keine besseren Werte.
TanLE 2

C_oueumﬂ OF THE BiNOMIAL DiSTRIBUTION FOR 5 = 100
£ =03 AND THE NORMAL APPROXIMATION

Number of Normal Percentage
SUCCESSes Probability approximation error
0 <S8, <11 0.000 006 G.000 03
i2<5 <14 0.000 15 0.000 33 Ing
I5 <8, <17 000201 0.002 83 +44
13 £ 5, <20 0.014 30 0.015 59 +12
21 £ 5, €23 0.059 07 (L0585 95 O
45,26 0148 87 0.144 47 —3
T8, =29 0.237 94 (234 03 ~2
N8 <33 0.230 13 1.234 05 +2
M4 L5 <38 0.140 84 0.144 47 +3
7 <5, €39 0.058 &9 0.058 95 0
40 < 85, < 42 0,017 02 3.015 99 -6
43 € 8, <45 3003 43 Q002 83 -8
46 € 5, <48 {.000 49 0.000 33 —-13
45 < 5, < 51 0.600 05 0.000 03 — 40
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Teil TV
Elemente der Schatztheorie

15 Schitzprobleme

Schétzprobleme treten in vielfaltiger Gestalt auf. Wir erinnern an die
Ubungsaufgabe, einen Fischbestand mit Hilfe der hypergeometrische Ver-
teilung und Entnahme einer Probe zu schitzen. Ein haufig auftretendes
Problem ist das Schéitzen der Trefferwahrscheinlichkeit bei einem Bernoulli-
Experiment.

Wir beschreiben zunéchst den mathematischen Rahmen.

15.1 Definition: Ein Schdtzproblem mit diskretem Stichprobenraum be-
steht aus

e ciner nicht-leeren hochstens abzahlbar grofen Menge X' von Stichproben

e ciner beliebigen Menge {Py; v € ©} von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
X

e ciner zu schétzenden Funktion g : © — R.

15.2 Beispiel: Fischbestand
Sei N die Zahl der Fische im Teich, die zu schétzen ist. Man fiangt r Fische,
kennzeichnet sie und setzt sie wieder aus. Danach fingt man n Fische. Aus
der Anzahl x der markierten darunter will man auf N schlieflen.
In diesem Fall ist X = {0,1,...,n}. Dabei steht © € X fiir die Anzahl der
markierten Fische in der Stichprobe © = {n,n+ 1,n+2,...}. Fiirn € ©
ist Py = h(—;n,r, N — r) die hypergeometrische Verteilung, und g ist die
Abbildung

g:©—N, N-—->N

15.3 Bezeichnung: Jede Abbildung ¢ : X — R nennt man einen Schdtzer
von g und g(x) den Schétzwert von g aufgrund der Stichprobe x € X.

15.4 Beispiel: In einer Stadt gibt es N Taxis, die mit Nummern 1,2,..., N
sichtbar beschriftet sind. Ein Passant steht an einer belebten Strafle und
notiert die Nummern von n verschiedenen Taxen z; < x5 < ... < z,,. Aus
diesen Zahlen versucht er, auf N zu schlieffen.

X = Menge aller n-elementigen Teilmengen von {1,2,3,..., N}.
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Die Taxen haben alle denselben festen Standort, so daf sie mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit durch die Straflen kommen. Damit ist

L
()

Jetzt ist © = {zp,z, +1,...},da N >z, und g: © - N, N — N.

Py (z) = Py=Py, N€©O

Ansitze fiir Schiatzer:
(1) g(z) =2, z={r1<x2<...<mp}

(2) Aus Symmetriegriinden diirfte es “im Durchschnitt” genausoviele Ta-
xen mit Nummern < x; wie Taxen mit Nummern > z,, geben. Daher
kann man den Schétzer

A

gi(x) =z, +x; — 1
diskutieren.

(3) Man konnte auch die Lénge der Beobachtungsliicke {z,, + 1,..., N}
durch die mittlere Lange aller Liicken abschétzen:

([L’l—1)—|—([L’2—[L’1—1)—|—([L’3—[L’2—1)—|—...—|—([L’n—l’n_1—1)
n

Ty — N

n

Zn—n _ (n+l)an—n
n n

Dies fiihrt zu go(x) = x, +
(bzw. der ndchsten ganzen Zahl).

Es gibt also eine Reihe heuristischer Argumente fiir Schitzer.

Bei der Losung des Beispiels 15.2 wurde als Schéatzverfahren die Maximum-
Likelihood-Schditzung empfohlen, auf die wir jetzt eingehen werden.

15.5 Maximum-Likelihood-Schétzer: Fiir + € A nennt man
L,:0—=R 99— Py(x)
die Likelihood-Funktion. Sei (z) € © ein Element, fiir das
Ly (9(x)) = sup{L.(9); ¥ € O},

dh. L, hat in 9(z) seinen maximalen Wert, dann heift J(z) Mazimum-
Likelihood-Schdtzung von 1.
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15.6 Bemerkung: ﬁ(m) braucht nicht zu existieren. Es kann aber auch meh-
rere Maximum-Likelihood-Schétzer geben.

15.7 Beispiel: Wir ermitteln die Maximum-Likelihood-Schétzung im Bei-
spiel (15.2). Sei # = Zahl der markierten Fische. Dann ist die Likelihood-

Funktion
L,:0—-R, N Py(x)=h(z;n,r,N—r).

Wir suchen das Maximum:
Py () G2) (L)
Pra(z) G- G )
(N—=r)l-(N=1Dn!/(N-n)l(n—2)(N—-1-r—n+uzx)
n—a)(N—-r—n+z)nl(N—-1-n)l- N(N —-1-r)!

(N—n)-(N—-r)
N-(N—r—n+zx)

Also: Py(z) > Py_1(z) <= (N—=n)-(N—=71)> NN —r—n+2z)
<= N2 - Nr—nN+nr>N?—Nr—Nn+ Nz
<= nr > Nz

Die gleich Aquivalenz erhilt man, wenn man > durch >, =, <, < ersetzt. Es
folgt: Py (z) ist fiir N(x) = (2] = groBte Zahl < “C maximal. Ist = keine
ganze Zahl, ist N (z) das eindeutige Maximum. Ist %" ganze Zahl, erhalten
wir Py(z) = Py_1(z) fiir nr = Nx. Damit tritt das Maximum bei N = ¢
und N —1 =2 —1 auf.

Wie vergleichen das mit der Losung der Ubungsaufgabe. Dort war r = 50,
n = 45, x = 10. Die Maximum-Likelihood-Schéatzung gibt den Schatzwert
- ~45-50 45 - 50

N(I’) = T = 225 oder

Das ist dasselbe Ergebnis wie in unserer Ubungsaufgabe.

—1=1224

15.8 Beispiel: Maximum-Likelihood-Schitzung im Taxiproblem (15.4).
Likelilhood-Funktion: Sei z = {z1 < ... < z,}

A
L,:0—=R, NHPN(x):(n)

Py () ist also umso gréfler, je kleiner N ist. Das kleinste n ist aber z,,. Also
ist N(z) = x,, der Maximum-Likelihood-Schétzer.
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15.9 Beispiel: Bei einem Bernoulli-Experiment soll die Wahrscheinlichkeit
p fiir “Treffer” geschétzt werden. Dazu fithren wir das Experiment n-mal
durch. In diesem Fall ist X = {0,1,...,n} der Stichprobenraum, wobei k die
Anzahl der Treffer der Stichprobe ist, © ist das Einheitsintervall [0, 1],

Py = b(—;n,v) v el0,1] =06
ist die Bernoulli-Verteilung und
g:0—-R, J—20

die Schétzfunktion. Sei k die Trefferzahl der Stichprobe. Wir haben die Likeli-
hood-Funktion

n -
LisO =R pe B0 = ki) = () 0=

Gesucht wird das Maximum. Dazu differenzieren wir nach p

Le(p) = () (k- - (L =p)"F = (n = k) (1 = p)"~*" - p")

Li(p) = 0 < k-p 1 - (1—p)"F=(m—k)-(1—pnrrl.pk

Wir wollen zunéchst annehmen, dafi p # 0 und p # 1. Dann folgt
Li(p) =0 <= k-(1—-p)=n—k)-p < k=n-p.

Wir erhalten als Maximum-Likelihood-Schitzung: p(k) = £

n

(man kontrolliert leicht nach, daf§ bei % tatséchlich ein Maximum vorliegt).
Ist nun p = 0, ist £k = 0 und p(k) = 0, ist p = 1, ist k = n, also auch p(k) = 1.
Damit passen auch diese Fille zu unserem Schéitzwert.

Man kann sich die Herleitung des letzten Ergebnisses einfacher machen. Da
die Logarithmusfunktion streng monoton wachsend ist, kann man genausogut
den Maximalwert der log-Likelihood-Funktion berechnen. Wir setzen

15.10 Bezeichnung: Ist L, : © — R die Likelihood-Funktion, so heift
L, =InL,:6—R
die log-Likelthood- Funktion.

15.11 Im Beispiel 15.9 gilt
(i) Lx(p) =InLi(p)=In(}) +k-Inp+ (n—k)-In(1 —p)
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¢ ¢  pg 4 pqgq
16 Erwartungstreue

Zur Erinnerung: Der Stichprobenraum ersetzt bei Schétzproblemen den W-
Raum. Ist
T: X —R

eine Abbildung, so konnen wir ihren Erwartungswert bzgl. der W-Mafle
Py, Y € © ermitteln:

Ey(T) =) T(x) Py(x) = Z t-Py(T =1t).

16.1 Definition: Ein Schétzer g : X — R von g : © — R heilit erwartungs-
treu, wenn fiir alle ¢ € © gilt

Ey(g) = g().

Ist © C R, so heifit J: X >R erwartungstrever Schdtzer von 1, wenn

V= Ey(9) V9eO
b(v, g) = Ey(g) — g(¥) heiBit Bias der Schitzung von g.

16.2 Beispiel: Im Beispiel (15.9) haben wir ein Bernoulli-Experiment der
Lénge n mit Trefferwahrscheinlichkeit p, X = {0, 1,...,n}. Wir zeigten

k
p=X—=R, k— —

n

ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
g:9—=R, prp.
Es gilt
"k 1 & 1
bk, p) = = k-b(kin,p) = _nep=p.
k=0 k=0

Ep(ﬁ) =
Also ist p erwartungstreuer Schéitzer von p € ©.
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16.3 Beispiel: Taxiproblem

(1) Der Maximum-Likelihood-Schétzer § : X — R, (21 < ... < z,) — z,
ist nicht erwartungstreu:

Sei N € © = {x,,Tp41,...}. Py ist die Gleichverteilung, aber

-1
E.(9) = <N) : Zg(x) # N fiir einige N € ©.

n
reX

Man priift leicht nach, da§ Ex(g) nicht immer gleich N ist, z.B. falls
N=uz,=n+1.

(2) Dagegen sind die Schétzer g; und g, erwartungstreu. Auf den Beweis
dieser Tatsache wollen wir verzichten.

16.4 Messungen einer Grofle Eine Grofle o soll in n unabhéngigen Mes-
sungen “ermittelt” werden. Seien X1, ..., X,, die unabhéngigen Zufallsvaria-
blen, die die Messungen beschreiben. IThre Werte “streuen” um pu, aber ihre
von o abhéngige Verteilung ist unbekannt. Wir nehmen nur an, daf

E.(Xi) =

Sei
1

Y:E(X1,+...+Xn)

der Mittelwert unserer Messungen. Dann gilt

Fu(X) = H(B,(X0) + -+ Bu(X,) = .

Damit ist der Mittelwert eine erwartungstreu Schiatzung von p. Wir nehmen
weiter an, dafl die X; die unbekannte Varianz o haben. Sei Py die unbekannte
Verteilung der X;. Dann gilt

Eu(Xi) = p=q1(0), o= Vary(X;) =: g2(9).

16.5 Behauptung: s* := -1 3" (X; — X)? ist erwartungstreue Schétzung

n
1=1

von o2.
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Beweis: Da die X; voneinander unabhéngig sind, gilt

Ey((Xi — X)?)
= Ey((Xi = p) = (X = ))?)

= Ey((Xi = p)*) 2B ((Xs —p) - (X =)+ Eo((X —p)?)
—_——— ——— ——

N y2 — 9
Vary (X;)=0c Var(X):n%%-Var(Xn):%

2

_ 1 <& 1
= COV(Xi,X) = g ;COV(Xian) = g\/ar()(l) — %
Also: Ey((X; — X)) =0 — 202 + % =0%(1-1)
und Ey(s?) = =5 -n-o?- =L =02 O

16.6 Bemerkung: Die Erwartungstreue erzwingt den Faktor ﬁ statt des
naheliegenden Faktors & fiir die Schiitzung von s? von o2.

16.7 Folgerung: Da FEy eine linear Funktion ist, folgt:

2 2

7 st erwartungstreue Schitzung der Varianz Varg(X) = 7
n n
Bo(2) = LEy(5%) = L% = Var(X)

—) = —FEy(s”) = —0° = Var(X).
" n Y n

17 Der mittlere quadratische Fehler

Die wichtigste Forderung an einen Schétzer 7' : X — R ist sicherlich, dafl
die Schatzwerte T'(x) nahe bei der zu schétzenden Grofie g(v) liegen.

17.1 Definition: Sei 7': X — R ein Schitzer fiir g : © — R. Dann heifit
R(Y,T) = Ey((T — g(9))*)

der mittlere quadratische Fehler der Schétzung.
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Diese Definition ist natiirlich in Anlehnung an die Definition der Varianz
gewéhlt. Man wird Schétzer suchen, fir die R(9,T") moglichst klein ist. Sind
T1 und T5 zwei Schétzer, so kann es durchaus vorkommen, daf} es 9, und
¥y € O gibt, so dafl

R(W,T1) < R(V,Ty)
aber R(¥2,T7) > R(09,T)
Damit erlaubt dieses Kriterium oft nicht die Wahl eines eindeutigen Schét-

zers. Die Situation wird besser, wenn man sich auf erwartungstreue Schétzer
einschrankt.

17.2 Beispiel: (ohne Beweis) Beim Taxiproblem gilt fiir die erwartungs-
treuen Schétzer g, und go:

R(1,32) < R(Y, 1),

d.h. g, ist der bessere Schétzer.

17.3 Ist T erwartungstreu, so ist Fy(t) = g(19), also
R(9,T) = Vary(T)

17.4 Satz: Im Beispiel (15.9) ist p: {0,...,n} — R, k — £ der erwartungs-

n

treue Schétzer fiir g : © = [0, 1] — R, p — p mit dem kleinsten quadratischen
Fehler.

Beweis: Wir erinnern: Fiir k£ € {0,...,n} = X ist

o= =R pe () 0-pr

die Likelihood-Funktion. Sei 7" : X — R erwartungstreuer Schétzer fiir g.
Dann gilt

n n

(1) p=yg(p) = E,(T) = gOT(/f) -b(k;n,p) = kzon(k) - L (p)

(2) 1= > Li(p)

k=0
Wir leiten (1) und (2) nach p ab. Unter Benutzung von (15.11) erhalten wir

(3) 1= > T(k)- Ly(p) = > T(k)- Ly(p) - Li(p) = Ep(T - L1,(p))

k=0 k=0
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Es folgt: 1 = Ey(T- Ly(p)) = Ep(T) - Ep(L3,(p))
= BT Li(p) = B/T)- Lifp)) = B,(T = E,(T)) - Li(p)
< VE(T - E/(T)?) E,((L;(p)?)

Quadrieren wir, so erhalten wir

1 s.au. Pq
Var,(T) > ————— = —
D25 mmn — n
Nun gilt:
E on\? k2 on n?
aﬁlpzz(———) :——_k+_
(a) L(p) Pq g P2¢: g ¢

(b) Setzen wir X : {0,1,...,n} = R, k — k, so gilt E,(X) = Erwartungs-
wert der Binomialverteilung, Var,(X) = Varianz der Binomialvertei-
lung. Also E,(X) = np, E,(X?) = Var,(X) + E,(X)? = npq + n*p*.

Es folgt
1 2n n?  npg n’p>  2n’p n?
Ey(LL(p)?) = —=Ey(X?) — = E,(X)+— = + - +—
p( ()) p2q2 P( ) pq2 p( ) q2 p2q2 p2q2 pq2 q2
n
pq

Fiir den erwartungstreuen Schétzer p gilt

Var,(p) = 32 p(k)? - b(k;n, p) — E,(p)?

k=0
1 - 2 2
= 32 (k)7 -blksn,p) —p
k=0
L2 ) 2 1 Pq
= (o0 btk ) = )) = 5 mpa =
Varianz der Bir‘;)mialvcrtcﬂung
Es folgt: Var,(T) > % = Var,(p). O
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