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Vorwort

Dies ist die Ausarbeitung meiner vierstiindigen Vorlesung iiber Zahlentheorie im
Sommersemester 1997. Sie soll den Hérerinnen und Hoérern die Nacharbeitung er-
leichtern.

Die Stoffauswahl entspricht ungefédhr dem allgemein iiblichen Stoff einfithrender Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie, in denen keine besonderen Kenntnisse in Algebra vor-
ausgesetzt werden.

Als triviale Anwendung des FEulerschen Satzes habe ich, wie es momentan Mode
ist, das RSA public key crypto-system vorgestellt. p-adische Zahlen werden etwas
ausfiithrlicher behandelt. Insbesondere wird das Henselsche Lemma bewiesen.

Fast alle Themen der elementaren Zahlentheorie lassen sich mit Computeralgebra il-
lustrieren. Deshalb wird parallel zum Stoff eine kleine, auf die Belange der Vorlesung
beschrankte, Einfithrung in das Computeralgebrasystem Mathematica (Version
3.0) gegeben. Sie soll die Moglichkeit eréffnen, selbst die Geheimnisse der Welt der
Zahlen experimentell zu erforschen oder auch nur Lehrsidtze an konkreten Beispielen
zu priifen.

Das quadratische Reziprozitatsgesetz von Gaufl fehlt natiirlich nicht. Es werden zwei
der vielen Beweise vorgestellt.

Im letzten Kapitel tiber algebraische Methoden wird etwas mehr Vertrautheit mit
abstrakter Algebra (lineare Algebra, Polynome, Ideale, Restklassenringe) voraus-
gesetzt. Es werden die Anfangsgriinde der Theorie der algebraischen Zahlkérper
entwickelt. Algebraische Zahlkérper sind diejenigen Unterkorper des Korpers der
komplexen Zahlen, die als Q-Vektorraum endlich dimensional sind. Diese Koérper
sind von der Form Q[a], wobei a € C eine algebraische Zahl ist (Satz vom primiti-
ven Element).

Als Beispiel habe ich die reell-quadratischen Koérper Q[\/E], d =1mod4, d € Ny
quadratfrei, behandelt. Hier kommen unendliche Kettenbriiche und die Pellsche Glei-
chung ins Spiel. Schlielich werden Ideale eingefiithrt und die Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie auf die Ringe ganzer Zahlen in alge-
braischen Zahlkérpern bewiesen. Die Vorlesung schlieft mit einer Behandlung der
endlichen Korper. Jeder Abschnitt endet mit einer Liste von Ubungsaufgaben, die
zum Teil in den zweistiindigen Ubungen zur Vorlesung bearbeitet wurden.

Als Anhang gibt es ein Mathematica-Notebook mit Programmen und Ubungen zur
Vorlesung. Wenn man Mathematica 3.0 nicht besitzt, kann man dieses Notebook
mit dem von Wolfram Research kostenlos zu beziehenden Programm MathReader
lesen.

Fiir die perfekte TEX-arbeit danke ich Frau Diinheuft sehr herzlich.

Heinz Spindler



Kapitel 1

Teilbarkeit

1.1 Der euklidische Algorithmus

Mit Z ={...,-2,—-1,0,1,2,...} bezeichnen wir den Ring der ganzen Zahlen.
Weiter sei N = {0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen einschlielich der
Zahl Null und Z, = Ny = {1,2,3,...} die Menge der positiven ganzen Zahlen. Fiir
ganze Zahlen a,b € 7 gilt

a<b<—=dceN:a+c=b<=b—aeN
Es gelten die Regeln:
(1) a<b=a+c<b+cfiraleceZ
(2) a <b= ac <bcfiralleceN

Die Relation < ist eine Wohlordnung auf N, d.h. es gilt der Satz vom kleinsten
Element:

Jede nichtleere Teilmenge M C N besitzt ein kleinstes Element.
Hieraus kann man den Satz iiber die vollstindige Induktion ableiten:
Satz 1.1.1 Ist M C N eine Teilmenge mit den Eigenschaften

(a) 0eM, (b)VneN:neM=—=n+1¢€M,

so gilt M =N.
Beweis: Wir miissen zeigen, daf} die Menge N = N\ M leer ist. Annahme: N # ().
Nach dem Satz vom kleinsten Element existiert ein n € N mit n < m fiir alle
me N.DalOe M,ist 0 ¢ N, alson >0, und somitist n —1 € N. Dan—1 < n, ist

n—1¢ N,dh.n—1¢& M. Nach (b) folgt jetzt n = (n—1)+1 € M im Widerspruch
zun € N. O
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Satz 1.1.2 (Division mit Rest)
Ya,beZ, b>03 g€ Z, r € Z,so dab

a=qgb+rund 0 <r <b.
Beweis:
(1) Existenz: Es sei
M:={reN|3Jdgqe€Z:r=a—-qgb} CN.

Da b > 0, ist b > 1, also gilt fiir ¢o := —la| : gb < gl < @ und somit
a— qob > 0, also @ — qob € M. Damit ist M # (), und es gibt ein kleinstes
Element r in M. Es sei

r=a— gb.
Um zu sehen, dal r < b gilt, untersuchen wir r —b. Es gilt r—b=a—qb—5b =

a— (¢ + 1)b. Da aber r — b < r, mufl wegen r = min M notwendigerweise
r —b < 0 gelten, also 0 < r < b.

(2) Eindeutigkeit: Es seien ¢,¢' € Z, r,7’ € Nmit 0 < r < b, 0 <’ < bund
a=¢gb+r=q¢b+r". Dann folgt (¢ — ¢')b=r" —r. Da nun |’ —r| < b, folgt
lg —¢'| <1, also |g—¢'| =0, d.h. ¢ = ¢’ und somit auch r = r'. O

Beispiel 1.1.3 In dem Computeralgebrasystem Mathematica (siehe [23]) gibt es
die Funktionen

Mod[a,b] und Quotient[a, b]

mit der Eigenschaft
a = Quotient[a, b]b + Mod|a, b].

Quotient[a, b] € Z ist der ganze Anteil von a/b. a und b diirfen beliebige reelle Zahlen
sein mit b # 0.

Man kann auch eine eigene Definition von Mod[a, b] geben. Zur Unterscheidung heifie
sie r[a, b].

Die Definition erfolgt durch ein kleines Programm.

rla_,b_] := Module[{r},
r = a; While[r >=b,r =r — bl;7]

Hier wird innerhalb von Module [ ] eine lokale Variable r eingefithrt durch die Zeile
{r},
Dann wird r der Startwert a zugewiesen:

r=a;
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Solange r > b ist, wird r» um den Wert b vermindert:
While[r >= b, r =r — bJ;

am Schlufl wird der Wert r angezeigt.

Allerdings ist dies sehr viel langsamer als die implementierte Funktion Mod. Ein
Beispiel:
Mod[12345678, 3417]// Timing

und

r[12345678, 3417]// Timing

ergeben den Wert 57. Aber r[,] braucht zur Berechnung 1.01 Sekunden, wahrend es
Mod[,] in 0.00 Sekunden schafft.

Definition 1.1.4 Seien a,b € Z.
b teilt a( in Zeichen: bla) <= Jq € Z : a = ¢b.
Dies gilt offensichtlich genau dann, wenn
Mod[a, b] = 0.
Man sagt dann auch:

7h ist Teller von a” oder
7a ist Vielfaches von b”.

Eine einfache Ubung ergibt:
Lemma 1.1.5 YV a,b, ¢, € Z gilt:

1) ala, a| —a, a|0, 1l]la, —1]a

2) Ola <= a =0

3) blaund a >0 =">b<a

4) alb und blc = alc

5) alb = albc

6) a|b und bla = a = +b

7) albund alc = V x,y € Z: albx + cy
)

(
(
(
(
(
(
(
(

8) a|lb = aclbe O

Aus (1), (4) und (6) folgt, daB die Teilerrelation "a|b” eine Ordnungsrelation auf
N, ist. Diese Relation ist aber keine lineare Ordnungsrelation: Sind a,b € N, so
braucht weder a|b noch bla zu gelten.

Eigenschaft (7) kann man auch allgemeiner aussprechen:
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Lemma 1.1.6 Sind a,bq,... ,b,,21,... ,2, € Z und gilt a|by, ... ,alb,, so gilt auch
k=1

e e
Beweis: by, = cpa = E bz = <E ckxk>a. O
k=1 k=1

Definition und Satz 1.1.7 Seien a,b € Z. Dann gilt: 3'd € N, so daf} gilt
(1) dla und d|b.
(2) Ist ¢ € N mit ¢|a und ¢|b, so gilt ¢|d.

Diese Zahl d heifit der grofite gemeinsame Teiler von ¢ und b und wird mit
ggT(a,b) oder kiirzer mit (a,b) bezeichnet.

Beweis: Wir geben zwei Beweise. Der erste Beweis ist abstrakt.

1. Beweis:

a) Eindeutigkeit: Gelten (1) und (2) auch fiir ' € N, so folgt d'|d und d|d’ und
somit d = d'. O

b) Existenz: Es sei M = {ax + by|z,y € Z}.
Ist M = {0}, s0ist @ =b=0und d =0 erfiillt (1) und (2).
Sei also M # {0}. Ist ¢ € M, so ist offensichtlich auch —¢ € M und somit
folgt M NN # 0.
Es sei d das kleinste Element von M N Ny. Dann ist d > 0, und wir beweisen
(1) und (2). Zu (1): Sei @ = gd +r mit 0 < r < d. Dann ist r = a — gd € M,
denn: Ist d = ax + by, so ist auch r ganzzahlige Linearkombination von a und
b:

r=a—qlax 4+ by) = a(l — qx) — b(qy) € M.

Aus der Minimalitdt von d folgt » < 0, also r = 0 und a = ¢d, d.h. dla.
Genauso folgt d|b. O

Zu (2): Ist ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und b, so ist ¢ auch Teiler von

d = ax + by. O

2. Beweis: (Euklidischer Algorithmus)

Wir betrachten folgendes Mathematica-Programm:

geTfa_,b_] :=
Module[{d, r},
d=r;
r = b

While[r! = 0,{d,r} = {r, Mod[d, r|}];
d]
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Es seien a,b € Z und b > 0. Dann tut das Programm ggT'[«, b] folgendes: Zunachst
setzt man
do =da, Tg = b

und fithrt Division mit Rest aus:
do = qiro + 71, 0 <1y <.
Ist ry # 0, so setzt man

dy = rg, und bildet
dl = {271 + ry mit 0 S ro < rp.

Ist ry # 0, so fahrt man fort:

d2 ="

rs := Mod(dz, rs), usw.

Da...<r3<ry<ry <rg=>b, wird nach k& Schritten r;y; = 0 gelten.

de—1 = rh_2, dp—1 = qpri—1 + 15, 7 >0, diy = 121, dp = QeyaTk, Thpr = 0.
dk-l—l =Tk.

d := dpy1 wird als Ergebnis ausgegeben.
Wegen dy = qpi17r und d = rp. gilt

d|dy, und d|ry.

Ist nun schon

d|d; und d|r;
gezeigt fiir ein ¢ > 0, so folgt aus
di-1 = qiri-1 + 1 und d; =iy

auch

d|d;—y und d|r;_q,

und somit folgt
d|dy und d|ro,

d.h.: d ist gemeinsamer Teiler von a und b.

Sei nun ¢ ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b. Dann gilt also
¢|dy und ¢|rg.

Ist schon
¢|d; und ¢|r; fir ein 7 > 0
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gezeigt und ist r; > 0, so folgt aus
diy1 = r; auch ¢|d;qq
und aus
d; = giy17i + ripa
(d.h. rip1 = di — giyar;) auch
elrizs.

Induktiv folgt somit ¢|d. Damit ist gezeigt, dal das Programm den grofiten gemein-
samen Teiler von ¢ und b berechnet. O

Beispiel 1.1.8 Wir wollen die charakteristische Funktion der Relation ”a|b” defi-

nieren.

teilbar: Z x Z — {True, False}
teilbar [a_,b_] := Mod|a, b] == 0.

Mod([a, b] == 0 ergibt den Wert "True’, wenn b ein Teiler von « ist.

Wir geben ein weiteres Mathematica-Programm zur Berechnung des grofiten ge-
meinsamen Teilers an, das die Funktion ’teilbar’ verwendet. Zur Unterscheidung

heifie es GGT:

GGTI]0,a_] := «a;
GGTla-,0] := q;
GGTla_,b_] :=
Module[{c},
¢ = Min[a, b};
While[!(teilbar|a, ¢|&&teilbar(b, c]),
<7

]

In diesem Programm verkleinert man die Anfangszahl ¢ = min(a,b) solange um 1
bis sie ein gemeinsamer Teiler von a und b wird. Zur Syntax:

'A bedeutet die Negation der Aussage A.
A&& B ist die Aussage A und B”.

Die Wahrheitstafeln sind:

A B A&& B

True True True A ‘ 1A
True False False True | False
False True False False | True

False False False
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¢~ ist der Wert ¢ — 1 (decrement c).

Der grofite gemeinsame Teiler ist durch folgende Regeln beschrieben, wie der 1.
Beweis von Satz 1.1.7 zeigt:

(a,0) =a

(av b) = (bv T),

wobei r = a—¢b der Rest beim Teilen von a durch b ist. In Mathematica kann man
diese Regeln programmieren. Dies fiihrt uns zu folgendem regelbasierten Programm
zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers. Zur Unterscheidung wéhlen wir

die Bezeichnung gg'Tr[a, b).

ge'Tra—,0] :=a
ggTrla—,b-] :==ggTr[b, Mod|a, b]]

Mit dem Befehl Trace kann man die Rechenschritte verfolgen. Ein Beispiel:

ggTr[6,11] =1
Trace[ggTr[6, 11], ggTr[-_Integer]] //Table Form =
geTr[17,11],
ggTr[11, 6],
ggTr[6, 5],
ggTr[5, 1],
gg'Tr[1,0].

Definition und Satz 1.1.9 Essein > 1 und ay,... ,a, € Z.
M={ax1+ - +ax, |21,... ,2, €L} CZ

sei die Menge aller ganzzahligen Linearkombinationen von aq, ... ,a,. Ist M = {0},

so sei d := 0. Ist M # {0}, so sei d die kleinste Zahl in M N N;. Dann gilt
(1) dlay,... ,d|a, und
(2) ist ¢ € Z mit ¢lay, ... ,cla,, so gilt ¢/d.

Durch (1) und (2) ist d € N eindeutig bestimmt. d heifit der grofite gemeinsame
Teiler von ay, ... ,a, und wird mit

geT(ay,... an)
oder auch kurz mit (ay, ... ,a,) bezeichnet.

Bewels: wie 1.1.7 O
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Bemerkung 1.1.10 In Mathematica ist der grofite gemeinsame Teiler implemen-
tiert als

GCDlay, ... ,a,).

20
Beispiele: GCD[11, 88,33,550] = 11, GCD[100/135] = e

Korollar 1.1.11 Seien ay,...,a, € Z,d = (a1,... ,a,).
Dann gilt

(1) Jaq,... 2, € Z,soda d = ayxq + - - + anz,.

(2) Ist ¢ eine ganzzahlige Linearkombination von ay, ... , a,, so ist ¢ ein Vielfaches
von d.

Beweis: Sei M = {ayy1 + -+ aw¥n | Y1, ,yn € Z} und dZ = {dm | m € Z}.
Wir zeigen M = dZ.

a)M CdZ: st y = aryh + -+ - + anyn € M, so gilt dly, weil dlay, ... ,d|a,.

b)dZ C M : Nach dem Beweis von 1.1.7 ist d = 0, falls M = {0} und d =
min(M N N,), falls M # {0}. Also ist d € M und somit d = ayx1 + -+ + a2,
fiir geeignete x4,... ,x, € Z. Es folgt fiir alle m € Z :

dm = aj(xym)+ -+ a,(x,m) €M

Lemma 1.1.12 Seien a,b,c¢ € Z. Dann gilt

(1) (a,b) = (b.a), (a,0) = |al, (a,b) = (a,—b)

(2) ale und ble = ab|c - (a, b)

(3) alb <> (a,b) = |al, (a,1) =1

(4) (a,b)=d=%,2€Zund (%, 2)=1

(5) (ac,be) = (a,b)-|c]

(6) (a,b) = (a,b— ac)

(7) (a,¢) =1 und (b,c) =1 = (ab,c) =1
Beweis

(1) trivial

(2) ¢ =am, ¢ =bn,d = (a,b) = ax + by = cd = cax + cby = bnax + amby =
ab(nx + my) = abled

(3) Sei d = (a,b) = ax 4 by. Es gilt also: a|b <= a|d <= d = |a|
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(4) dla und djb = 2, L € Z.
d=av+by=1=2%2+5y= (% %) =1

(5) Da d = (a,b) = max{m € Z|m|a und m|b}, gilt

d - |e| = max{m - |¢| | m|a und m|b|} = max{n | n|(a|c|) und n|(blc|)}

(6) n ist Z-Linearkombination von ¢ und b <=
n ist Z-Linearkombination von a und b — ac, denn:

n = ax+ by =ax+ (b — ac)y + acy
= a(x + cy) + (b— ac)y.
a(z + cy) + (b —ac)y

€7

(7) azxo+cyo =1=bri +cyr = 1 = (avo + cyo)(br1 + cy1) =
ab(xoxy) + cy mit y € Z = (ab,c) = 1. O

Definition 1.1.13

a und b sind teilerfremd :<= (a,b) = 1
ai, ..., a, sind teilerfremd (<= (ay,... ,a,) =1

ai, ... ,a, sind paarweise teilerfremd: <—
(ai,a;) =1 fir i # j.
Trickreich ist folgendes einfache
Lemma 1.1.14 Seien a,b, ¢ € Z. Dann gilt
albe und (a,b) = 1 = ale.

Beweis: albc = ¢ € Z:bc=aq.
(a,0)=1= Fa,y€Z:1=ax+by. Es folgt:

¢ = cax + cby = cax + aqy = a(cx + qy),
also ale. O

Notation 1.1.15 Damit keine Verwechslungen mit dem grofiten gemeinsamen Tei-
ler moglich sind, wollen wir hier — wie in Mathematica — Elemente von Z" in
der Form {zq,...,z,} schreiben, d.h. wir setzen geordnete n-Tupel in geschweifte
Klammern. Diese Konvention soll nur in diesem Kapitel gelten.

Satz 1.1.16 (lineare diophantische Gleichungen)
Seien a,b,n € Z, und es sei d = (a,b) > 0.

(1) Die lineare Gleichung
ar +by=n

besitzt genau dann eine Losung {z,y} € Z* wenn d ein Teiler von n ist.
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(2) Ist {zg,y0} € Z* eine spezielle Losung von
axr + by = n,

so ist {x,y} € Z* mit

T = Xo d

a
y:yo_tgv tEZ,
die allgemeine Lésung von ax + by = n in Z2

Beweis:

(1) Sei M = {ax+ by | x,y € Z}.
Nach Korollar 1.1.11 gilt M = dZ. Also folgt: az + by = n ist in Z? lésbar
< n € M <= d|n. O

(2) Sei L ={{x,y} € Z? | ax + by = n}.
Ist {zo,y0} € L, t € Z, so ist auch

s {2 e

weil as + b(—%) = 0 ist.
Ist umgekehrt {zg, yo}, {z,y} € L, so gilt
a b
) (o — o)+ Sy = 10) = .
Also folgt 2 | %(y — yo). Da aber (4, %) =1 ist, folgt aus Lemma 1.1.14

a
d ¥y —Yo
Es gibt somit ein ¢ € Z, so da}
Y = Yo — tg
Einsetzen in (*) ergibt
a ba
8(1’ — l’o) — tgg == 0,

also folgt @ = 0 oder =z = xg + tS'
In jedem Fall ist

S|
——

fo9) = (oo} +1{ 2, 21
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Der sogenannte erweiterte euklidische Algorithmus ist ein Losungsverfahren.

Gegeben seien a,b,n € Z, und es sei a > b > 0.
(Der Fall « = 0 oder b =0 ist trivial.)

Der euklidische Algorithmus ergibt die Tabelle

a=rg, b=1

70 = qir1 + 19 , 0<ry <y , Q1>0
1 = @oro+7r3 , 0<r3<ry , QQ>0
Fe—2 = Qe-1Tk—1+ 7%, 0<rp <rp—1 @1 >0
Tk—1 = KTk ) Trt1 =0 s qr >0
d=ry = (a,b).
Eine Losung {x,y} € Z* von ax + by = d erhilt man aus
rg = To - ¢n
s = N — {ar
d=ry = Thea — Quo1Th—1

durch Einsetzen: Im ersten Schritt ergibt sich

rs =11 — qa(ro — qir1) = —qaro + (1 + quq2)ry.
Im n&chsten Schritt stellt man durch Einsetzen r4 = ry — g3rs als Linearkombination
von ro und ry dar, usw.
Wir betrachten ein Beispiel:
533z + 117y = 65

a=533, b=117, n =65

533 =4-117+65
117=1-65452
65 =1-52413
52 =4-13

— 13 = (533, 117)

65 =533 —4-117
52=117—-1-65
13 =65—1-52.

Also gilt 65 =533 — 4117 =

52=117—-1-65 =117 =533 +4- 117 =5-117 — 533
— 13=65—-1-52=533—-4-117T—-5-117 4 533
=2-533—-9-117.
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Somit ist {2, —9} Losung von
5332 4+ 117y = 13.
Da 65 =5 - 13, ist {10, —45} Losung von

533z + 117y = 65

11
u7 _ 9, 533 41)
13 13

{z,y} = {10+ 9¢, —45 —41t}, t € Z.

und die allgemeine Losung ist <

Ein Mathematica-Programm fiir den erweiterten euklidischen Algorithmus lautet
folgendermaflen:

Beispiel 1.1.17

erwggTa_, b_]:=
Module[{d,r, s,t,u, v},
{d7 r? 87 t? u7 U} = {a7 b7 17 07 07 1}

While[r! = 0,

{d7 r? 87 t? u7 U} =

{r,Mod[d, ], u,v,s — Quotient[d, r]u, t — Quotient|d, r]v}];

{d, {s,t}}]
Wie funktioniert das Programm? Am Anfang ist

{d7 r? 87 t? u7 U} = {a7 b7 17 07 07 1}7

also

d=as+ bt,

r = au + bv.
Diese Gleichungen bleiben beim Programmdurchlauf invariant. Beweis: Es gelte
d=as+btund r =au+bv, r#0.
Fiir die neuen Werte d', v, ', t' u', v gilt:
d =7, r'=Modld,r], s =u, t'=v, u' =5 —qu, v'=1— qu,
wobei ¢ := Quotient[d,r]. Da
Mod[d, r] = d — gr,
folgt somit

d =r=au+bv=as" + bt und
r'=d—qr=as+bt —qglau+ bv)
=a(s —qu) +b(t — qv) = au’ 4+ bv'. O
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Da bei jedem Programmschritt der Wert von r kleiner wird aber stets > 0 ist, wird
nach endlich vielen Schritten r = 0 eintreten.

d ist dann der groBte gemeinsame Teiler von « und b und {z,y} = {s, ¢} ist Losung
der Gleichung
ax + by = d.

Der erweiterte euklidische Algorithmus ist in Mathematica implementiert als
ExtendedGCD]a, b].
Definition 1.1.18 Seien ay, ... ,a, € Z\{0}, b € Z.

b heiit gemeinsames Vielfaches von aq,... ,aq,
—=Vi=1,...,n:qlb<=benZnN...Na,Z.

Mit [ay, ... ,a,] wird das kleinste positive gemeinsame Vielfache von ay, ... ,a, be-

zeichnet oder auch mit kgV(ay, ... ,a,).

In Mathematica heifit die Funktion
LCM[ay, ... ,a,).
Lemma 1.1.19 Seien ay, ... ,a, € Z\{0}, und sei h = [aq, ... ,a,]. Dann gilt
aZN...Na,Z = hZ.

Beweis: "C”: Sei b € () @;Z. Dann gilt b = a;q;, ¢; € Z, fiiri =1,... ,n.

=1
Esseib=qgh+r mit ¢ € Z und 0 < r < h. Weiter sei h = a;h;, h; € Z. Dann gilt
auch

r=b—qh=a;q; — qaih; = a;(q; — qhi);

also ist r gemeinsames Vielfaches von ay, ... ,a,. Wegen der Minimalitat von A und
0 <r < hmu r=0 gelten.
7D7 st trivial. O

Lemma 1.1.20 Fir a4,...,a, € Z\{0}, a,b € Ny gilt:
(1) [bay,... ba,] =blai,...  a,]
(2) ab = [0, b)(a, )

Beweis:
(1) Sei h = [ay,...,a,]. Dann ist bh gemeinsames Vielfaches von bay, ... , ba, also
bh > h' := [bay,...  ba,]. Es folgt weiter: %/ € 7Z, und %/ ist gemeinsames

Vielfaches von ay, ... ,a,. Also ist %/ > h, d.h. &' > hb und somit h' = hb. O

(2) 1. Fall: (a,b) = 1. Es gilt h = [a,b] < ab, h = am mit m € N;. Da blam und
(a,b) = 1, folgt nach Lemma 1.1.14 b|m, und somit folgt ablh, weil h = am.
Es folgt ab < h, also ab = h.
2. Fall: (a,b) = d beliebig =
1 a b} _a b

[Cl,b]g: 8, 8 —-—ﬁ[a,d]d:ab. |:|
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Ubungen 1.1.21
(1) Es sei n >3 und ay,... ,a, € Z. Beweise:

(a1, ... an) = ((a1,... ar), (@ht1y... a,)) fir k=1,... ,n—1.

(2) Beweise: Fiir alle n € N, gilt
(a) Glnn + 1)(2n +1),
(b) 20|n(n* — 1)(n* —4)

(3) Beweise: Ist n € Ny gleichzeitig Quadrat- und Kubikzahl (wie 64 = 8% = 4%),
so ist Mod(n,7) € {0,1}.

(4) Beweis: Eine Zahl n € N, n > 1, deren Dezimaldarstellung nur aus Einsen
besteht, ist keine Quadratzahl. Hinweis: Untersuche Mod(n, 4).

(5) Beweise: Fiir alle n € N, gilt
a) 7]2%" — 1, b) 8|3 4 7, c) 3|2" + (—1)"+t
(6) Beweise:
(a) (a,0) =1 und ¢la = (b,¢) =1
(b) (a,b) =1 = (ac,b) = (¢, b)
(c) (a,b) =1 und ¢la + b= (a,¢) = (b,c) =1

(7) Bestimme sidmtliche Losungen {z,y} € Z? der linearen diophantischen Glei-
chung

(a)  56a + T2y = 40
(b)  24x + 138y = 18
(c) 107360z + 30866y = 2634

(8) (a) Es seien ay,...,a, € Z mit d = (ay,...,a,) > 0, und es sei m € Z.
Beweise: Die Gleichung

arry+ -+ aT, =m

ist genau dann in Z" l6sbar, wenn d ein Teiler von m ist.

(b) Bestimme simtliche Losungen {x,y,z} € Z* von 15z + 12y = 30z = 24.
9) Bestimme sémtliche Losungen {z,y} € N? (also z,y > 0) von
g

(a) 30z + 70y = 300
(b) 123z 4 360y = 99
(¢) Sl + 21y =906
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(10) Es seien a,b € Ny, b > 1. Beweise: Es gibt genau ein n > 0 und eindeutig
bestimmte Zahlen ¢, ..., ¢, € N, so daf}

a=cb" 4, b4 eabte, 0<¢<bfiri=0,...,nund ¢, > 0.
(11) Es seien a,b € Ny mit (a,b) = 1. Ist n > (a — 1)(b— 1), so besitzt ax + by =n
eine Losung {z,y} in N,

(12) (Fir Mathematica-Fans) Schreibe ein Mathematica -Programm zur Losung
linearer diophantischer Gleichungen (vgl. Beispiel 1.16).
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1.2 Primzahlen und eindeutige Primfaktorzerle-
gung

Definition 1.2.1 Es sei p € Z, p > 1. p heifit Primzahl (auch unzerlegbar,
irreduzibel) <= Es gibt keine Teiler @ von p mit 1 < a < p.

Eine Zahl a € Z, |a| > 2, heifit zerlegbar, wenn |a| keine Primzahl ist.
Lemma 1.2.2 Es sei p € Z, p > 1. p ist genau dann Primzahl, wenn gilt
() Aus plab folgt pla oder p|b.

Beweis: 7"=—": Es sei p eine Primzahl.

Es gelte plab aber p 1 a (p teilt nicht a). Da p nur die Teiler 1 und p in N besitzt,
ist (p,a) = 1. Nach Lemma 1.1.14 folgt also p|b. "<=": Es gelte (*). Ware nun p
zerlegbar, so gabe es a,b > 1 mit p = ab. Insbesondere gilt also p|ab. Nach (*) folgt
pla oder plb. Sei etwa a = pq. Dann folgt p = ab = pgb also gb = 1 und somit b = 1.
Widerspruch! O

Lemma 1.2.3 Es gilt
a) Va €N, a>2 3 Primzahl p mit p|a.
b) Jede Zahl « € N, a > 2, ist das Produkt endlich vieler Primzahlen.

Beweis: Zu a): a > 2 = M = {b € N | bla,b > 1} ist nichtleer, weil « € M. Nach
dem Satz vom kleinsten Element gibt es ein kleinstes Element p von M. p kann
natiirlich aufler 1 und p keine positiven Teiler besitzen, ist also eine Primzahl. [

zu b): Ist a > 2, so gibt es einen Primteiler py, also a = pras, 1 < ay < a. Ist ag > 2,
so besitzt auch a; einen Primteiler ps, also a = p1paasz, 1 < ay < ay.

Nach endlich vielen Schritten erhélt man eine "Primfaktorzerlegung’

a=pip2--- Pk-

O
Hieraus folgt
Lemma 1.2.4 Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis: Seien py, ..., p, verschiedene Primzahlen. Nach 1.2.3 a) gibt es einen Prim-
teiler p der Zahl n :=1+py-...-p,. Wére nun p = p; fiir ein ¢, so wére p Teiler von
p1- ... p, und somit auch (1.1.5 (7)) von 1 =n — py - ... - p,, was natiirlich nicht
der Fall ist. Also ist p eine neue Primzahl. O

Satz 1.2.5 (Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie)

Jede Zahl n € N, besitzt eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Zerlegung

a=pr ... Pg (k>0)

in ein Produkt von Primzahlen py,... , pg.
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Beweis: Nach Lemma 1.2.3 ist nur noch die Eindeutigkeit zu beweisen. Seien

a=pr-..."Pk=4q1" ... 4qi

zwei Primfaktorzerlegungen.

Behauptung: Es gilt & = [, und es gibt eine Permutation (11, ... ,vx) von (1,... k),
so daf}
p;=qy fir g=1,... k.

Der Beweis dieser Behauptung wird durch Induktion nach & gefiihrt:
Ist £ =0, soist a« =1 (leeres Produkt), also auch { = 0.
Induktionsschlufl & — 1 — £ :

Aus py---pr = qi - - - q folgt
plaa.

Nach Lemma 1.2.2 teilt p; einen der Faktoren, sagen wir ¢,,. Da ¢,, Primzahl ist,
folgt p1 = ¢,,. Ohne Einschréankung sei 1y = 1. Es folgt also

P2 Pk =¢q2"" DI

Nach Induktionsvoraussetzung gilt nach eventuellem Umnumerieren p; = ¢; fiir ¢ =

2,...,kund k = 1. O
Definition 1.2.6 Jede Primzahl p definiert die p-adische Bewertung
vy, Z\{0} — N

mit
vp(n) := max{a € N | p*la}.

vy(n) heifit auch die Vielfachheit von p in « (oder auch der p-Exponent von a).

Jede Zahl ¢ € N,a > 2, kann man eindeutig in folgender Form darstellen:

() a=pit-pyts
wobei a; > 1, p; Primzahl, p; < p2 < ... < pg. (*) heifit die kanonische Primfak-
torzerlegung von a. py,... ,p; sind die Primfaktoren von «.

ai = vy,(a)
ist die Vielfachheit, mit der p; auftritt. Offensichtlich bedeutet v,(a) = 0 fiir eine
Primzahl p, daf§ p kein Primfaktor von «a ist.

Fiir die Formel (*) kann man auch schreiben
a = Hp,up(a’)7
p

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen p gebildet wird. Die Faktoren p“{*) sind
nur fiir die Primfaktoren p von a ungleich 1.

Da es nicht einfach ist, die Primfaktorzerlegung einer Zahl wirklich zu bestimmen,
ist das folgende Lemma nur von theoretischem Interesse.
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Lemma 1.2.7 Seien a,b € N} und p Primzahl. Dann gilt

vp([a, b]) = max(vp(a), vy(b))
vp(ggT(a, b)) = min(v,(a), v,(b))
vp(ab) = vy(a) + v,(b)

Insbesondere gilt (a,b) = 1 genau dann, wenn a und b keinen gemeinsamen Prim-
faktor besitzen.

Beweis: Ubung [

Lemma 1.2.8 Seien ay,...,a, € Ny.

ay,. .., a, sind genau dann paarweise teilerfremd, wenn [a1,... ,a,] = a1 -... - a,
gilt.

Beweis: v,([a1, ..., a,]) = v,(ay - ... - ay)

< maxv,(a;) = va(ai) — i, ViFi,:v(a;) =0
< Vi # 7 :min(vy(a;),v,(a;)) =0.
U

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist nicht selbstverstandlich. Dazu ein
Beispiel: Die Teilmenge

N={4n+1|neN={1,5091317,21,...}

ist abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation auf N, denn (4n 4+ 1)(4m 4+ 1) =
4(dnm 4+ n+m) + 1.

(N,-) ist ein sogenanntes kommutatives Monoid, d.h. die Multiplikation ist asso-
ziativ und kommutativ, und es gibt ein Einselement.

Ist nun a € N, a > 1, so ist die Menge
M:={be N |b>1und a = bq fiirein g € N}

nichtleer, weil ¢ € N; das minimale Element von M ist unzerlegbar in N. Wie im
Beweis zu 1.2.3 folgt: Jedes Element ¢ € N ist Produkt von unzerlegbaren Elemen-
ten. Es gibt sehr viele unzerlegbare Elemente in V. Die unterstrichenen Zahlen sind
unzerlegbhar in V:

Man erhéalt zum Beispiel zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen von 441
441 =21 -21 =9-49.

Den Begriff der Primzahl und der Unzerlegbarkeit kann man auch in beliebigen
Integritatsbereichen einfithren. Dabei heifit bekanntlich ein kommutativer Ring R
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mit Einselement ein Integritdtsbereich, wenn 0 # 1 (also R # {0}) gilt und wenn
die Kiirzungsregel
ab=acund a #0=b=c¢

gilt. Zahlentheoretisch interessante Beispiele sind die Unterringe des Kérpers C der
komplexen Zahlen.

Definition 1.2.9 Es sei R ein Integritdtsbereich

(1) e € R heifit Einheit <= 3 ¢ € R, so dafl e/ = 1. Die Einheiten von R
bilden mit der Multiplikation als Verkniipfung eine abelsche Gruppe R*.

(2) g € R heifit irreduzibel <=
qg#0, ¢¢ R*, und es gilt:

Ist ¢ = ab mit a,b € R, so ist a oder b eine Einheit in R.

(3) p € R heifit Primelement <—
p#0, pé R*, und es gilt:

Sind a,b € R und gilt plab, so folgt p|a oder plb.

Nach Lemma 1.2.2 stimmen in Z die Begriffe '"Primelement’ und ’irreduzibles Ele-
ment’ iberein.

Die Einheitengruppe von Z ist Z* = {£1}, so daB jedes Element n € Z\{0} durch
Multiplikation mit einer Einheit positiv wird. Deshalb beschriankt man sich in Z
auf positive Primelemente, die Primzahlen. In einem beliebigen Integritatsbereich
R werden zwei Primelemente p; und py als nicht wesentlich verschieden angesehen,
wenn p; = ep; mit einer Einheit e € R*.

Man nennt dann p; und p; assoziiert.

Lemma 1.2.10 Sei R ein Integritatsring.
Ist p ein Primelement in R, so ist p auch irreduzibel.

Beweis: Sei p = ab mit a,b € R. Dann gilt insbesondere p|ab, also folgt pla oder
plb, etwa a = pq. Es folgt p = pgb, also ¢b =1, d.h. b € R*. O
Die Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen falsch.

Wir geben dazu ein Beispiel:

Beispiel 1.2.11 Es sei a = V/di € C, wobei d € N;.

Ry = {a+ba | a,b € Z} ist ein Unterring von C. Der Ring R; = Z[i] heifit der
Ring der ganzen Gauflschen Zahlen (in Mathematica : GaussianIntegers). Wir
betrachten hier nur d > 2.

1. Behauptung: R; = {£1} fiir d > 2.
Beweis: Ist a + ba Einheit in Ry, so gibt es ein ¢’ + b'a € Ry, so dafl
(a + ba)(a' + b'a) = 1. Also gilt dann

l=la+ boz|2 | @' + b’oz|2 = (a2 + dbz)(a’2 + db'2).

Da d > 2 ist, folgt b =0 und a* = 1. 4
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2. Behauptung: 2 ist irreduzibel in R, falls d > 3.
Beweis: Aus 2 = (a + ba)(a’ + b'a) folgt 4 = (a* 4+ db*)(a” 4 db?). Ist d > 3, so
folgt sofort @ + bar = 1 oder @’ 4+ b'av = £1, d.h. 2 ist irreduzibel in Ry, d > 3. (In

Ry ist 2 = aa natiirlich nicht irreduzibel.)

3. Behauptung: 2 ist kein Primelement in R, falls d ungerade ist, d > 3.
Beweis: (1 + a)(1 — o) = |1 + a =1+d=2- %. Also ist 2 ein Teiler von
(1 + a)(1 — «); aber 2 ist weder Teiler von 1 4+ « noch von 1 — a.

Im Ring R;, d ungerade, d > 3, hat die Zahl d + 1 zwei wesentlich verschiedene
Zerlegungen in irreduzible Elemente

d+1
d—l—le-%:(l—l—a)-(l—oz).
In diesem Ring gilt also der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung nicht.

Ein Integritatsbereich R, in dem jedes Element x # 0, @ ¢ R* eine bis auf Rei-
henfolge und Multiplikation mit Einheiten eindeutige Darstellung als Produkt von
irreduziblen Elementen besitzt, heifit faktorieller Ring. Der Hauptsatz der ele-
mentaren Zahlentheorie sagt also:

Z ist faktorieller Ring.

Es gibt viele andere faktorielle Ringe. Ein wichtiges Beispiel ist der Polynomenring
K[z] der Polynome in einer Unbestimmten a mit Koeffizienten in einem Korper K

(etwa K = Q, R oder C) (siehe [1] Kapitel 11).

Kehren wir zum Ring Z zuriick.

Als eine Anwendung des Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie erwéhnen wir

Satz 1.2.12 (Eulersche Produktdarstellung der Riemannschen Zetafunktion)
Fir s € C mit o0 = Re(s) > 1 ist

absolut konvergent, und es gilt

- 102"

p Primzahl

o0 o0
Beweis: Z n™*| = Zn_g < oo fiir o > 1.
n=1 n=1

Also ist die Reihe absolut konvergent. Sei nun P die Menge aller Primzahlen. Wahle
irgendeine aufsteigende Folge Py C P, C ... von endlichen Teilmengen P, C P mit

P = J Px. Sei nun
k>1

N, ={n € N; | alle Primfaktoren von n sind in Py}.
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Nach Satz 1.2.5 ist Ny = |J N, und
k>1

NP — Ni, (@)pep, — 0 = H pr
PEPy
ist bijektiv.
Nach dem Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen (siehe [7] Satz 7.8) ist
nun |
() = lim 3, =
nENk
und weiter folgt aus der Bijektivitdt von N* —s N,
Y- X I
nS

pSOZp
neNy (op)per, PEPK

ap>0

-1 (x )

pEPy \a>0

4

Bemerkung 1.2.13 Aus der Analysis ist bekannt, daf} ((2) = % (siehe [7] Beispiel

21.8). Wir konnen dies und die Irrationalitat von % dazu benutzen, um einen weite-
ren Beweis fiir die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen zu geben: Géabe es nur
endlich viele Primzahlen, so wére das Eulersche Produkt J](1 — ]%)_1 eine rationale

P
Zahl!

((s) ist die berithmte Riemannsche Zetafunktion. Sie ist zu einer meromorphen
Funktion auf der komplexen Ebene C fortsetzbar. (In Mathematica : Zeta[s] =

¢(s)-)
Ein uraltes Verfahren, alle Primzahlen unterhalb einer gegebenen Zahl zu finden, ist
das Sieb des Eratosthenes.

In der Liste {2,3,4,5,... n} streicht man die Vielfachen 2k, k£ > 1, von 2, dann
die Vielfachen 3k, k > 3, von 3. 5 ist die néchste noch nicht gestrichene Zahl. Man
streicht dann die Vielfachen 5k, k& > 5, von 5 usw.

Ein Mathematica -Programm, das diese Arbeit verrichtet, lautet folgendermafen:

eratosthenes [n_] :=
Module [{ A = Range[2,n], i =1, a =2,
m = Quotient[n, 2]},
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While[m >= «a,

A = Complement[A, a Range[a, m]];
T++;

a = Afi];

m = Quotient[Last[A], al;];

A

Dieses Programm funktioniert so:

Im ersten Schritt wird die Liste
Al == {2,3, ,n}

der Zahlen von 2 bis n betrachtet. A; wird durch den Befehl A; = Range[2,n]
eingefiithrt. Es wird a; = 2 und m; = [%] = ganzer Anteil von 7 gesetzt. Ist my > ay,
d.h. n > 4, so wird die Liste

a; Rangelay, mi] =4{4,6,...,2m}

der Vielfachen kay von a; bebildet, soweit sie relevant sind, d.h. fiir & = ay, ... ,m;.
Man bildet dann
Ay = Aq\a; Range[aq, myq].

In A, fehlen die echten Vielfachen von 2.
Ay =42,3,5,7,9,... }.

Nun erh6éht man den Wert ¢ = 1 um 1, also : = 2. Man wahlt als neuen Multiplikator
den zweiten Wert der Liste A, aus:

az = Ag[[i]] = 3.

Man braucht die Vielfachen azk nur fiir ay < k < [Last[A3]/as] = my zu betrachten.
Dabei bedeutet Last[As] den letzten Wert in der Liste Ay, Nur wenn my > ay gilt,
i1st noch etwas zu tun.

Man bildet
Az = A\ az Range[ay, ma].

Nach endlich vielen Schritten enthalt A; nur noch Primzahlen. Offensichtlich werden
weniger als \/n Schritte benotigt.

Fiir n = 50 ergibt sich folgender Ablauf:

1| A a |m|a{a,... ,m}
1] {2,3,... 50} 2 |25 | {4,6,... 50}
2| 13,5,7,...,49} 3116 | {9,12,15,... ,48)
31142,3,5,7,11,...,49} | 5 | 9 | {25,30,... 45}
40 12,3,5,7,... 47,49} | 7 | 7 | {49}

Ende | {2,3,5,7,11,... 47} | 11 | 4 | (), weil a > m
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Fiir nicht zu groBe n(n < 10°) funktioniert das Programm ganz gut.
m(n) := Length[eratosthenes|n]]

ist die Anzahl der Primzahlen p mit 2 < p < n. Ein wichtiges Frgebnis iiber die
Verteilung der Primzahlen ist der berithmte Primzahlsatz

x
=1

lim 7(x)/

2
T—00 log T

d.h. fiir grofle = gilt annédhernd

X

m(x) ~ g s

Die elegantesten Beweise unter den vielen Beweisen dieses Satzes benutzen Methoden
der Funktionentheorie und die Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion.

Bemerkung 1.2.14
(1) Ein Paar von Primzahlen {p, ¢} heiit Primzahlzwilling, wenn ¢ = p+ 2. Die
ersten Beispiele sind

(3,5}, {5,7}, {11,13}, {17,19},...

Ein riesiger Primzahlzwilling ist zum Beispiel
{1691232 - 1001 - 10%9%° £+ 1},

was natiirlich nicht einfach nachzupriifen ist.

Der Primzahltest in Mathematica

True, falls @ Primzahl

Prime Qla] = { False, sonst

ist fiir so grofe Zahlen nicht anwendbar!
Die bisher ungeléste Vermutung ist, dafl es unendlich viele Primzahlzwillinge

gibt.

(2) Eine weitere ungeloste Vermutung ist die sogenannte Goldbachsche Vermu-
tung: Jede gerade Zahl n > 2 ist die Summe zweier Primzahlen.
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Einige Beispiele:

10 =347 =5+5 (2 Moglichkeiten)
100 =3497 =11489=174+83=29+71
=41459 =474+53 (6 Moglichkeiten)
1000 =34997 =174983 =234977 =29+ 971

=474+ 953 =53 + 947 =59 + 941
=714929 =894911 =113+ 887

=137 +863 =173 +827 =179 4 821

=191 + 809 =227 4773 =239 + 761

=257 4+ 743 =281+ 719 = 317 4 683

=347 + 653 = 353 4+ 647 = 359 + 641

=383 4+ 617 =401 4+ 599 = 431 + 569

=443 + 557 =479 + 521 = 491 + 509

(28 Moglichkeiten)

Wir kommen zu einigen speziellen Primzahlen:
Lemma 1.2.15 Seien a,n € N, a,n > 2.
(1) Ist n zerlegbar, so ist auch a” — 1 zerlegbar.
(2) Ist @ > 3, so ist a” — 1 zerlegbar.
Beweis:
(1) Ist n = mk mit m,k > 2, so ist
a™t —1=(" -1+ ++--+ a(m_l)k)
zerlegbar.
(2) Ist @ > 3, s0ist a — 1 > 2, also
a" —1=(a—1)(14+a+-+a""
zerlegbar. O
Definition 1.2.16 Es sei p eine Primzahl.
M, =2 1
heift Mersennesche Zahl und Mersennesche Primzahl, falls A, Primzahl ist.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Mersennesche Primzahlen gibt. Die unvor-

stellbar grofle Zahl

9859433 __ |
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ist die grofte explizit bekannte Primzahl (Stand 1995).
Im Dezimalsystem ausgeschrieben wiirde diese Zahl ungefahr 60 Buchseiten fiillen.

In Mathematica kann man leicht eine Tabelle der Mersenneschen Zahlen M, nebst
ihrer Primfaktorzerlegungen im Bereich p < 67 angeben.

M(n_] := 2" Prime[n] — 1
ist die n-te Mersennesche Zahl. Die gewiinschte Tabelle erhdlt man durch
Table {Prime[n], M[n], FactorInteger [M[n]]}, {n,1,19}] //Table Form

Nach dem Stand von 1995 ist M, = 2P — 1 fiir die folgenden Werte von p eine
Primzahl:

2 61 2281 12701 859433
3 89 3217 23209
5 107 4253 44497
7127 4423 86243
13 521 9689 110503
17 607 9941 132049
19 1279 11213 216091
31 2203 19937 756839

Néhere Informationen findet man bei [15].
Lemma 1.2.17 Seien a,n € N, a,n > 2.

(1) Ist @ ungerade, so ist a” + 1 gerade, also keine Primzahl.

(2) Ist n keine Zweierpotenz, so ist a™ + 1 nicht prim.
Beweis:

(1) Ist @ = 2k + 1, so ist

a® +1=[2K)" +n(2k)" "+ n(2k) + 1]+ 1
gerade.

(2) Ist n keine Zweierpotenz, so hat n einen echten ungeraden Teiler; es gilt also
n=m(2k 4+ 1) mit m € N, k > 0. Es folgt:

a” 4 1 = am(?k-l—l) T 1 = (am T 1)(am(2k) . am(?k—l) —— 4 1)
ist zerleghar. O
Definition 1.2.18 F, := 2?" + 1 heifit n-te Fermatsche Zahl.

Lemma 1.2.19 (F,, F,,) =1 fir n # m.

Insbesondere treten unendlich viele Primzahlen als Primfaktoren in der Menge der
Fermatschen Zahlen auf.
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Beweis: Seia =27, 6 =2". n=m+ k > m.
c = 2% also a = be. Es folgt

F,—2=2"—1=2" 1= (2" 4 1)t _ b2 L 2ob 1)

weil ¢ gerade ist. F,, = 2"+ 1 ist also ein Teiler von F}, —2 und somit gilt (F,, F,,) =
(2, F) = 1. O

Beispiel 1.2.20 Euler hat gezeigt, daf} die Primzahl 641 ein Teiler von Fj ist. Das
ist sehr trickreich:

641 = 625 + 16 = 25° + 4° = 5* 4+ 2*
Fy—1=2%=2'2% = (641 — 5*)2*®
=641 -2% — (5. 27)*
= 641 - 2% — (10 - 2°)*
= 641 - 2** — 640*
= 641 -2%% — (641 —1)*
=641 (2" —641° +4-641° —6 - 641 +4) — 1

= F5 =641 - (2% — 641> + 4 - 641> — 6 - 641 + 4)

Ein beriihmtes Theorem von Dirichlet besagt, daf} fiir teilerfremde Zahlen ¢ und b
die Menge

{an+b | n € N}
unendlich viele Primzahlen enthalt.

Der Beweis benutzt analytische Methoden und soll hier nicht gefithrt werden. Spe-
zialfélle sind aber elementar. Ein Beispiel:

Lemma 1.2.21 Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4n + 3, n € N.

Beweis: Seien ¢, ... ,qs Primzahlen von der Form 4n + 3. Dann ist
Ni=4¢g -...-qs—1=4q1-...-¢s—1)+3

ebenfalls von der Form 4n + 3.

Seien pyq,...,p; die Primfaktoren von N. Dann ist p; von der Form 4n + 1 oder
4dn+3. Der Typ 4n 4+ 3 muf aber vorkommen, weil ein Produkt von Zahlen der Form
4n + 1 ebenfalls von dieser Gestalt ist.

Es sei etwa p; = 4n + 3 fiir ein n € N. Da p; Teiler von N ist, ist p; # ¢; fiir alle
1=1,...,s. O

Lemma 1.2.22 Es sei [ = a,2" + a,_12" "' + -+ + ag € Z[z] ein Polynom vom
Grad n > 0 in der Unbestimmten x und Koeflizienten in Z. Es sei

M = {f(m) | m € Z}.

Dann gilt



1.2 Primzahlen und eindeutige Primfaktorzerlegung 29

(1) {y € M | y ist zerlegbar } ist unendlich

(2) {p € N| p Primzahl und 3y € M : p|ly} ist unendlich.
Beweis:

(1) Nach der Binomischen Formel gilt

fla+0b) = f(a) + bg(a,b),

wobel g € Z[x, 5] ganzzahliges Polynom in zwei Verdnderlichen ist.

Speziell gilt also

(%) fla+ fla)t) = fla) + fla)tg(a, f(a)t) = fa)(1 + tg(a, f(a)l))
fir alle a,t € Z.

Wiéhle nun a € Z so, daBl f(a) ¢ {0,1,—1}. Dann ist ¢t — a + f(a)t injektive
Abbildung Z — Z und somit ist (da ein Polynom vom Grad n > 0 hochstens
n Nullstellen hat) die Menge

M’ ={f(a+ fla)t) | t € Z}\{f(a),=fla)} C M
unendlich. Alle Elemente von M’ sind nach (*) zerlegbar.

(2) 1. Fall: ap = 0. Dann gilt p|f(p) fir alle p.
2. Fall: ap # 0. Dann gilt fiir alle m € Z

flagm) = ao(1 + agaym + agaym® + ...)
m ist teilerfremd zu

f(m) =14 apaym + agang + ...

Sei nun p; Primteiler von f(m;), i =1,... ,s. Sei dann m := m/p; - ... ps so
grofl, dal f(m) ¢ {0,1,—1}. p sei ein Primteiler von f(m). Dann ist p auch
Teiler von f(a3m), aber kein Teiler von m, also p # py,...,ps. b) ist bewiesen.

0

Ubungen 1.2.23
(1) Beweise: Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 6n — 1.

(2) Essein!l =1-...-nfiir n € Ny und 0! := 1. Fiir « € R sei [¢] die grofite ganze
Zahl n mit n < z. Beweise:
Fiir alle n € N und fiir jede Primzahl p gilt

oy (nl) [g] ; H ¥ H .

) e n!
(3) Fiir bon € N k < nsel () i= .
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(a) Zeige: (}) € Ny
(b) Es sei p eine Primzahl und k& € Ny mit k < p. Zeige p|<z>

(4) (a) Bestimme die grofite Zahl n € N mit
10™ | 1000000!

(b) Wie lautet die Primfaktorzerlegung des Produktes 1-3-5-...-99 der

ersten 50 ungeraden Zahlen?

(5) Es sei n € N;. Gibt es eine Zahl a € N, so daf} alle Zahlen von a bis a +n

zerlegbar sind? Im Fall n = 9 bestimme gegebenenfalls das kleinstmégliche a.
(6) Ist n € N, n > 2, so ist 4" 4+ n* keine Primzahl.
(7) Fiirn > 2sei S, =+ + £ +--- + L. Beweise: 5, ¢ Z.
(8) Zeige: V x,y € R: [2z] 4+ [2y] > [z] + [y] + [v + y]. Folgere, daf
(2m)!(2n)!
mlnl(m 4+ n)!

(9) Es sei ug = 0, uy = 1 und u, = tp—1 + ty—2 fiir n > 2. Beweise: Fiir alle
n,m € Ny gilt

(4) (s tgr) = 1
(D) Ungm = Up—1Us + UpUms1

) d= () = () = di
(d) Fiir m > 2 gilt: up,|u, <= mn

(10) Seien a, 3 die Nullstellen von 22 —x — 1 = 0, a > 3. Zeige: u,/5 = a” — 3"
fiir alle n € N.

(11) (a) Bestimme die Einheitengruppe Z[:]* im Ring der ganzen Gaufischen Zah-
len.

(b) Beweise: Seien «, 3 € Z[i] und 8 # 0. Dann gibt es Elemente v, p € Z[i],
so daB
a=70+pmit 0 < |p[* < |8

(c) Beweise: Fiir o, 3 € Z[i] gibt es ein Element § € Z[i] mit den Eigenschaf-
ten

(i) 0lae und 6|3, (ii) Ist v € Z[i] mit v|o und |3, so gilt v]é.
(Dabei heifit |3, daf § = vo fiir ein v € Z[1].) § ist bis auf Multiplikation

mit Einheiten eindeutig bestimmt.
(d) Beweise: Z[i] ist ein faktorieller Ring.
(e) Finde die Primfaktorzerlegungen von 2,3,5,7 in Z][i].

(12) Fir Mathematica -Fans

(a) Schreibe ein Programm, welches den n-ten Primzahlzwilling ermittelt.

(b) Schreibe ein Programm zur Primfaktorzerlegung.
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1.3 Zahlentheoretische Funktionen

Definition 1.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

Eine zahlentheoretische Funktion mit Werten in R ist eine Funktion
f:Ny — R
f Ny — R heifit
(1) multiplikativ <=V n,m € N} mit (n,m) =1 gilt f(nm) = f(n)f(m)
(2) streng multiplikativ <=V n,m € Ny : f(nm) = f(n)f(m)

Lemma 1.3.2 Sei f: N — R multiplikativ. Dann ist f durch die Werte f(p®),
p Primzahl, o € N, festgelegt.

Beweis: Ist n € N} und n = p*...p,* die Primfaktorzerlegung von n, so folgt

induktiv wegen (p{* ...pZiil,pi’“) =1

Beispiel 1.3.3 Es sei R =Z.

(1) Sei k > 0; f(n) = n" ist vollstindig multiplikativ, denn: (nm)* = n*m*,

(2) Sei k>0,
or(n) := Z d*
d|n
heifit die k-te Teilerfunktion; speziell ist

oo(n) = 7(n) = Anzahl der Teiler von n.
o1(n) = o(n) = Summe der Teiler von n.

o 1st multiplikativ, wie gleich folgt.
Definition 1.3.4 Ist f: N, — R eine zahlentheoretische Funktion, so heifit
F:Np — Rmit F(n) =Y f(d)

d|n

die summatorische Funktion von f.
Satz 1.3.5 Ist f multiplikativ, so auch F.

Beweis: Sei (m,n) = 1. Ist d Teiler von mn, so gibt es eine eindeutig bestimmte

Zerlegung d = dydy mit dy|m, da|n. Es folgt:
ST Hd) =Y fldidy) =Y f(d) f(dy)

d|lmn dy|m di|m
d2|n d2|n
=Y F(d)> f(d) = F(m)F(n).
d|lm d|n
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Korollar 1.3.6 o ist multiplikativ, und fiir Primzahlpotenzen p* gilt
O_k(poz) — Zpku
v=0
k

Beweis: oy ist die summatorische Funktion der multiplikativen Funktion f(n) = n”.
Nach 1.3.5 ist somit o multiplikativ. Offensichtlich sind 1, p, ... , p® sdmtliche Teiler
von p~. 0

Satz 1.3.7
(1) Zu jeder Funktion F': N — R gibt es genau eine Funktion f: N, — R,
so dafl F' die summatorische Funktion von f ist.

(2) Ist F' multiplikativ, so auch f, und es gilt

k

fn) = TTF @) = Fpi),

=1

k

wenn n = [] p* die Primfaktorzerlegung von n ist.
=1

Beweis:
(1) Durch Induktion nach n werden f(1),..., f(n) konstruiert.

a) f(1):= F(1)

b) Sind f(1),...,f(n — 1) schon konstruiert, so da} F(k) = > f(d) fir
dlk
k <n—1, so setzt man

f(n) = F(n) = _ J(d).
i

(2) Sei F' multiplikativ. Dann ist

also

Dann ist A multiplikativ. Die summatorische Funktion H von h ist also auch

multiplikativ. Da H(p*) = > h(p”) = > f(p¥) = F(p), folgt H = F und
v=0 v=0

nach (1) gilt somit h = f, also ist f multiplikativ. O
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Definition 1.3.8 Es sei ¢ : Ny — R die Funktion

c(n) = 1 fallsn=1
10 fallsn>1,

und p : N — R sei die Funktion mit ¢ als summatorischer Funktion. p heifit die
Mébius-Funktion.

k
Da e multiplikativ ist, ist es auch g und nach 1.3.7 (1) gilt fir n = [] p;"

=1

0 falls ein a; > 2

p(n) = H(g(pai) —e(p™) = { (—=1)%, falls oy = = ap =1

Es gilt also p(n) € {—1,0,1} und p(n) # 0 genau dann, wenn n quadratfrei ist,
also n keine Quadratzahlen als Teiler besitzt.

Dann ist

M(n) — ( -1 )Anzahl der Primfaktoren

Satz 1.3.9 (Mobiussche Umkehrformel)
Sei f: Ny — R Funktion, F': N, — R ihre summatorische Funktion. Dann gilt

fim) =Y Py (5) =3 F (5) wld).
dn

d|n

Beweis:

> F(d)u <%> = > fldi)p(ds)

e i
= Y > fdu(dr) =Y f(d)(ds)
di,do d|dy d|n
n=d;ds da| %
= %n:f(d)e <%> = f(n).

Definition 1.3.10 (Eulersche ¢-Funktion)
Fir n € Ny sei

©(n) die Anzahl der Zahlen ¢ € N} mit 1 <a <n und (a,n) = 1.
¢ heifit Eulersche p-Funktion.

Satz 1.3.11
(1) ¢ : N — N, ist multiplikativ und es gilt

Z o(d) = n.

d|n
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(2) Ist n = [] p™ die Primfaktorzerlegung von n, so gilt
=1

e =TT = =n II (1-3).
- pP£|mnzahl
Beweis:
(1) Essei M ={a€Z |1 <a<n, (a,n)=d}.
Dann gilt
{1,....n}p =) My

d|n
und M} — Ml%, a — % ist bijektiv; also ist #M} = #Ml% = (%) und

somit

n::#{L”.ﬂﬁ::E:#A@f=§:¢G?

d|n d|n 0

(2) Dies folgt aus (1) und 1.3.7 (2) oder auch so: Fiir eine Primzahl p und fiir
1 < a < p” gilt entweder pla oder (a,p®) = 1. Es gibt aber genau p*~!
Vielfache von p in der Menge {a | 1 <a < p~}. Also ist

S«Q(pa) — poz _poz—l‘

O
Offensichtlich gilt: p(n) = n — 1 <= n ist Primzahl.
Aus der Mo6biusschen Umkehrformel folgt:
Lemma 1.3.12 ()
_ H
d|n
O

Beispiel 1.3.13 Die Funktionen y, ¢, oy sind in Mathematica implementiert.

p[n_] = MoebiusMu|n]
eln_] = EulerPhi[n]
or_[n-] = DivisorSigmalk, n]

Weiter ergibt
Divisors [n]

die Liste aller Teiler von n.

Ubungen 1.3.14
(1) (a) Beweise: Fiir alle n € N, gilt

p(n)p(n +p(n +2)u(2+3) =0
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(b) Beweise: Fiir n > 3 gilt

3

p(kl) = 1.

k=1

(2) Es sei

A(n) =

logp, falls n =p®, p Primzahl,
a>1

0 sonst

Beweise: A(n) = > pu(%)logd = — 3 u(d)logd und logn = 3 A(d)

d|n d|n d|n

(3) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, n € Ny und n = [] pj* sei die
=1
Primfaktorzerlegung von n.

(a) Beweise: Ist f: N — R multiplikativ mit f(1) = 1, so gilt

r

Y wd)f(d) =T[ = rim)

dln i=1
(b) Berechne %:/,L(d)T(d), %:/,L(d)d(d), %:/,L(d)ds (s € R).
2(d) n

fme S _
(c) Beweise: % )~ o)
(4) (a) Beweise: Fiir n,m € Ny gilt o(mn)e(d) = dp(m)e(n), wobei d = (m,n).

(b) Ist n > 2, so ist die Summe aller zu n teilerfremden Zahlen k& mit 1 <
k < n gleich inp(n).

(5) (a) Seien f,¢g: Ny — Z Funktionen. Beweise:
n n (%]
> (f(i)zg(d)) = (g(d)Zf(d-j))
i=1 dli d=1 j=1

(b) Sei F': Ny — Z die summatorische Funktion von f : N} — Z. Beweise:
& . & NERLG
> F@) =Y 56) |5

(c¢) Berechne znch(l) {z}

i
=1
(6) Es k > 2. Eine Zahl n € Ny heifit k-vollkommen, wenn o(n) = kn gilt.

(a) Beweise: Eine gerade Zahl n € Ny ist genau dann 2-vollkommen, wenn
es eine Mersennesche Primzahl M, gibt, so daf3

n = ZP_IMp.
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(b) Finde eine 3-vollkommene Zahl < 150.

(7) Zwei Zahlen a,b € Ny, a # b, heilen befreundet, wenn o(a) = o(b) = a + b
gilt. Finde ein befreundetes Paar a,b mit a,b < 300.

(8) Beweise: det<<ggT(i,j)>mszn> = k]ill (k)

(9) Fiir n € Ny sei degn = > w,(n) und A(n) := (—1)dee",

p Primzahl

(a) Beweise: A ist vollstandig multiplikativ.

(b) Bestimme die summatorische Funktion von A.

(c) Berechne > p(d)A(d)

d|n

(10) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Auf der Menge S = R"+ der Funktionen
[+ Ny — R wird folgende Multiplikation * erklart:

n
(F+a)m) =Y f(d)g (%)
d|n
(a) Beweise: (S, +, %) ist kommutativer Ring mit ¢ als Einselement.
(b) Sei xo : Ny — R die Funktion xo(n) = 1. Berechne fxxo, f*xo*i, Xo*/i.

(c¢) Die multiplikativen Funktionen f : Ny — R mit f(1) = 1 bilden eine
Untergruppe von S*.

(d) Sei (Lf)(n):= f(n)logn (hier ist R = R). Beweise:
L(f+g) = (Lf) * g+ f*(Lg)

(11) Beweise: V(") =[] d

d|n
(12) Fir Mathematica -Fans

(a) Schreibe ein Programm zur Berechnung von ¢, 7, 0.

(b) Schreibe ein Programm zum Auffinden von befreundeten Zahlen.
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Kapitel 2

Kongruenzen, Restklassen

2.1 Lineare Kongruenzen, Eulerscher Satz

Definition 2.1.1 Seien a,b € Z und m € N,.
a =bmodm <= m|b—a

Man sagt dann: ¢ und b sind kongruent modulo m. Offensichtlich ist dies genau
dann der Fall, wenn

Mod[a, m] = Mod[b, m],

wenn also @ und b beim Teilen durch m denselben Rest haben.
Lemma 2.1.2 Es sei m € N;.
(1) Die Relation a = bmod m ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
(2) a =bmodm und ¢ = dmodm = a4+ ¢ =b+ dmod m und ac = bd mod m
(3) a =bmodm, dlm = a =bmodd
(4) (Kirzungsregel)

ad = bdmodm und (d,m) =1 = a = bmodm.

Beweis:

(1) Statt @ = bmod m schreiben wir hier kurz a = b. Es gilt

(a) a = a, weil m|a — a.
(b)) a=b= mlb—a = mla —b=b=a.

(c)a=bundb=c=mlb—a, mle=b=mlc—b+tb-—a=a=c
Also ist = eine Aquivalenzrelation.
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(2) a=bundc=d=b—a=sm, d—c=tm
—=bt+d—(a+c)=(s+t)m = a+c=b+d.
Weiter folgt aus b =a + sm, d =c+1tm

bd = ad + (at + c¢s)m + stm?, also ad = bd.

(3) a=bmodm = b—a=sm

dm = m=m'd = b—a = (sm')d = a = bmod d.

(4) ad = bdmodm = m|(b— a)d
Da (m,d) = 1, folgt m|b — a, also a = bmodm. O

Definition 2.1.3 Sei m € N, fest gewahlt. Fiir a € Z sei

[a],, = {b€Z]|b=amodm}
= {mqg+b|qeZ}

die Aquivalenzklasse von @ in Z beziiglich der Aquivalenzrelation ‘kongruent modulo
m’. [a],, heiBt auch die Restklasse von ¢« modulo m. Mit Z/mZ = {[a],, | « € Z}
wird die Menge der Restklassen modulo m bezeichnet. Die Abbildung

Z — Z[mZ, a — [a]n,

heifit die Restklassenabbildung (modulo m).

Ist € Z/mZ und a € Z mit x = [a],,, so heilit « Représentant von z. Jede zu «
kongruente Zahl b ist dann ebenfalls ein Reprédsentant von .

Nach Lemma 2.1.2 (2) sind die folgenden Rechenoperationen fiir Restklassen wohl-
definiert:

Seien z,y € Z/mZ mit Repréasentanten a,b € Z, also x = [a],,, y = [b];n. Man setzt

r+y:=[a+0b],
z-y:=[a-bl,

Man erhalt nun ohne Miihe

Satz 2.1.4 Sei m € Ni. Dann ist (Z/mZ,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins.
Die Restklassenabbildung
Z— Z|mZ

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. [1],, ist das Einselement und [0],, ist das

Nullelement in Z/mZ. O

Z [mZ heifit der Restklassenring modulo m. Das Rechnen im Ring Z /mZ heifit
auch modulare Arithmetik.

Wir wollen dies in Mathematica programmieren. Dazu definieren wir zunachst
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Definition 2.1.5 Eine Teilmenge {¢i,... ,¢,} C Z heiit vollstindiges Restsy-
stem modulo m, wenn Z/mZ = {[¢1]m,- .-, [cm]m} gilt. {0,1... ;m — 1} heifit das
kleinste nichtnegative Restsystem modulo m.

{—% +1,...—1,0,1,..., %}, falls m gerade, bzw.

{—mT, oo, —1.0,1... ,mT}, falls m ungerade,

heifit das absolut kleinste Restsystem modulo m.

Beispiel 2.1.6 (Modulare Arithmetik mit Mathematica ) (vgl. [11] Kapitel 5)

Es sei m € Ny und n € Z. Das Paar (n,m) definiert das Element [n],, in Z/mZ,
welches wir jetzt mit
nmodm

bezeichnen wollen. Das Paar (n,m) versehen wir nun in Mathematica mit einem
Kopf, sagen wir etwa 'modularezahl’. Der Ausdruck

modularezahl[n, m]
soll dann die Restklasse [n],, € Z/mZ beschreiben. Es gibt jetzt den Variablentyp

x_ modularezahl .
Daf die Eingabe modularezahl[n, m] in der Form

nmodm
ausgegeben wird, kann man in Mathematica durch den Befehl
Format[z_ modularezahl] := Infix[z, "mod”]

erreichen.

Jetzt stellen wir die Regeln auf:

rest[n, m] sei dabei irgendeine noch festzulegende Funktion, die (n,m) den zu n
modulo m kongruenten Rest r aus einem ausgezeichneten vollstdndigen Restsystem
modulo m zuordnet. Wir wéhlen der Einfachheit halber den kleinsten nichtnegativen
Rest:

rest = Mod .

Die Restklassenabbildung Z — Z/mZ wird nun durch
g[n_Integer, m_Integer?Positive] := modularezahl[rest[n, m], m]

eingefithrt. Nach Konstruktion gilt wie gewiinscht: g[n, m] = ¢[n',m'] <= m = m’
und rest[n, m| = rest[n’, m]. Es gilt zum Beispiel

q[6,5] = Tmod 5,
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Wir setzen nun weiter

reprasentant[z_ modularezahl] := x[1],

modul[z_ modularezahl]] := z[2].

Dabei ist modularezahl[ay, as][¢] = a;.
Durch die folgenden Befehle werden die Addition und Multiplikation definiert:

modularezahl/:
x_ modularezahl +y_ modularezahl :=
If [modul[z] == modul[y],
g reprasentant[x]+reprasentant[y], modul[z]],
Print[”geht nicht”]]
modularezahl/:
x_ modularezahl xy_ modularezahl :=
If [modul[z] ==modul[y],
g[reprasentant[z]* reprasentant|y], modul[z]],
Print[”geht nicht”]]

Wenn wir die Festlegung rest = Mod aufheben (das geht durch den Befehl Clear[rest]),
so ergibt ¢[3, 5] + ¢[6, 5] den Wert g[rest[3, 5] 4 rest[6, 5], 5] und wird nicht weiter aus-
gewertet, weil rest[3, 5] + rest[6, 5] nicht als ganze Zahl betrachtet werden kann. Mit
rest = Mod erhélt man

q[3,5] + ¢[6,5] = 4mod 5.
Definiert man aber zum Beispiel rest als den absolut kleinsten Rest, so ergibt sich
q[3, 5] + ¢[6,5] = —1 mod 5.
Das Potenzieren modulo m ist in Mathematica durch den Befehl
PowerMod[n, k, m]
gegeben. Wir kénnen dies in unsere modulare Arithmetik einbauen:

modularezahl/:

x_ modularezahl "k_ Integer :=

g[PowerMod|reprasentant[z], k&, modul[z]], modul[x]]
Auch die Verkniipfung Z x Z/mZ — Z /mZ (a,bmodm) — (ab) mod m koénnen
wir einfithren:

modularezahl/:

a_ Integer * b_ modularezahl :=

gla * reprasentant[b], modul[b]]
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Man kann daraus auch ein Programmpaket schniiren, ein sogenanntes Package

(siehe [23] 2.6.10 und [11] 4.3).

Wir testen unsere Funktionen mit einigen Beispielen: Zunéchst fithren wir die mo-
dularen Zahlen a,b, ¢, d ein

a = ¢[7732,37] = 36mod37
b = q[44311,37] = 22mod37
c = q[2,37] = 2mod37
d = q[4,12] = 4mod 12

Dann ergibt sich zum Beispiel

ab = 15mod37,
"3 =  8mod37, 00 = 12mod 37,
M—=1) = 19mod37, cxc(—=1) = 1mod37,
(a+0)"3 = 11mod37.

Aber
d"(—1) = modularezahl[PowerMod[4, —1, 12],12]

wird nicht berechnet, weil d keine Einheit in Z /127 ist, denn
d-¢[3,12] = 0mod 12.
Das Multiplizieren mit ganzen Zahlen funktioniert auch:

3¢ = 6 mod 37,
3d = 0mod 12

Die Additionstafel von Z/mZ erzeugt man durch den Befehl

Additionstafel[m_ Integer?Positive] :=
Table[rest[a + b, m], {a,0,m — 1},{b,0,m — 1}]//TableForm

Berechnete Beispiele findet man im Mathematica-Anhang

Man sieht, daf (Z/mZ, +) eine zyklische Gruppe der Ordnung m mit [1],, = I mod m
als erzeugendem Element ist, denn

ZimZ={n-[1], | n € Z}.
Die Multiplikationstafel von Z /mZ wird durch den Befehl
Table[rest[a * b,m],{a,0,m — 1}, {b,0,m — 1}]//TableForm

erzeugt. Im Fall m = 7 sieht man, daf} auch alle Elemente [a],,, « = 1,2,3,4,5,6
die additive Gruppe (Z/7Z,+) erzeugen.

Anders ist es im Fall m = & :

Hier sind nur [1]s, [3]s, [5]s, [7]s Erzeuger der additiven Gruppe (Z/8Z,+). Allgemein
gilt folgender Satz:
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Satz 2.1.7 Es sei m € N, m > 2. Weiter seien a,b € Z. Die lineare Kongruenz
() ar = bmodm
ist genau dann 16sbar, wenn (a,m) ein Teiler von b ist. Ist xo € Z eine Losung, so
gibt es modulo m genau (a, m) verschiedene Losungen. Es sind dies
m

(a,m)

Sind a und m teilerfremd, so hat die Gleichung (*) genau eine Losung modulo m.

r=x9+ t,t=0,1,...,(a,m)— 1.

Beweis: ax = bmod m ist genau dann lésbar, wenn die lineare diophantische Glei-

chung
ar +my =>b
losbar ist; nach Satz 1.15 ist dies genau dann der Fall, wenn (a, m) Teiler von b ist,
und
ﬁgzxo+ﬁlz—‘t€Z}
(a,m)

ist die Menge aller ganzzahligen Losungen. Es gilt nun fir ¢,s € Z :

ry = xsmodm < m | (s —1) < (a,m)

(a.m) s — 1t <=t =smod(a,m).

Man erhélt also die verschiedenen Losungen z; modulo m, wenn ¢ ein vollstandiges
Restsystem modulo (a,m) durchlauft. O

Korollar 2.1.8 Seim € N, m > 2.

Fir a € Z ist die lineare Kongruenz
ar = 1 modm

genau dann loshar, wenn (a,m) =1 gilt. Die Einheitengruppe
(Z[mZ)"

von Z/mZ besteht aus den Restklassen [a],, von Zahlen 1 < a < m mit (a,m) = 1.
Die Ordnung von (Z/mZ)* ist ¢(m), d.h. (Z/mZ)* besitzt genau p(m) Elemente.

O
Korollar 2.1.9 Ist p eine Primzahl, so ist F, := Z/pZ ein Korper. O

Definition 2.1.10 F, heift Primkorper der Charakteristik p.

Beispiel 2.1.11
(1) Ist az = bmodm zu l6sen, so kann man versuchen (etwa falls a klein ist)
zunachst my = bmod a zu 16sen. Ist yy eine Losung von my = bmod a, so ist
To = =™ eine ganzzahlige Losung von ax = bmodm. Wir betrachten ein
konkretes Beispiel:

3z = 157mod 311.
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Wir untersuchen zunéchst
311y = 157 mod 3.
Diese Kongruenz ist natiirlich dquivalent zu
—y = 1 mod 3,
weil 311 = —1mod 3 und 157 = 1 mod 3 gilt.

Eine Losung ist also

Yo = —1.
Damit ist 2o = = >0 = 157+311 = 48 = 156 eine Losung unserer Ausgangs-

kongruenz. Da (3, 311) =1, 1st die Losung modulo 311 eindeutig bestimmt.

Die Standardmethode ist durch den erweiterten euklidischen Algorithmus ge-
geben:

Um ax = bmodm zu lésen, 16st man
ax +my =d (wobei d = (a,m))
mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus:
erwggT(a,b) = {d; {0, yo}}-

Ist d Teiler von b, so ist

die allgemeine Lésung von ax = bmod m.

t=0,...,d—1

Im Beispiel 32 = 157 mod 311 geht es um die diophantische Gleichung
3¢+ 3lly=d, d=(3,311).
Man erhélt das Schema:

311 =103 -3 + 2
3=1-2+41
2=2-1
(1) 311 — 103 -3 =2
(11) 3—1-2=1
(I) in (II) einsetzen =
3—1(311 —-103-3) =1
— 1=104-3 - 311
—d=1, =104, y = —1;
— x9 =a-b=104-157 ist die Losung.
Reduktion modulo 311 ergibt
104 - 157 =52-314 =52-3 = 156

wie oben.
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(3) Ist (a,m) = 1, so besitzt [a], ein Inverses in Z/mZ. Ist x € Z Reprisentant
von ([a],,)™!, so gilt also

d.h.

ar = 1 modm.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten x zu bestimmen. Ein Beispiel: Wir berech-
nen

[5]57 € Z/277.
(a) 5z = 1 mod 27 ist zu 16sen. Es gilt:

27y =1mod 5 = 2y = 1mod5 = y = 3mod 5
1m0 6= imod2r
5 5

=[5l = [1]r.

=

(b) Mit 'Bruchrechnung’ in Z/27Z ([ ]a7 wird hier weggelassen) geht es so:

12 11

—:—8:§:5—:11 Analog:

3 3 3 3

111 1 11 38 .
E_5.5_11.5_?_?_19:”10]27_[19]27.

Im Nenner diirfen nur zu 27 teilerfremde Zahlen stehen. Unsinn ist etwa

v 3 3 3

0 3-10 30 3

weil 3 keine Einheit modulo 27 ist.
(Z/27Z)* ist Gruppe der Ordnung ¢(27) = 3* — 3% = 18. Diese Gruppe

ist ebenfalls zyklisch, und 5 ist ein Erzeuger:
(Z)277)* = {5"mod 27 | k =1,...,18}.

Da ¢(18) = ¢(2-3*) = ¢(2)¢(3%) = 6, gibt es 6 verschiedene Erzeuger
dieser Gruppe, namlich

5, 5°=—=7,5"=13, 5'' =2, 5% = —4, 5'" = 11.

Satz 2.1.12 (Chinesischer Restsatz)

Seien my,...,my > 2 paarweise teilerfremd und m = mq - ... my. Weiter seien
€1y .. ,Cx € Z. Dann gilt: Das System von Kongruenzen
r=c¢;modm,;, j=1,... .k

hat modulo m genau eine Loésung = € Z.

Beweis:
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(1) Existenz:

Setze m. = m/m;. Dann ist (m!,m;) = 1 und nach Korollar 2.1.8 gibt es
Zahlen m! € Z mit mim! =

; =

I modm;. Es sei ¢; := m!m” € Z. Dann ist

e; = lmodm; und

e; = 0modm; fir j # 1,
also ist © = eycy + - -+ + epcp Losung des Systems, denn fiir e = 1,...  k gilt
r=0-c;4+--0-¢i.1+1-¢;4+0-¢p1+---+0- ¢ =¢; modm,.

(2) Eindeutigkeit:

Seien x,y € Z zwei Losungen. Dann gilt

m; |e—y firi=1,... k.
Dam=mq-...-my und my, ... ,my paarweise teilerfremd sind, folgt
m | r =Y,
d.h. x = ymodm. g

Beispiel 2.1.13 1001 =711 -13.

Es sei M eine endliche Menge mit héchstens 1000 Elementen. Wie bestimmt man
die Anzahl z der Elemente von M 7 Man bildet 7er-Biindel und erhalt einen Rest
¢;. Dann bildet man 1ler und schlieflich 13er-Biindel und erhéilt den Rest ¢ bzw.
cs. Jetzt 16st man das System von Kongruenzen

xr =cymod7,

x = cymodl1l,

T = camod 13.

Seietwa ¢y = 3, ¢ =4, ¢3 = 5. Zur Lésung geht man wie im Beweis des chinesischen
Restsatzes vor:

my =7, my=11-13 = 143,
mq =11, my, =7-13 =91,
ms =13, miy=7-11 =T7T.

Jetzt miissen wir m/ € Z mit
143mY = 1 mod 7
finden. Hierzu ist natiirlich wegen 143 = 3mod 7 die Kongruenz
3m{ =1mod7

aquivalent, und
mi =5
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ist eine Lésung Nun ist mj mit 91m? = 1 mod 11, also mit 3mj = 1mod1l zu
bestimmen. m/ = 4 ist eine Losung. SchlieBlich ist m3 = —1 eine Losung von

7Tm5 = 1mod 13. Es folgt:

e; = mymy = 143 -5 = 715,
€y =M m2—91 4 = 364,

es = mymy = —T17.
Die Zahlen ey, e, €5 sind fiir jedes Tripel ¢y, ¢a, ¢35 verwendbar. In unserem Fall ist

T=cCp-ep eyt c3-e3
=3-7154+4-364—5-77
= 2145 4 1456 — 385
= 143 4+ 455 — 385 = 598 — 385 = 213.

213 ist die einzige Losung zwischen 0 und 1000. Also hat die Menge M genau 213
Elemente.

Eine etwas abstraktere Formulierung des chinesischen Restsatzes lautet folgender-
mafen:

Satz 2.1.14 Seien my, ... ,my paarweise teilerfremde positive ganze Zahlen, m =
myq - ...-mg. Dann ist die Abbildung

S :Z/mZ — Z[miZ X - XL [mZ
mit ¢(amodm) = (amodmy,...,amodmy) ein Ringisomorphismus.

Fir:=1,...,k sel ¢; € Z die ganze Zahl

m m -1
e; = — - Repréasentant <<— mod m2> ) )

m; m;
Dann induziert die Abbildung
V7" — Z/m7Z

k
mit W(zq,...,c) = > cie;modm die Umkehrabbildung

=1

YT Zox - x Ty — T/ mZ

von @.
Beweis: Der Satz ist nur eine Umformulierung von 2.1.12. Sind Ry, ..., Ry kom-
mutative Ringe mit Eins, so ist das cartesische Produkt R; x --- x R mit den

komponentenweise erklarten Verkniipfungen ein kommutativer Ring mit Fins, der
Produktring von Ry, ..., Ry. O
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Bemerkung 2.1.15 Die Restklassen e; modm der in 2.1.14 definierten Zahlen e;
sind idempotente Elemente in Z/mZ, d.h.

(1) c? = e¢;mod m.

Das folgt sofort aus
e; = 1l modm; und e¢; = 0mod m; fir j # 1.

Denn dann ist auch

¢! = 1 modm; und e} = 0mod m; fiir j # 1,

also

¢! = e;modm; fiir j =1,... k.

Weiter zeigt man analog, daf3
(2) eie; = 0modm fir ¢ # 7,
(3) €1+ -+ e = 1 modm.

Allgemein kann man leicht zeigen: Ist R ein kommutativer Ring mit Fins und sind

k

€1,...,e; € R\{0} idempotente Elemente mit > e; = 1 und e;e; = 0 fir i # j, k >
=1

2, so ist

R; = Re; = {ae; | a € R}

ein Unterring von R mit e; als Einselement (e; ist nicht das Einselement von R!)
und
¢:R— Ry X -+ X R mit ®(a) = (aeq,. .. aep)

ist Ringisomorphismus mit

\I}331><"‘><Rk—>R,
Uy, ..., 25) =21+ + x4

als inverser Abbildung.

Beweis:

(1) Wod(a) =V(aey,... aex) =ae;+---+aep =ale; +---+e;) =al =a.

k k k
(2) PoW(ay,... ,xp) =P(ar + a2+ F+ap) = (Ewiel,zxiez,...zxiek>.
=1 =1 =1

Da x; = ¢e; fiir ein ¢; € R, folgt

E €Ti€5 =

=1 =1

WE

— hp o — g
cieiej = Cj€; = cjej = &,

also ® o W(wy,... ,x5) = (x1,..., k). O

Aus Satz 2.1.14 folgt unmittelbar:
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Korollar 2.1.16 Seien my, ... ,my, m,® wie in Satz 2.1.14. Dann gilt: ® induziert
einen Gruppenisomorphismus

(Z/mZ)* = (Z/miZ)* x -~ x (Z[msZ)".
]

Definition 2.1.17 Sei m > 2. Eine Teilmenge {ci,... ,cym)} C Z heifit primes
Restsystem modulo m <= (¢;,m)=1fri=1,... ,¢(m) und

¢; # ¢;jmodm fiir 1 # 7,
d.h. (Z/mZ)* = {cymodm, ..., cymymodm}.
Satz 2.1.18 (Euler) Fiir ¢,m € Z mit (a,m) =1 und m > 2 gilt
a?™ = 1mod m.

Beweis: Sei {cq, ..., cym)} ein primes Restsystem modulo m. Dann ist auch {acy, ..., acyim)}
ein primes Restsystem modulo m, denn:

ac; = ac;modm = m | a(¢; — ¢).

Da (m,a) = 1, mufl m Teiler von ¢; — ¢; sein; also gilt ¢; = ¢; modm und somit
1=7.
Es folgt

Ci ... C

also 1 = a?(™) modm. O

Mit etwas elementarster Gruppentheorie kann man so argumentieren: Da (Z/m)*
eine Gruppe der Ordnung ¢(m) ist, ist die Ordnung eines jeden Elementes von
(Z/m)* ein Teiler von ¢(m), insbesondere gilt

w(m)

a = lmod m fiir (a,m) = 1.

4

Ist G eine multiplikativ geschriebene Gruppe, so wird bekanntlich die Ordnung eines
Elementes ¢ € GG als die kleinste positive Zahl n € N definiert, fiir die ¢" = 1 gilt.
Ist GG endlich, so ist die Ordnung von ¢ ein Teiler der Gruppenordnung.

Korollar 2.1.19 (kleiner Fermat) Ist p eine Primzahl, so gilt

a® = amod p fiir alle a € Z.



2.1 Lineare Kongruenzen, Fulerscher Satz 49

Beispiel 2.1.20
(1) Mit dem Satz von Euler kann man schnell Potenzen modulo m berechnen,
sofern man den Wert ¢(m) kennt.

Wir stellen etwa die Aufgabe, die letzten beiden Dezimalstellen von 3%%° zu
bestimmen. Wir haben also

3** mod 100
zu bestimmen: Es gilt ¢(100) = p(2%)p(5%) = (22 — 2)(5* — 5) = 40, also ist
3256 _ 320+16 _ (36)10 316 — 316
[Euler]
=381 = (-19)* = 361% =617
= 21 mod 100 =

2 ist die Zehnerziffer und 1 ist Einerziffer.
(2) Wir untersuchen die Gruppenstruktur von (Z/100Z)*. Nach Korollar 2.1.16
gilt
(ZJ100Z)* = (Z[25Z)" x (Z]AZ)™.
Ist (a,100) = 1und 0 < @ < 100, so ist ®(a) = (a1, az) mit a; = Mod(a, 25), az =

Mod(a,4) das Bild von a unter dem Isomorphismus ®.

Die Gruppe (Z/25Z)* ist zyklisch von der Ordnung »(5*) = 5* — 5 = 20 und
2mod 25 ist ein Erzeuger. (Z/4Z)* ist zyklisch von der Ordnung 2 mit 3 mod 4
als Frzeuger.

Die Paare (2mod 25, 1mod4) und (1 mod 25, 3mod4) sind somit Erzeuger
der Produktgruppe
(Z[25Z)" x (Z]AZ)".

Ihre Bilder unter dem Isomorphismus
O =W (Z/25Z)" x (Z/AZ)" — (Z/100Z)*

erzeugen dann natiirlich die Gruppe (Z/100Z)*. Um ¥ zu berechnen, brauchen
wir nur die idempotenten Restklassen ¢; mod 100 und e3 mod 100 mit

e1 4+ eo = 1 mod 100
e; = 1 mod 25
e; = 0mod4

zu bestimmen. Es ergibt sich e; = 76, ey = 25, also ist
U(2mod 25, 1mod4) = (2-76 4+ 1 -25)mod 100 = 77 mod 100
und
V(1 mod 25, 3mod4) = (1-76 4+ 3-25)mod 100 = 51 mod 100.
Es gilt somit
(Z/100Z)* = {77"51' mod 100 | k = 0,...,19; [ =0,1}.

Insbesondere ist diese Gruppe nicht zyklisch. Spater (in Abschnitt 4.4) werden
wir allgemein die Struktur von (Z/mZ)* bestimmen.
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Es ist kein Problem, mit Mathematica hohe Potenzen einer ganzen Zahl modulo
einer groflen Zahl m zu berechnen. Man beachte, dafi es nicht so einfach ist, ¢(m)
zu berechnen, wenn m sehr grofl ist und wenn man die Primfaktorzerlegung von
m nicht kennt. Solange man ¢(m) nicht kennt, kann man natiirlich den Eulerschen

Satz nicht anwenden um ¢® modm im Fall k > (m) auf eine Potenz ¢*' mod m mit

0 <k < ¢(m) zu reduzieren.

Man kann aber zum Beispiel k als Summe von Zweierpotenzen schreiben,
E=2" 442" ny>ng > ... > ny,
und durch sukzessives Quadrieren modulo m die Reste 0 < s, < m mit

v
s, =c modm, v=0,1,...,n

. ) 41 . 1.
bestimmen: Wegen (¢?")? = ¢*"? = ¢*"" ist nédmlich

Syr1 = 33 mod m.

r = S, ... 5, modm ist dann der gesuchte Rest » = ¢* modm. Es sind dazu
héchstens 2ny < 2log, & Multiplikationen modulo m nétig.

Mit Hilfe des kleinen Fermats ergibt sich folgender einfache Primzahltest:

Beispiel 2.1.21 (Chinesischer Primzahltest)
Ist n € Ny, a € Z\{0} und gilt «"~" # 1 modn, so ist n keine Primzahl.

Gilt dagegen ¢"~! = 1 mod n, so nennt man n pseudoprim bzgl. a. n braucht dann
noch keine Primzahl zu sein, wie folgendes Beispiel von Sarrus zeigt: 341 = 11 - 31
ist pseudoprim bzgl. 2, denn

2319 = (21! = 1 mod 11 und
2340 — 211~30+10 = 210

= (32)> =12 = I mod 31

und somit ist
2310 = 1 mod 341.

Eine weitere Anwendung des kleinen Fermat ist die Methode von Pollard zur Prim-
faktorzerlegung.

Beispiel 2.1.22 (Pollards (p — 1)-Methode)

Es sei n € N, eine zerlegbare Zahl. Ist p ein Primfaktor von n und k ein Vielfaches
von p — 1, so gilt nach dem kleinen Fermat fiir ¢« € N mit (a,p) = 1 die Relation
pl(a® —1,n), denn a* = a"?~Y = 1 mod p. Hat nun n einen Primfaktor p > 2 derart,
dal p — 1 relativ kleine Primfaktoren besitzt, so wird p — 1 fiir relativ kleines m ein
Teiler von k = kgV(1,2,3,4,... ,m) sein. Wir haben dann mit

d=(a"—=1,n)

einen echten Teiler von n gefunden, falls n kein Teiler von a* — 1 ist. Diese Beob-
achtung fithrt zu einer Methode einen echten Teiler von n zu finden.
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n sei eine zerlegbhare natiirliche Zahl, was man mit einem Primzahltest priift. Man
setzt

a=2b=1 k=1, f=0.

Solange f = 0, geht man nun so vor: Es sei

(1) c=ggT(a,n).

Ist ¢ # 1, so hat man mit f = ¢ einen echten Faktor von n gefunden.

Ist ¢ =1, so bildet man

(2) k =kgV(k,b) und

(3) d=ggT(a* —1,n).

Ist d =1, so erhéht man den Wert von b um 1 und beginnt wieder bei (1).

Ist @ < d < n, so hat man mit f = d einen echten Teiler von n gefunden. Es bleibt

der Fall d = n.
Dann ist n ein Teiler von ¢* — 1 und somit auch von a* — 1 fiir alle [ € N_..

Deshalb fiithrt das Erhohen von b nicht weiter. Stattdessen erhéht man in diesem
Fall ¢ um 1 und setzt die Werte von b und £ auf die Anfangswerte b =1, k =1
zuriick. Dann beginnt man wieder bei (1).

Behauptung: Nach endlich vielen Schritten liefert dieses Verfahren einen echten Tei-
ler f von n.

Beweis: Es sei p der kleinste Primfaktor von n. Ist p = 2, so ergibt sich am Anfang
c=ggl(a,n) =2, weil a = 2.

also f =ec.
Wir kénnen p > 2 annehmen.
Wir numerieren die Schritte des Verfahrens mit ¢ = 1,2,... Am Anfang (¢ = 1) ist

klzl, Cl1:2, 61:1, f1:0,
cr = ggl(a,n).

Fiir ¢t > 1 gilt: Ist ¢; = 1, so setzt man

b 1, falls b, = 1
T kgVi(ke, b)), falls b > 1
dipr = ggT(aftH —1.n)

Dann setzt man

( b ) . (Clt,bt + 1) 5 falls dt-l—l =1
Qi1 Det1) = (a; +1,1), fallsdiys =n

Ist ¢; # 1, s0ist f = ¢; ein Faktor von n. Ist ¢; = 1 und ¢ < di41 < n, soist f = dipq
ein Faktor von n.
Die Folge (a¢,b;)¢>1 ist streng monoton wachsend bzgl. der lexikographischen Ord-
nung, denn

(ar < appr und ay = apy1) = by < byyy.
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Annahme: Die Folge (ay,b;) ist fiir alle ¢ > 1 definiert, d.h. das Verfahren bricht
nicht ab.

Dann gibt es zwei Fille:

(1) VZEN,ZZZEltOs.d.GtOZZ, btozl.
Insbesondere gilt dies fiir [ = p + 1.

ag, =p+1, byy =1 = ky;11 = 1, also
digyr = ggT((p+1) —1,n) =p.
Damit stoppt das Verfahren hier entgegen der Annahme.
(2) FtoViEt>to:ar = ay, b =(t —1o) + by, und ¢ = ggT(ar,n) = 1.
Insbesondere gibt es ein ¢ > to, so dal (p — 1)|bs; da kyyr = kgV(ke, by) folgt

(p — 1)|kix1. Nach dem kleinen Fermat ist somit dyyq = ggT(af“rl —1,n) ein
Vielfaches von p, also ist d;y; > 1 im Widerspruch zu a;yq = ay.
Damit bricht das Verfahren wie behauptet ab. O

Es ist leicht, ein Mathematica -Programm fiir dieses Verfahren zu schreiben. Wir
nennen es ‘faktor’:

faktor [n_ Integer?Positive]:=
Module [{a =2, b=1, ¢, k=1, f =0},
If [PrimeQ[n] == False,

While [f == 0,
¢ =GCDla, nl;
If [e==1,
k =LCMIk, bl;
d =GCD[PowerMod[a, k,n] — 1, n];
If [d ==1,
b++,
If [d ==n,

a++;0=1; k=1,
f=d],

Als Beispiel wihlen wir ein Produkt n = pg von zwei Primzahlen. Sind p, ¢ grof,
so ist es sehr zeitaufwendig ohne die Kenntnis von p und ¢ das Produkt n = pqg zu
zerlegen. Fir fiinfstellige Primzahlen p, ¢ funktioniert das Programm faktor[n] ganz
gut, vorausgesetzt p — 1 und ¢ — 1 haben relativ kleine Primfaktoren.

Aus der Primzahltabelle eratosthenes[100000] oder mit dem Befehl Prime[n], welcher
die n-te Primzahl ausgibt, wihlen wir zwei Primzahlen, etwa

p = 48673
q = 48751
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und bilden
n = pg = 2372857423.

Wir erhalten dann

faktor[n]//Timing =
{5.28333 Second, 48673}

Der Grund dafiir, dal die Berechnung so schnell geklappt hat, sind die kleinen
Primfaktoren von p — 1 und ¢ — 1:

p—1=2°.3%.13%
g—1=2-3-5.13.

Als weitere Anwendung des Fulerschen Satzes erlautern wir das bekannte RSA-
Kryptosystem (siehe [9]).

Wir beginnen mit einigen Vorbetrachtungen. Um eine Nachricht, die als Textstring
gegeben ist, zu verschliisseln, ersetzt man zunachst alle Buchstaben, Satzzeichen,
Zwischenrdaume (blanks) durch dreistellige Dezimalzahlen. Ein Standardweg ist der

ASCII-Code.

LI = blank = 032,
A = 065,

a =097, usw.
Den ASCII-Code von ”Leonard Fuler” bekommt man in Mathematica durch
M ="Leonard Euler”; ¢ = ToCharacterCode[M] = {76,101,111,110,97,114,100, 32, 6¢

Jede Nachricht M kann man also zunachst in eine 3k-stellige Dezimalzahl m ver-
wandeln, wobei k& die Anzahl der Zeichen in M ist. Aus m kann man natiirlich sofort
M zuriickgewinnen.

Zum Beispiel ist

m = 1000" Length[a] * Sum][a[[¢]] * 1000"(—1), {7, 1, Length[a]}]
= 76101111110097114100032069117108101114

die 39-stellige Dezimalzahl von "Leonard Euler”. Man sieht nur 38 Stellen, weil

L =076 mit einer Null beginnt, die hier nicht hingeschrieben wird.

Sinnvoller ist es, die Nachricht M zunéchst in Blécke konstanter Lange k zu zerlegen
und dann die 3k-stelligen Zahlen des zugehorigen Zahlentupels zu verschliisseln.
Eine 3k-stellige Zahl m kann man eindeutig als eine modulare Zahl in Z /nZ auffas-
sen, wenn n > 10°% gegeben ist.

Wir wollen das Beispiel n = 10'® betrachten. Dann kénnen wir eine 15-stellige Zahl
m zu einer neuen 15-stelligen Zahl V(m) verschliisseln, indem wir einen Exponenten
e auswahlen und V(m) mit

V(m) =m mod 10", 0 < V(m) < 10'?,
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als Verschliisselung von m wahlen.

Nach dem Eulerschen Satz gilt nun

m?1%) = 1 mod 10, wenn (m,10") =1

gilt, wenn also die letzte Ziffer von m eine der Zahlen 1, 3, 7 oder 9 ist. Es sei dies
der Fall. Wie kann man dann V(m) entschliisseln? Hat man e so gew&hlt, daf

(e,0(107)) =1,

so gibt es ein 1 € N, so daf}
ei = 1 mod (10").

Es folgt €7 = 1 4 yp(10') mit y > 0, also
Vim) =m" =m - -m"1°) = mmod 10"
Die i-te Potenz modulo 10'® gibt also die Zahl m zuriick. F(k) mit
E(k) = k' mod 10", 0 < E(k) < 10",

ist also die Entschliisselungsfunktion. Wichtig ist, da e zu ¢(10') teilerfremd ist,
und daff die Zahl m, die verschliisselt werden soll, zu 10'% teilerfremd ist.

In unserem Fall kénnen wir leicht ein Beispiel fiir e finden. Es gilt

1 1
2(107) = ¢(22)p(5) = 10°°(1 = 5) (1 - 5)

=4-10".

Wir kénnen zum Beispiel
e=3

wihlen. V(m) besteht dann aus den letzten 15 Ziffern von m?. i mit 31 = 1 mod ¢(10'%)
bekommen wir einfach durch

i = PowerMod[3, —1, (10'%)]

= 266666666666667,

eine ziemlich grofle Zahl.
Ein Beispiel:
Bach = 66097099104

ist nicht teilerfremd zu 10*®. Wir hingen eine 1 ans Ende und erhalten

Bach’ = 660970991041 = 10 * Bach + 1,

teilerfremd zu 10%°.

Es ergibt sich die mit e = 3 verschliisselte Zahl

V(Bach’) = PowerMod[Bach’, 3, 10'?]
= 338763670681921.
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Entschliisseln geht mit
PowerMod[V (Bach’),i,10'%] = 660970991041.

Obwohl i sehr grof} ist, hat das Entschliisseln geklappt.
Die Idee zur Verschliisselung ist also:

Man fixiere eine Zahl n € N;. Jede Zahl m aus der Menge
A={m |0<m<nund (m,n)=1}

kann verschliisselt werden. Zum Verschliisseln braucht man einen Exponenten e €
N_|_ mit
(e,;0(n)) = 1.

Die Verschliisselungsfunktion ist dann einfach die e-te Potenz modulo n, also
ViA— Amit V(m)=m"modn.

Zum Verschliisseln braucht man also den Schliissel S = (n,e).

Zum Entschliisseln mufl man ein Inverses 7 von e modulo ¢(n) bestimmen und erhalt
die Entschliisselungsfunktion

E:A— Amit E(m)=m'modn.
Nach dem Satz von Euler gilt in der Tat
E(V(m))=m fir alle m € A.
Kann man, wenn man nur den Schliissel
S = (n,e)

kennt, die Entschliisselungsfunktion finden?

Wenn man ¢(n) bestimmen kann, ist es kein Problem. Jedoch ist es aussichtslos
@(n) etwa fiir eine Zahl

n = pq,

die ein Produkt von sehr grolen Primzahlen p und ¢, p # ¢, ist, zu bestimmen, wenn
man nur n nicht aber p und ¢ kennt. Es gilt ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Um eine sichere
Verschliisselungsmethode mit einem allgemein bekannten Schliissel zu erhalten, kann
man also so vorgehen:

Man sucht zwei ’sehr grofie’ (> 60 Dezimalstellen) Primzahlen p und ¢, die man
geheim hélt. Dann bildet man n = pg und legt eine zu (p — 1)(¢ — 1) teilerfremde
Zahl e fest.

S = (n,e)

ist der Schliissel. Mit Hilfe der geheimen Zahlen p und ¢ findet man ein Inverses ¢
von e modulo (p — 1)(¢ — 1). Auch ¢ halt man geheim. Das Paar

S = (n,1)
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dient zum Entschliisseln: z — F(z) = 2' modn. Da man die Primfaktorzerlegung
von n nach dem heutigen Stand der Theorie in vertretbarer Zeit nicht bestimmen
kann, ist es praktisch unméglich, aus der Kenntis von (n,e) allein den Entschliisse-
lungsexponenten ¢ zu bestimmen. Der Schliissel S = (n, €) kann also ohne die Sicher-
heit verschliisselter Daten zu gefahrden, veréffentlicht werden. Niemandem wird es
gelingen, ohne die Kenntnis der geheimen Zahlen p und ¢ oder der unverschliisselten
Zahl m < n, die mit (n, ) verschliisselte Zahl

V(m)=m modn

zu entschliisseln.

Diese Verschliisselungsmethode heifit das RSA public key crypto-system nach
den Entwicklern Rivest, Shamir, Adleman.

Ubungen 2.1.23
(1) Lose die linearen Kongruenzen

(a) 91z = 84 mod 143
(b) 912 = 84mod 147
(¢) 122 + 16y = 6 mod 30.

(2) Bestimme die Erzeuger der additiven Gruppe (Z/72Z,+). Ist die Gruppe
(Z]72Z)* zyklisch?

(3) Zeige, dafl 22225%55 4 55552222 durch 7 teilbar ist.
(4) Beweise:

(a) Ya€Z:ad* = amod1729
(b) Ya € Z: a"® = amod 2370
(¢) Va € Z mit @« Z 0mod?2 : «* = amod 4030

(5) Beweise:

(a) (a,m)=(a—1,m)=1 — 1 da+talt -+ a1 =0modm.

(b) Jede Primzahl p # 2,5 teilt unendlich viele der Zahlen 1, 11, 111, 1111,
11111,....

(6) (a) Esseien ay,...,ar € Z und myq,... ,my > 2.
Beweise: Das System von Kongruenzen

x=a;,modm;, 1=1,... ,k
ist genau dann l6sbar, wenn
(mi,m;j) | a; — a; fir alle 7, j.

Zwei Losungen sind kongruent modulo kgV(my, ..., my).
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(b) Finde die kleinste positive ganze Zahl, die beim Teilen durch 3 bzw. 4,5,6,7
den Rest 1 bzw. 2,3.4,5 1aft.

(7) Lose die simultanen Kongruenzen

a) x=3mod6 b) = =5mod6
z = Hmod 35 z = Hmod 12
z = 7Tmod 143 z = 19mod 30
z = 11 mod 323

(8) (a) Finde die letzte Ziffer von 7' und 1777
(b) Finde die letzten 3 Ziffern von 19'%%  17005%°%.

(9) Finde die Primfaktorzerlegung von

(a) 93891391424101
(b) 418907
(c) 2955756227

(10) Fiir welche @ € {1,...,14} ist {a,a?, ... ,a'*} ein primes Restsystem modulo
157

(11) Fir Mathematica -Fans:

(a) Schreibe ein Programm zum RSA-Kryptosystem.
(b) Verschliissle den Namen "Heitor Villa Lobos” mit dem Schliissel (n,e),

wobei
n = 1518950245613,
e = 1234567.

Die Zahl V(m) = 974990529047 sei die Verschliisselung von m mit (n, e).

Bestimme m.

(c) Wie findet man grofie Primzahlen?

(12) Fir Mathematica -Fans

Schreibe ein Programm zum Lésen simultaner Kongruenzen.
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2.2 Nicht-lineare Kongruenzen, p-adische Zahlen

Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so bezeichnen wir mit R[z] den Polynomen-
ring der Polynome in der Unbestimmten  und mit Koeffizienten in R.

Ein Polynom f € R[z] vom Grad < n ist durch die Koeffizientenfolge (a,,, a¢y—1, ... ,ao)
mit

f=ax" +- +ax+ag

festgelegt. a; ist der Koeffizient vor z'. Die Gleichheit von Polynomen priift man
durch Koeffizientenvergleich.

Sind xy,...,x, Unbestimmte, n > 2, so wird der Polynomenring R[xy,... ,z,] der
Polynome in den Unbestimmten x4, ... ,z, induktiv definiert durch

Rlxy, ... 2, = Rl@1, ... y2xn-1][xn)].
Man sieht leicht, daB jedes Polynom f € R[xy,... ,z,] in folgender Form geschrieben

werden kann:

_ v Vn
f= E Qyy oo T T o)

V1 0 20
vy +-Fvp <d

wobel a,, ..., € R und d € N geeignet. Die Folge (a,,,... ., )v;>0 heifit die Koeffizien-
tenfolge von f. a,, . ,, ist der Koeflizient vor dem Monom «{* ... 2", f heifit Poly-
nom vom Grad < d, wenn a,, ., = 0furalle (vq,... 1) € N' mit 34 -4v, > d.

n

Die Theorie der diophantischen Gleichungen beschéaftigt sich mit der Frage nach den
ganzzahligen Losungen (x1,...,x,) € Z" eines Systems von Polynomgleichungen

filze, ... 2,) =0
(1) :
fielay, ... x,) =0,
wobel fi,..., fx € Zxy, ... ,2,].

Dieses Problem stellt sich als sehr schwierig heraus. Deshalb betrachtet man an
Stelle des Gleichungssystems (1) zunéchst das System von Kongruenzen

filze, ... 2,) = 0modm
(2) :
fr(xr, ..., 2,) = 0modm,
wobei m € N, m > 2, eine vorgegebene Zahl ist.
Ist (z1,...,2,) € Z" eine Losung des Systems (2) und ist (y1,... ,ys) € Z" mit
v, =y;modm fire=1,... ,n,
so ist auch (yi,...,yn) eine Losung von (2).

Man braucht also nur Lésungen in der endlichen Menge M™ zu suchen, wobei M C Z
ein vollstdndiges Restsystem modulo m ist. Sind m und n klein, so kann man einfach
alle Elemente x € M in die Polynome fi,... , fi einsetzen und priifen, ob

filz) =... = fi(z) = 0modm.

gilt.



2.2 Nicht-lineare Kongruenzen, p-adische Zahlen 59

Beispiel 2.2.1
(1) Es sei

f::z;12—|—:1;10—:1;4—|—:1;2—1.

Um f(2) = 0mod 7 zu lésen, vereinfacht man die Kongruenz mit dem kleinen
Fermat (27 = x mod 7 fiir alle x € Z) zu

:1;6—|—:1:4—:1;4—|—:1;2—1E()m0d7,

also

24+ 22 —1=0mod7.

Da = = 0 keine Losung ist und fiir + # 0mod 7 nach dem kleinen Fermat
2% — 1 = 0mod 7 gilt, hat das Polynom f keine Nullstellen modulo 7.

(2) Betrachten wir das Polynom
f::zj5—:1;4—|—3:1;3—|—2:1;2—:1;1—|—6,

so kann man den kleinen Fermat nicht anwenden, um f(x) = Omod7 zu
vereinfachen. Jetzt macht man einfach eine Wertetabelle

x| f(x) mod 7

-3 0 mod 7

-2 0 mod 7

-1 -3 mod 7

0 -1 mod 7

1 3 mod 7

2 -3 mod 7

3 -2 mod 7

Die Werte f(x) bestimmt man dabei am bequemsten mit dem Hornerschema (siehe
[71).

Yo = 1lmod?7,

Y1 = xyp— lmod?7,

y2 =y +3mod7,

Ys = xys + 2mod 7,

ys = xys — lmod?7,

flea)=ys =ays+6mod 7.

Fiir « = —3 ergibt sich

Yo =1,
n=—4=3,

Y =—-9+3=1,
ys=—3+2=-1,
Yy =3—1=2,

f(=3)=ys=—-6+4+6=0.
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Natiirlich geht es am schnellsten mit dem Computer. In unserem Beispiel geht es so:
fle_] == 2”5 — 2™ + 32”3 + 2272 — 2 + 6270;
Table[{xv f[Q[xv 7]]}7 {l’, _37 3}]

Dabei haben wir die modulare Zahl ¢[x, 7] benutzt. Da wir Potenzieren und Multi-
plikation mit ganzen Zahlen in Beispiel 2.1.6 definiert haben, kann man ¢[z, 7] in das
Polynom f einsetzen. f(x) = 0mod 7 hat also zwei inkongruente Lésungen modulo

7.
Definition 2.2.2 Es sei

140 1%
E [N L Ll <i//1 S PR

V1o s¥n 20
vittrn<d

ein Polynom vom Grad < d. Weiter sei m € N, m > 2. Die Reduktion von f
modulo m, wird dann definiert durch

redm(f) = E I:alll"'ljn]mxllll-..x;n.
V1o 20
v+ Fp<d

Es gilt red,,(f) € Z/mZ[xy, ... ,x,)].
Beispiel 2.2.3 Sei [ = 5a* 4+ 42° + T2? + 20.
redo(f) = 2* + 2% € Fy[x],
reds(f) = [Blsa” + [4]s 2 + [7]s 2* 4 [20]s

Beschreibt man die Elemente von Z/37Z durch die absolut kleinsten Reste —1,0,1,
so erhélt man

reds(f) = —at et 1c¢ F5[x].

Schliefilich ist
reds(f) = —2 + 227 € By o], red ol f) = 0.

Definition 2.2.4 Seien fi,..., fx € Z[x1,...,2,). Mit Vo,(f1,..., fx) bezeichnen
wir die Menge aller n-Tupel (xy,...,2,) € (Z/mZ)" mit fi(xq,...,2,) = ... =
felxr, ... ,2,) =01in Z/mZ.

Sind ay,...,a, € Z Représentanten von x1,... ,z,, so bedeutet das
filar, ... ;a,) = ... = fi(ar,... ,a,) = 0modm.
Ist allgemeiner R irgendein kommutativer Ring mit Eins, so wird mit
Va(fiy oo o fr)
das Nullstellengebilde von fi,..., fr iiber R bezeichnet.
re€Vr(fi,... fo) =z e R und fi(z)=...= fulz)=0.

In diesem Sinne ist

Vin(fis oo fi) = Vaymz(frs -5 fr)-
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Trivialerweise gilt

Lemma 2.2.5 Sei f = (f1,..., fx), fi € Z[z1,... ,2,) und ¢ : R — S ein Ringho-
momorphismus. Dann induziert ¢ eine Abbildung

px: VR(S) — Vs([)
mit
99*(1'1, s 7$n) = (99(1‘1), s 799(1;71))
Ist ¥ : S — T ein weiterer Ringhomomorphismus, so gilt

(Y o) =00
AuBerdem ist (idr). = idy,(s). Man sagt daher: R —— Vg(f) ist ein Funktor V/(f)

von der Kategorie der kommutativen Ringe mit Eins in die Kategorie der Mengen.
Die Elemente von Vg(f) heiflen auch R-wertige Punkte von V(f). Fiir die Zahlen-

theorie ist nun die Frage interessant, ob

Va(f) # 0

und wenn ja, welche Struktur die Menge Vz( f) besitzt.

In unmittelbarem Zusammenhang damit steht die Frage nach der Existenz von ra-
tionalen Punkten:

Ist Vo(f) # 07

Zunédchst befassen wir uns mit Vz/,,z(f). Aus dem chinesischen Restsatz folgt

Lemma 2.2.6 Es sei m = p{*...po" die kanonische Primfaktorzerlegung von m.

Dann gilt: Der Ringisomorphismus
G:Z/mZ — Z[p L < ... x L]pXZ
induziert eine Bijektion

D, Vin(f) — Vo (f) x oo x Viar ().

Pr

Beweis: Ist R = R; x ... x R,, so gilt

VR(f) = VR, (f) x ... x Vg,(f)
Ol

Durch dieses Lemma ist das Losen von Kongruenzen modulo m auf den Fall der
Primzahlpotenzen m = p® reduziert.

Insbesondere ist
ar: Np — N
mit ay := #V,,(f) eine multiplikative Funktion:

r

ag(m) = [[as(pf), fiiv m =T pi"
=1

=1
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Wir beginnen mit den Primzahlen selbst.

Da F, = Z/pZ ein Korper ist, sind wir auf dem vertrauten Gebiet der Polynome mit
Koeflizienten in einem Koérper K. Die Polynome fi,..., fi € Z[z;...x,] kann man
mit Hilfe der Reduktionsabbildung Z — K, n —— n - 1;, welche im Fall K = F,
nichts anderes als die Restklassenabbildung n —— n mod p ist, als Polynome

red(f1),...red(fr) € K[xy,. .., x,]

auflassen.

VIx(f) C K"

ist das Nullstellengebilde dieser Polynome im n-dimensionalen Zahlenraum K™. Ist
K =T, so ist K™ endlich und besitzt p” Elemente.

Bekanntlich gilt
Lemma 2.2.7 Es sei A ein Kérper und
f=a 2"+ -+ a4+ as € K|z]
ein Polynom vom Grad n (also a, # 0). Dann gilt
a) Fir c e K gilt:
fle)=0< dqe K[z]: f=(x—¢)q.
b) f besitzt hochstens n Nullstellen.

Beweis:

zu a) Wir wéahlen einen "brutalen” Beweis. Sei @ = y + ¢. Dann ist

[ ==Y mwta = 3 (£ )eom

m
k=0 n>k>m>0

-5 (B ()

m=0 \k=m

(¢) + (i > ax (2) ck—mym—1> Ly

also f(¢)=0<—= f=(x—¢)q.
Eleganter ist natiirlich der Beweis mit Hilfe des Divisionsalgorithmus in K'[z].

Analog zu 1.1 beweist man (Ubung) den folgenden Divisionsalgorithmus:
Va,be K[z],b£ 03 q,r € K[x],

so dafB}
a=gb+rund r =0 oder grad r < grad b
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(siehe [6]).
Jetzt ergibt also Teilen von f durch (x — ¢) die Darstellung

f=q-(x—c¢)+r mitr =0 oder grad r = 0.
Es gilt offensichtlich, wie man durch Einsetzen von = = ¢ erkennt,

fle)=r.

U
zu b) Sind ¢1,..., ¢, € K Nullstellen von f,sogilt f=(x—¢) ... (2 —¢n) - q,
also n = m + grad ¢ > m. O

Beispiel 2.2.8
(1) Sei p eine Primzahl. Nach dem kleinen Fermat hat f = 2? — x € Z[z] alle
Elemente von F, als Nullstellen:

Volf) =T,
Es gilt also die Gleichung
p—1
2’ —ax=||(z—¢)in F,[z].
c=0

Man beachte: ¥ —z ist ein von Null verschiedenes Polynom in F, [¢], grad («?—
x) = p. Aber die durch a? — x definierte Funktion

F, —F,, c—c—¢,
ist die Nullfunktion.

(2) Wir wollen sehen, daf§ ein Polynom f € R[z] vom Grad d mit Koeffizienten in
einem Ring mehr als d Nullstellen haben kann. Das wohl einfachste Beispiel
ist

f = 2% —1 als Polynom in Z/8Z[z].

f hat die vier verschiedenen Nullstellen
+1, £1 + 4 modulo 8.

Diese vier Losungen modulo 8 sind modulo 2 untereinander gleich. Als Polynom
in Z /2Z[x] gilt ja auch
2t —1=(x—1)>%

1 mod 2 ist also eine doppelte Nullstelle.
(3) Nicht jedes Polynom f € F,[x] vom Grad grofier als Null hat Nullstellen in F,,.

Zum Beispiel gilt 02 = 0, 1?2 = 1, 22 = 1 mod 3, also hat 2? +1 keine Nullstelle
n [Fg.
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Wir beschreiben jetzt ein Losungsverfahren fiir nichtlineare Kongruenzen

f(z) = 0mod p~.
Zunéchst bestimmt man die Lésungen von

f(z) =0modp
und steigt dann sukzessive zu den Potenzen p?,p>,...,p>~t, p auf.
Ist schon ein ¢ € Z mit

fle) =0modp™™', 0 <ec<p™ !,
gefunden, so sucht man d € Z mit
f(d) =0modp”, 0 <d < p® und d = cmod p*~'.
Letztere Bedingung bedeutet:
d=cH+tp* ' fiireint € Z,0<t < p.
Es ist also ¢t zu bestimmen, so daf}
fle+tp*~') = 0mod p°.

Dazu berechnen wir f(c+ ¢p*~*) mit Hilfe der Taylorentwicklung um den Punkt ¢ :

e+ Plemy =+ LDy

= J(¢) + J(c)tp~ mod .

fle+tp™™)

Also gilt
fle+tp*™') = 0mod p* —
(%) fle)+ fe)tp®' = 0mod p~.
Da schon f(c¢) = 0mod p*~! gilt, folgt

f(e)
po-l

€7,

und die Kongruenz () ist dquivalent zu der linearen Kongruenz

(%) ]% + f'(¢)t = 0mod p.

Damit folgt

Lemma 2.2.9 Es sei p Primzahl und « > 2, f € Z[z] und ¢ € Z sei Losung der
Kongruenz

f(z) = 0mod p™'.
Ist f'(¢) Z 0modp, so gibt es modulo p* genau ein d € Z mit f(d) = modp®
und d = cmod p*~t. Ist f'(¢) = Omod p, so sind entweder alle Zahlen d € Z mit

d = cmod p*~* Losungen von f(z) = 0mod p® oder es gibt kein d = ¢mod p*~*

f(d) = 0mod p°.

mit
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Beweis: Die Kongruenz (#*) ist genau dann eindeutig modulo p nach ¢ auflésbar,
wenn f'(¢) Z 0mod p. Ist f’(¢) = 0mod p, so sind entweder alle ¢ oder kein ¢ Lésung
von (#*) je nachdem ob f(¢) = 0mod p® oder f(c¢) #Z 0mod p®. O

Definition 2.2.10 f € Z[x] heifit unverzweigt in ¢cmod p, wenn f’(¢) £ 0mod p
gilt.

Korollar 2.2.11 (Henselsches Lemma)
Sei [ € Z[z], p Primzahl, und ¢ € Z sei eine Nullstelle von f modulo p, d.h.

f(e) = 0mod p.

f sei unverzweigt in ¢ modulo p. Dann gibt es zu jedem « > 1 eine ganze Zahl
Co € Z, s0 daBl
fleq) = 0mod p©
und
co = cmod p.

¢, ist modulo p* eindeutig bestimmt, und es gilt ¢, = ¢,—; mod p*~! fiir alle a > 2.

Beweis: Zur Eindeutigkeit: Seien ¢,, ¢, € Z mit f(c,) = f(¢,) = 0mod p® und
¢y = ¢, mod p.

Behauptung: ¢, = ¢/, mod p*.

Dies zeigen wir durch Induktion nach «.

Fiir o = 1 ist nichts zu zeigen.

a—1—= a: Aus f(c,) = f(,) = 0mod p* folgt auch f(c,) = f(c!,) mod p*~t. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt ¢, = ¢/, mod p*~!, und nach Lemma 2.2.9 folgt somit
¢o = ¢, mod p”. O

Beispiel 2.2.12 Es sei f = 2® — 22% + 32 + 9 € Z[z] und p = 3. Dann ist
redsf = 2° — 22 = 2*(z + 1) € Fs[z].

Also ist 2 eine einfache Nullstelle von f modulo 3. Nach dem Henselschen Lemma
gibt es eine Folge (¢4 )aen, von ganzen Zahlen ¢, € Z mit

01::2
Co = Coqgmod3°7! fiir a0 > 2

und f(c¢,) = 0mod 3° fiir alle o > 1.

¢, wird sukzessive berechnet:
(1) Co = Ch—1 +-ta_13a_l, ta - {0,1,2},

wobei t,_; die Losung der linearen Kongruenz
f(ca—l)

3&—1
ist. Da f'(2) = reds f'(2) = 4 = 1 mod 3, folgt

+ f'(2)ta—1 = 0mod 3



66 Kongruenzen, Restklassen

flea-1)

(2) lo1 = — = mod 3.
Wegen (1) gilt
(3) Co = Com1 — f(ca—1)mod 3.

Mit ¢; = 2 beginnend erhdlt man aus (3)
ca=c—fle1)=2—f(2)=2—-15=—=13=5mod9, also c; =5
usw. ¢, hat wegen (1) die 3-adische Darstellung
Ca=to+ 13+ +1,13" 7" = (taitaz - - tito)s

wobei ty = ¢; gesetzt wird.
Co = Co_g mod p*~!

bedeutet nun gerade, daf} ¢, und ¢,_; in den letzten « Ziffern der 3-adischen Dar-
stellung iibereinstimmen.

Beim 7 Aufstieg” von ¢,_; nach ¢, erhdlt man also eine neue erste Ziffer in der
3-adischen Darstellung

Ca—1 = (ta—Q .- -t0)3 ~ Cy = ( o1 lo—a.. -t0)3

neue Ziffer

Die Folge a = (¢, mod3%),>1 ist ein Beispiel einer 3-adischen ganzen Zahl. a kann
man als Nullstelle von f ansehen.

fla)=0
soll dabei heifien, dafl f(c,) =0mod3* ¥V a > 1.

Definition 2.2.13 Es sei p eine Primzahl. Fiir « > 2 sei p, : Z/p°Z — Z/p*~'Z
die kanonische surjektive Abbildung mit

po(cmod p”) = cmod p® .

Eine ganze p-adische Zahl « ist eine Folge ¢ = (a,)a>1 von Restklassen a, €
Z[p°Z mit der Eigenschaft

palts) = a1 YV a>2.

Mit Z, bezeichnen wir die Menge aller ganzen p-adischen Zahlen.
Sind a = (a,), b= (b,) € Zy, so definieren wir

a+b:=(a, +b,),
ab = (aab,).

Da p, ein Ringhomomorphismus ist, gilt
a+b, ab e Z,.

Man sieht leicht:
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(Z,, 4+, -) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

1 =(1,1,...) ist das Einselement, und
0 =1(0,0,...) ist das Nullelement in Z,.
Z, heifit der Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

Lemma 2.2.14 (p-adische Entwicklung)
Zu jeder ganzen p-adischen Zahl a = (a,) € Z, gibt es eine eindeutig bestimmte
Ziffernfolge

(ta)aen von Ziffern’ t, € {0,1,... ,p—1},

so daf

a—1
Gy = (Z tl,p”> mod p® fiir alle o > 1.
v=0

~1
Die natiirliche Zahl ¢, = > t,p” = (ta—1ta-2...to), ist der Reprisentant von a, im
v=0
kleinsten positiven Restsystem modulo p®.

Die Ziffernfolge (¢, ), die man traditionell auch in der Form

(v tatort ... tilo),

schreibt, heifit die p-adische Entwicklung von a. Suggestiver ist die Schreibweise

a= > t,p' a, (oder auch ¢,) heiit die Approximation der Ordnung « von a.
v=0

Die Abbildung
Zp — {(ta)ozEN | lo € {07 17 cee s p = 1}}

ist bijektiv. O
Lemma 2.2.15 Sei p eine Primzahl.

(1) Die Abbildung
YL — L,

mit
¢(n) = (nmod p”)ax1

ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

(2) Z, ist nullteilerfrei.

Beweis:

(1) Da die Restklassenabbildungen Z — Z/p°Z Ringhomomorphismen sind, ist
¢ ein Ringhomomorphismus. Ist nun ¢(n) = 0, so ist n durch alle Potenzen
von p teilbar, und somit gilt n = 0. Folglich ist ¢ injektiv.

(2) Seien a,b € Z,, und es gelte

ab=10, b#0.
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Es sei

a—1

ay = (Z tl,p”> mod p®, 0 < ¢, < p,
v=0
a—1

b, = (Z sl,p”> mod p®, 0 < s, < p.

v=0

Da b # 0, gibt es ein k > 0, so daB
Sg=...= 81 =0, sp #0.
ab = 0 bedeutet nach Definition der Multiplikation

a—1 a—1
(Z tl,p”> (Z Sl,p”> =0modp® Va>1.

v=0 v=0

Insbesondere ist fira =%k +1

k
0= (Z tl,p”> spp® = tospp” mod pitt,
v=0

also 0 = tpsg mod p. Da g, sx € {0,... ,p— 1} und s, # 0, folgt {; = 0.
Sei nun schon tg = ... = t,,_1 = 0 gezeigt. Dann folgt aus arymi10p1me1 = 0 die
Kongruenz

k4+m k4+m
0= (Z tl,p”> (Z Sl,p”> = tmpmskpk modpk"'m"'l,
v=m v=k

also t,,s; = 0mod p und somit ¢, = 0.
Induktiv hat sich also t, =0 V a > 0 ergeben, d.h. a = 0. O]
Im Ring Z, (anders als in Z /p°Z) gilt also die Kiirzungsregel:

ab=1ab, b£0=a=4d.
Definition 2.2.16 Die Einheiten in Z, heiflen p-adische Einheiten.

Lemma 2.2.17 Sei a = (a4)a>1 € Zp.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a ist p-adische Einheit
(2) a1 #0in F,

(3) pta,dh. 2beZ,: a= pb.
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Beweis: (1) = (2):a € Z = b€ Zp, sodaB ab=1 = a1by = 1 = a; # 0.
(2) = (1): Sei a; # 0 = 33 € F, mit a1 8 = 1. Nach dem Henselschen Lemma fiir
Z, (siehe 2.2.18) angewandt auf das Polynom f = ax — 1 € Z,[z] gibt es ein b € Z,
mit ab =1 und b; = .
(2) < (3) gilt weil a; = 0 < p|a. O
Sei q : Z, = F, die Projektion

q((aa)a>1) = ay.

Dann ist ¢ surjektiver Ringhomomorphismus mit kerq = pZ, = {pb | b € Z,} und
ZY=q " (F¥), Ff ={1,2,...,p—1}.
Eine p-adische Entwicklung

zz:tvpyv tV € {07"'7p'_'1}7
v=0

beschreibt genau dann eine p-adische Einheit, wenn to # 0 gilt.

Die Abbildung ¢ : Z, — F, induziert einen Homomorphismus von Polynomenrin-

gen
red, : Z,Jz] = F,[z]
mit
red, (Z al,:zj”> = Za%lx”,
v=0 v=0
wobel a, = (aya)a>1 € Zp fiir v = 0,...,m. Genauso induziert ¢ : Z, —

Z/p°Z, a — a, den Homomorphismus
redye @ Zyx]) = Z/p°Z[x].
Satz 2.2.18 (Henselsches Lemma fiir Z,)
Es sei F'= zm: a,2” € Zylx] und f =red, F' € F,[z] die Reduktion modulo p. Es sei

v=0
a € [, eine einfache Nullstelle von f, d.h. f(a) =0, f'(a) # 0. Dann gibt es genau
eine ganze p-adische Zahl a € Z, mit F(a) =0 und a; = o

Beweis: Wir machen den Ansatz ¢ = (a,) mit

a—1
ay = ¢, mod p® mit ¢, = Ztl,p”, 0<t, <p.
v=0

und konstruieren induktiv die Ziffern to, t1, t5, ... mit F(c¢,) = 0mod p®, d.h. red,e F'(a,) =
0 in Z/p°Z.
Wir starten mit 0 < ¢y < p, wobei

a =tomodp = a;.
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Sei a, = ¢, mod p® schon konstruiert, so dal F(¢,) = 0mod p®, d.h. F(c,) € Z, hat
eine p-adische Entwicklung der Form

(.. 804184 0...0 ),

a Ziffern
F(ca) . . . ,
hat dann die p-adische Entwicklung (... $44+184)p, Wobei
pO[
Fle,
0 < s <p, < (e )> = s, mod p.
P 1

Man erhélt dann fiir ¢,41 = ¢, + t4p™ :
F(cat1) = 0mod p®t! <= F(c,) + F'(co)tap® = 0mod p*t! —

Fle,
(%) (ca) + F'(cy)ta = 0mod p.
pO[

Sei nun # = bmodp, 0 < b < p, ein Inverses von f'(«) in F,. Da F'(¢,) modp =
F'(er)mod p = f'(«), ist somit (*) dquivalent zu

bsy, +t, =0modp, d.h.t, =—bs,modp.

Damit haben wir die Lésung

a4 = (aoz)oz>1

rekursiv gefunden. O

Wir erinnern an den Begriff des Quotientenkoérpers. So wie man aus Z den Korper
@ der rationalen Zahlen konstruiert, kann man aus jedem Integritatsbereich R den
Quotientenkérper K von R konstruieren (siehe etwa [1]).

K besteht aus den Briichen %, wobei a,b € R und b # 0. Dabei gilt

a C
g:8<:>ad:bc,

und die Rechneroperationen werden durch

d+b
':a+cund

€ “.c.
b d’ bd b d’ bd
eingefithrt. Sind a,b € R\{0}, so ist
a~1 b
G) =o

Definition 2.2.19 Der Quotientenkérper von Z, wird mit Q, bezeichnet und heift
der Korper der p-adischen Zahlen.

a

ac

Lemma 2.2.20 Zu jeder p-adischen Zahl z € Q,\{0} gibt es genau ein k € Z und

eine p-adische Einheit e € Z, so dal} z = k- e.

Beweis:
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(1) Seia € Z,, a # 0. Wir setzen
k = max{a € Ny | a, = 0}.

Es gilt dann also
a=(0,...,0,a541,Cht2,-.-)
mit agyq # 0 in Z/p"HZ.
Die p-adische Entwicklung von a hat die Form (...¢541¢40...0), mit ¢, # 0,

also
a—1
Gy = Ztl,p” mod p® fiir a > k.
v==k
Setzt man e = (€4)a>1 mit
a—1
€y = ZtHUpV mod p® fir a > 1,
v=0

so gilt:
a = pFeund da e; = tymodp # 0,

ist e nach Lemma 2.2.17 eine p-adische Einheit.

(2) Seiz € Qp, z #0, etwa 2 = § mit a,b € Z,\{0}. Nach dem ersten Schritt gibt
es Zahlen ki, ky > 0 und p-adische Einheiten ey, e € Z 7, so daBl a = pfrey, b=
pF2eqy, also z = ab™ = pkl_k2elez_1 =pfemitk =k —ky, und e = 6162_1.

Damit ist die Existenz einer Darstellung
z=pre (keZ, c€Z))
bewiesen.
(3) Zum Beweis der Eindeutigkeit geht man von zwei Darstellungen
Z:pke, z=p"f, kym € Z, e,fGZ;

aus. Dann folgt 1 = p* ™ef !, alsok—m=0und 1 =ef~', d.h. kK = m und
e=f. O

Definition 2.2.21 Die p-adische Bewertung
vy, Q = Z U {0}

wird folgendermaflen definiert:
Fir z € Q,\{0} setzt man

wenn zp~* eine p-adische Einheit ist.
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Lemma 2.2.22 v, : Q, — Z U {co} ist eine diskrete Bewertung auf dem Korper
Q,, d.h. es gelten die Axiome einer diskreten Bewertung:

(1) vp(z) =0 <= 2=0
(2) v(z0) = 0() +vpw) ¥ zweQ,
(3) vp(z 4 w) > min(v,(2),v,(w)) fir alle z,w € Q,.
(Dabei wird wie fiblich gesetat:
0>k, cotk=k+oo=00 VkeZU{ox}.)
Weiter gilt fiir = € Q, :

z ist ganze p-adische Zahl <= v,(z) > 0,
z ist p-adische Einheit <= v,(z) = 0. O

Man kann also Z, mit Hilfe von v, als den Unterring von Q,, der aus allen Elementen
z mit v,(z) > 0 besteht, charakterisieren.

Definition 2.2.23 Fiir z € Q, sei

2], = p~r) o falls 2 #£0
=0 , falls z =0.

Lemma 2.2.24 | |, ist eine nichtarchimedische Norm auf Q,, d.h. es gilt

(1) ¢l 2 0, [2ly = 0 = = = 0

2) [zl = 4y o],

(3) |2 + wly < max(|2], [wl,). n
Definition 2.2.25 Eine Folge (z,,)nen von p-adischen Zahlen z, € Q, heifit

a) p-adisch konvergent gegen z € Q, <=

lim |z —z,], =0
n— 0o

b) p-adische Cauchyfolge: <—

Ve>03dINeN VYnm>N:|z,—zn|, <e

Satz 2.2.26 Q, ist vollstédndig, d.h. jede p-adische Cauchyfolge ist p-adisch konver-
gent.
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Beweis: Sei (z,) eine p-adische Cauchyfolge. Sei N € N so gewihlt, dafl
|z, — 2n]p, < 1 fiir alle n > N.
Dann gilt

|zn], < max(|zn]p, 1) flir n > N, also
|znlp, < K i=max(1, |z1]p ..., |2n|p) VR EN

= vp(2,) > —log, K > [ fiir ein | € Z
=z, = p~'z, € Z, ist ganz und (z,,) ist ebenfalls p-adische Cauchyfolge.

Es geniigt zu zeigen, daBl (x,) gegen eine p-adische Zahl & konvergiert. Dann kon-
vergiert (z,,) gegen p'z.

Esgilt: VE>0 AN, €N Vn,m>Ng

d.h.
V(T — ) > k.

Die Folge (Ny) sei monoton wachsend gewahlt. Es sei

ag = (xn, )k € Z/ka

(die k-te Partialsumme der p-adischen Entwicklung von ay;, ).
Da v,(zn,,, —zn,) =k, gilt
prr1(@rsr) = a,
also ist a = (ag)e>1 € Zp.
Nach Konstruktion ist
vpla —an, ) >k,

weil a = (xn, ). Flir n > Ny, gilt
ol = 22) = min(uya — 23, eplim, — ) =

also

¢ = lim z,.
n—00

4

Lemma 2.2.27 Ist z € Q,, z # 0 und v,(2z) = k, so gibt es eindeutig bestimmte
Ziffern t, € {0,1,... ,p— 1} fiir v > k, so daf

z= Z t,p” (p — adische Konvergenz).
v==k
z ist also der p-adische Limes der Folge (Z tl,p”> rationaler Zahlen
n>k

v=k
(ganzer Zahlen, wenn z ganze p-adische Zahl ist).
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Beweis: Es gilt z = pFe mit e € Zy. Sei ZUMPU die p-adische Entwicklung von
v=0

e.
2y 1= zn:tl,p” cQfirn > k.
Es folgt -
ol = ) = v, (p’f (- imf-k))
v=k
=k+v, (e—zn:typ”_k> > k+(n—Fk)=n,

v=k
also |z — z,|, < p™" — 0, falls n — oo. O
Korollar 2.2.28 Q ist dicht in @, bzgl. der Norm | |,. O

Man nennt daher Q, die p-adische Komplettierung von Q.

Die unendlich vielen verschiedenen Kérper Q,, p Primzahl, und R, die alle nach dem
gleichen Konstruktionsprinzip gewonnen worden sind (ndmlich als Vervollstandigung
von Q bzgl. einer Norm auf @), heiflen die lokalen Kérper von Q.

Wir bemerken noch: Die verschéarfte Dreiecksungleichung

|z + y|p < maX(|x|p, |y|p)

hat ungewohnte Konsequenzen fiir die Topologie auf Q,, z.B. ist eine unendliche

Reihe > z, von p-adischen Zahlen z, € Q, genau dann konvergent, wenn die Folge
n=1

(z5) der Glieder eine Nullfolge ist. Es gilt ja

m
>
n=~k

< max |z, <e,
k<n<m

wenn |z,| < e fiir n > k.
Zur p-adischen Analysis siehe [10] und [19].

Wir kommen zu Polynomen in mehreren Verdnderlichen zuriick.

Definition 2.2.29 Ein Polynom f € F,[x4,... ,x,] heiit reduziert, wenn
p—1
f= Z Ay T5 o T,
V1 yeer =0

d.h. wenn f in jeder Unbestimmten vom Grad < p — 1 ist.

Lemma 2.2.30 Ist f € F,[x1,...,2,], so gibt es ein eindeutig bestimmtes reduzier-
tes Polynom g € F,[xy,... ,2,] mit der Eigenschaft Va € F} : f(a) = g(a). Weiter
gilt grad g < grad f und V(f) = V(g) in F}.
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Beweis:

(1) Existenz: Sei v = (v4,...,v,) € N™.
Da a” =a Vae&F,, betrachtet man

vi=qp+ri, ¢G>0, 0<r <p.

Es folgt ~
a” =a??q" =avd" =a VYaekl,
mit ¢; +r = 1; < vy, falls v; > p.
Man iteriere solange bis die Exponenten kleiner als p sind.
Es gibt also ein g = (p1,...,v) mit 0 < p; <pfiri=1,...,n,so daf
a’=a" Vael.

Im Polynom f ersetzt man dann das Monom " durch z* und erhilt ein
reduziertes Polynom ¢ mit f(a) = g(a) fiir alle a € F}.

(2) Eindeutigkeit: Sei f € F,[1,... ,x,] reduziert und
fla)=0 Vacl,.

Behauptung: f = 0 (Nullpolynom)
p—1
Beweis: Sei f = > foar mit f, € F,[x1,... ,2,-1] reduziert. Seia’ = (a1,... ,an-1) €
v=0
p—1
F7~!. Dann ist for := z_:ofl,(a’)xz € F,[z,] Polynom vom Grad < p mit p Null-
stellen, also for =0, d.h. f,(a) =0 Yd €F "
Nach Induktionsvoraussetzung ist f, = 0 fiir alle v, also f = 0. g
Satz 2.2.31 (Chevalley)

Hat ein Polynom f € F,[x,...,2,] vom Grad d < n eine Nullstelle in F7, so hat f
mindestens zwei verschiedene Nullstellen in F}.

Beweis: Der Beweis ist trickreich.

Annahme: a € F) ist die einzige Nullstelle von f. Wir wollen den kleinen Fermat
ausnutzen und betrachten deshalb

h=1— "t eF,lz1,...,2,)
Es gilt: h(a) = 1, und fiir b # a ist f(b) # 0, also f(b)?~! = 1 und somit
h(b) = 0 fiir alle b € F) \{a}.

Sei a = (ay,...,a,). Auch das Polynom

n

=10 = (2 = a:)"™)

=1
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hat die Eigenschaft
h™(a) =1, h*(b) = 0 fiir b # a.

Da h* reduziert ist, ist (nach Lemma 2.2.30) h* die Reduktion von h. Es folgt grad
h* < grad h im Widerspruch zu grad h* =n(p—1) > d(p — 1) = grad h. O

Definition 2.2.32 Ein Polynom [ € R[xy,...,z,] heiBt homogen vom Grad
d <=

J— V1 1%
f= g Qyy o V]t o xlm

4ot =d

Korollar 2.2.33 Ein homogenes Polynom f € F,[xy,... ,2,] vom Grad d, 1 < d <
n hat mindestens eine nichttriviale Nullstelle in F;.

Beweis: f hat die triviale Nullstelle (0,...,0). Nach dem Satz von Chevalley gibt
es eine weitere Nullstelle. O

Das Henselsche Lemma fiir Z, laft sich auch fiir Polynome in n Verdnderlichen
aussprechen.

Satz 2.2.34 Sei F' € Z,[x1,...,2,) und f C F,[x1,...,2,] die Reduktion von F
modulo p. Es sei o € ) eine Nullstelle von f, und es gelte

Vi) = (Gt @) #0

Dann gibt es eine Nullstelle « € Z7 von F mit amod p = a.

Beweis: Es sei %(a) # 0und @ = (a,...,d,) € Z} sei Reprdsentant von a =
(a1,...,0,). Man setze dann

Fv(:zj) = F(ay,...,dj—1,2,d;41,... ,0a,) und

fla):= flag, o a1, @, 041,00, 0p).

Dann gilt f(aj) =0 und ]/Cv’(ozj) # 0.
Nach dem Henselschen Lemma gibt es also ein a; € Z, mit Fv(aj) = 0 und ¢; modp =

;. a=(dy,...,0j-1,0j,0j41,... ,0,) ist dann eine Nullstelle von F' mit ¢ mod p =
o. U

Korollar 2.2.35 Es sei
F=az®+ by2 +et + 2dxy + 2exz 4+ 2fyz

mit a,b,¢,d, e, f € Z,und es gelte

D = det = 41.

o a9
~ O QL
A

Dann gibt es fiir jede Primzahl p > 2 eine primitive Nullstelle (x,y, z) € Zi von F.

Dabei heifit (v1,...,2,) € Z] primitiv, wenn wenigstens ein x; eine p-adische
Einheit ist.
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Beweis: Sei /' die Reduktion von F modulo p. Dann ist Fe F,[x,y, z] homogen
vom Grad 2, und nach 2.2.33 gibt es eine nichttriviale Nullstelle (¢,7,¢) € F von

F. Diese Nullstelle ist einfach, denn die Ableitung von F st

a d e £

VEEn =2 d b f 0
e f ¢ ¢

a d e
Da p # 2, ist also Vﬁ(f,n,() # 0, weil (£,n7,() #0unddet | d b f | #0modp.
e [ ¢
Nach Satz 2.2.34 gibt es eine Nullstelle (x,y,z) € Zi von F mit xmodp = &,
ymodp =mn, zmodp = (. Da (&,n,() # 0, ist (x,y, z) primitiv. O
Die Frage nach der Existenz nichttrivialer ganzzahliger (oder rationaler) Nullstellen
wollen wir spater behandeln. Hier nur einige Beispiele:

Beispiel 2.2.36
(1) F = 2? +y* — 2? hat bekanntlich viele Nullstellen (x,y, z) € Z? zum Beispiel

(1,0,1), (0,1,1), (3,4,5).

Ist (z,y,2) € Z*\0 eine nichttriviale Nullstelle von F', so muf} z # 0 gelten,
und -
22 ca
2z

ist dann eine rationale Nullstelle von
f=a2>+y> -1

Ist nun umgekehrt (a,b) € Q* eine Nullstelle von f, so ist fiir jeden gemeinsa-
men Nenner ¢ von a und b das Tripel (ac,be,c) € Z* Nullstelle von F'. Durch
eine simple geometrische Uberlegung bekommt man alle rationalen Nullstellen
(a,b) € Q* von f: Man schneidet die Gerade y = ma + 1 der rationalen Stei-
gung m € Q\{0} mit der Kreislinie 2% 4+ y* = 1. Der von (0,1) verschiedene
Schnittpunkt (a,b) ist rational. Alle rationalen Punkte von x? + y? = 1 mit
Ausnahme von (0, +1) werden so erhalten

y=mx+1
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(siehe [14].)

(2) f = 22* 4 y* — 527 besitzt keine nichttrivialen ganzzahligen Nullstellen. Dazu
braucht man nur zu zeigen, daf}

reds f = 22% + y* € Fs[z, y]
keine nichttriviale Nullstelle in F: hat. Das erledigt man durch Einsetzen von
r=0,+1,£2, y=0,+1,+£2.

Fiir jede Losung (z,y,2) € Z* von f = 0 gilt dann x = 5z’,y = 5y’ und somit
auch 102" + 5y"? — 2% = 0, folglich z = 52/, also 22" + 2% — 5% = 0.

Durch Iteration sieht man: z,y, z sind durch alle Potenzen von 5 teilbar, und
somit gilt (x,y,z) = (0,0,0).

Beispiel 2.2.37 Wir betrachten die Frage, ob eine ganze Zahl n € Z in Q, eine
Quadratwurzel besitzt. Wir untersuchen also das Polynom

f=2a>—n¢cZ]

auf Nullstellen in Q,.

(Fir den Korper R ist die Antwort bekanntlich: Genau dann, wenn n > 0 ist, gibt
es eine reelle Quadratwurzel von n.)

Ist nun n # 0 mod p und hat
red,f = 2> —nmod p € F,[]
eine Nullstelle o in F,,, so ist
red, f = (¢ — a)( + )

und o # —o falls p > 2.

a, —a sind also einfache Nullstellen und nach dem Henselschen Lemma gibt es genau

zwel Nullstellen ¢ und —a in Z,. Sei etwa n = —1 und p = 5. Dann ist
22 =4 = —1mod5,
also besitzt —1 zwei Quadratwurzeln in s, namlich @ = 2mod 5 und —a = —2mod 5.

f = 2*+ 1 hat die Ableitung f’ = 2z und fiir ¢; := 2 gilt f'(2) = 4.
Wegen 4 -4 = 1mod 5 ist § =4mod5 das Inverse von f'(«) in Fs und somit erhalt
man aus dem Beweis des Henselschen Lemmas die Rekursionsformel

1 = 2
(+) { crr1 = o —4(c2 + 1)mod 5! fiir k > 2
wobei 0 < ¢, < 5*

a = (agp)p>1 mit ar = ¢ mod 5% € Z /5" Z
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ist dann eine Quadratwurzel von —1 in Q5.

Es ist leicht die 5-adische Entwicklung von a aus (*) zu bestimmen.

1= (2)s
cy =2 —20 =7mod 25 =
e =T7=(12);
c3=7—4-50=7+450=57Tmod 125, also
e = 57 = (212)5
¢y =57 —4-2250 = 57 4+ 1000 = 432 mod 625, also
cqs =432 = (3212)5 usw.
Das in Q[z] irreduzible Polynom z* 4 1 ist also in dem Oberring Q5[] reduzibel.

Beispiel 2.2.38 Wir wollen ein Mathematica -Programm zum Henselschen Lem-
ma entwickeln. Ist f € Z[z] ein Polynom, p eine Primzahl, ¢ € {0,1,... ,p— 1} eine
einfache Nullstelle von f modulo p und £ > 1, so soll

cr = hensel[f, ¢, k,p], 0 < ¢ < pF

die k-te Approximation der Lésung a € Z, von f = 0 mit ¢ = ¢mod p sein.

Zunachst bemerken wir: In Mathematica wird ein Ausdruck wie
f= 22°% + 32 + 1

als Polynom in Z[z] betrachtet. f ist keine Funktion. Man kann den Wert von f an
der Stelle @ nicht durch f[a] berechnen. Vielmehr bedient man sich eines anderen

Konstrukts (siehe [11] Abschnitt 10):
r—>a
bedeutet, da} & durch a zu ersetzen ist. Der Befehl

fl.x—>a

bewirkt, dafl jeder im Ausdruck f vorkommende Term = durch a ersetzt wird.

Also erhdlt man durch
Fhilfdla] = /. v — > a
die zum Polynom f € Z[x] gehorende Funktion
TR

Jetzt kann man etwa den Wert von f an Stelle # = 2 durch fkt[f][2] berechnen. In
unserem konkreten Beispiel ergibt sich

FESI2) = f/. « —>2=23.
Mit dem Befehl ‘Solve’ kann man Gleichungen l6sen (siehe [23] 3.4.11). Sei f € Z[x]

ein beliebiges Polynom in z.

R = Solve[f == 0 && Modulus == p, 2]
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ergibt die Liste der Lésungen der Kongruenz
f(z) = 0mod p.
Das erste Element der Liste R hat die Form von Einsetzungsregeln
R[1] = { Modulus — > p,z — > ¢ }.
Den kleinsten positiven Rest von ¢; modulo p erhédlt man durch
¢ = Mod[z/. R[1], p].

x/. R[1] bedeutet ja, daf auf = die ‘Regel” R[1] angewendet wird, also « durch die
Zahl ¢ ersetzt wird. Durch

L = Map[Mod[#, pl&, z/. R]

erhdlt man die Liste aller Losungen von f(x) = 0 mod p, normiert als positive kleinste
Reste modulo p. Dabei ist /. R zunédchst die Liste aller Losungen. Auf diese Liste
wird dann elementweise die Funktion ¢ — Mod|[c, p] angewandt. In Mathematica
kann man diese Funktion einfach als

g = Mod[#, pl&

bezeichnen (siehe [23] 2.2.5). Der Befehl Map bewirkt:

Maplg, {e1,... ,en}] = {gler], - s glen] )

Natiirlich kann es passieren, dafi die Kongruenz f(z) = 0 mod p keine Losung besitzt.

Dann wird
L={}

ausgegeben. Weiter kann es passieren, daB einige Losungen in der Liste z/. R keine
ganzen Zahlen sind. Mit folgendem Befehl werden aus einer Liste A die ganzen
Zahlen herausgepickt.

ganz[A_] := Select[A, Integer(Q)]
Wir modifizieren unsere Definition von L durch
L = Map[Mod[#. pl&c, ganzlx/. R]]

Damit ist
L=A{c,...,¢,} (n=Length[L])
die Liste der Losungen von f(x) = 0mod p.

Um zu sehen, welche Nullstellen ¢; einfach modulo p sind, betrachten wir die Matrix

(= Wertetabelle)
e1 f'(er)modp

¢ f'(¢,) modp
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und vergleichen sie mit

B = :
¢, 0

C = Complement[A, B] besteht dann nur noch aus den Zeilen (¢;, f'(¢;) mod p) mit
¢; mod p # 0.

In Mathematica kann man dies folgendermafien realisieren (D[f, x] ist die Ablei-
tung von f nach x)

A = Transpose[{L, Map[Mod[D|f,z]/. x — > #, p|&, L}];
B = Transpose[{ L, Table[0,{Length[L]}]}];
C = Complement[A, B|

SchlieBlich ist dann
C'1 = Transpose[C][1]

die Liste der einfachen Nullstellen von f(z) = 0mod p.

Jetzt erhalten wir ein Programm, welches diejenigen Lésungen von f(z) = 0mod p*,
die zu einfachen Nullstellen modulo p gehéren, berechnet und ihre Dezimaldarstel-
lung und p-adische Entwicklung ausgibt.

hensel [f_,k_,p_]:=
Module [{R, L, A, B,C,C1},
If [Prime@]p],
R =Solve[f == 0 &&Modulus== p, z|;
L =Map[Mod[#, p|&, ganz[z./R]];
= 1{ ),
A = Transpose[{ L, Map[Mod[D|[f, z]/.x — > #, p|&, L}];
B = Transpose[{ L, Table[0, {Length[L]}]}];
C = Complement[A, BJ;
If [C!={}, C1 =First[Transpose[C]];
Mapl[hensel[f, #, k, p|&, C'1]//TableForm,
Print["Es gibt keine einfachen Nullstellen von”, f, "modulo”, p]],
Print["Es gibt keine Nullstellen von”, f, "modulo”, p]],
Print[p, 7ist eine Primzahl”]]]

Das hierbei benutzte Programm
hensel[f, ¢, k, p]

ist das Approximationsverfahren aus dem Henselschen Lemma und folgendermafien
definiert:

hensel [f_,c_,k_,p_]:=
Module [{b, approx= ¢, 1 = 2},
b = PowerMod[D|[f,z]/.x — > ¢, —1, pl;
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While [¢ <=k,
approx=Mod[approx—>b* f/.x — > approx,p™i];
I++];

Flatten [{approx, IntegerDigits[approx,p, k]}]]

Ein Beispiel: f = (z — 4)(z — 2)(z — 1)* + 7(2* +  + 3) hat ¢ = 4 als einfache
Nullstelle modulo 7.
c[k_] := hensel[f, ¢, k, 7]

ist die k-te Approximation der Nullstelle ¢ € Z7 mit a mod 7 = 4.

Man erhalt zum Beispiel die ersten 6 Approximationen in der Tabelle

Table[c[k], {k,1,6}]//TableForm

Dezimal | 7-adisch
4 4

25 34

74 134

417 1134

417 01134
84452 | 501134

Die 7T-adische Entwicklung von ¢[15] ist zum Beispiel die folgende 15-stellige Zahl im
Siebenersystem

(020226100501134).

Diese Zahl ist eine Nullstelle von f modulo
7' = (1000000000000000)-.

Das Programm hensel[f, 5, 7] ermittelt die Liftungen aller einfachen Nullstellen mo-
dulo 7 zu Nullstellen modulo 7°:

5399 (21512);
A17(01134);

f hat also modulo 7 die einfachen Nullstellen 2 und 4, die Modulo 7° zu (21512);
und (01134)7 geliftet werden.

Ubungen 2.2.39
(1) Konstruiere ein homogenes Polynom f € Z[xz,y] vom Grad 2 und ein homoge-
nes Polynom ¢ € Z[z,y, z] vom Grad 3, so daf} gilt
(a) flz,y)=0mod)H <= 2 =y =0mod5H
(b) g(z,y,z) =0mod2 <=z =y =z = 0mod 2

(2) Essei f €F,[x1,...,2,] vom Grad d < n.

Beweise: Die Anzahl s aller Nullstellen (ay,... ,a,) € F} von f ist durch p
teilbar.
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Hinweis: Betrachte das Polynom
> (H(1 — (i — %‘z’)p_l)> 7
7=1 =1
wobei (aj1,...,a;,), 7=1,...,s die Nullstellen von f sind.

(3) Beweise zunichst 2° = 0,1 oder —1 mod 7 und folgere hieraus: Fiir a,b,¢,d € Z
hat das Polynom

flz,y,2) = (Ta + 1):1;3 + (76 + 2)y3 + (7Te+ 4)23 + (7d 4 V)ayz
aufler (0,0,0) keine Losungen in Z2.
(4) Lose die Kongruenzen

(a) 2° — 22 + 3 = 0mod 27
(b) z® —52* + 3 = 0mod 27
(c) 2 — 22 4+ 4 = 0mod 125

(5) Lose die Kongruenzen

(a) 22 4+ 1= 0mod 65
(b) 5a? + 7z — 3 = 0mod 35
(c) 2® — 2z 4+ 4 = 0mod 1000

Hinweis: chinesischer Restsatz

(6) Lose die Kongruenz

42t +92°% — 522 — 21z + 61 = 0mod 1125

(7) Finde eine nichttriviale Nullstelle von
f=a 4y + 27
in F; fiir p=3,5,7.
(8) Berechne die Reduktion von f € Fs[x,y, z].
(a) f=(a*+y*+ 22
(b) f = (zyz+ 2%+ > + 222

Berechne die Reduktion von f = (2* + y? + 2%)P~! in F,[z,y, 2], fiir den Fall,
daB 2? + y? + 2% = Omod p nur die triviale Losung besitzt. Hinweis: Fermat

(9) Sei > txp* die p-adische Entwicklung von ¢ € Q,. Bestimme die p-adische
k=n
Entwicklung von —a.
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(10)

(11)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Bestimme die p-adische Entwicklung von
(a) (6+4p+2p* +1p°+---)(3+0p+0p* +6p° +---) fiir p = 7 auf 4 Stellen
genau.
(b) 1/(3 +2p+3p*+ 1p* + --+) fiir p = 5 auf 4 Stellen genau.
(c) 2/3 in Qg
(d) —=1/6in Q7

Esseia= Y t1p", 0 <t <p.
k=n

a heifit periodisch <= 3 N > n, r > 0, so daB} t;,, =t fir alle k > N.
Beweise: a € Q, ist genau dann periodisch, wenn a € Q.

Beweise: Die Reihe > p” konvergiert p-adisch gegen pr.
v=0

Welche rationale Zahl stellt die p-adische Entwicklung
L+ (p=Dp+p"+p—Dp"+p" +(p—1p’ +

dar?

Berechne die vierten Wurzeln von 1 in Qs bis auf 4 Stellen genau.

Sei f =" a;x* € Z,[x], und es gelte vy(a;) > 1 fiiri =1,... ,n— 1, v,(ap) =
=0

1 wvy(a,)=0.

Beweise: f ist irreduzibel in Q,[x].

Sei a € Z,. Beweise: Die Folge (a”"),en konvergiert p-adisch gegen eine Null-

stelle von 2? — « in Z,,.

Fire > 0 und a € Q, sei U.(a) = {x € Q,| |z — a|, < e}. Eine Teilmenge
U C Q, heifit offen, wenn gilt V a« € UJde > 0 s.d. U.(a) C U.

Beweise:

(a) {a € Q, | vy(a) =n} ist offen Vn € Z
(b) Z, und Q,\Z, sind offen in Q,.
(¢) Z, ist folgenkompakt, d.h. jede Folge p-adischer ganzer Zahlen besitzt
eine konvergente Teilfolge.
(fiir Mathematica -Fans)
Schreibe ein Programm, dafl die periodische p-adische Entwicklung einer ra-

tionalen Zahl ermittelt.

Schreibe ein Programm a) zum Divisionsalgorithmus im Polynomenring F, [x].
b) zum ggT von Polynomen in F,[x] und c¢) zum erweiterten gg'T von Polyno-
men in F,[z].
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Kapitel 3

Quadratische Reste

3.1 Legendre Symbol, Euler Kriterium

Es sei p eine Primzahl, p # 2.

Weiter seien a,b,c, € Z und a Z 0mod p. Wir wollen die allgemeine quadratische
Kongruenz

(1) ar®+bx +c=0modp
untersuchen.

Da a # 0mod p und p > 2, gibt es ein ¢’ € Z mit 2a’a = 1 mod p. Multipliziert man
(1) mit @', so erhélt man die normierte Kongruenz

2?2+ 2d'bx + 2d'c = 0mod p,
und diese Kongruenz ist d&quivalent zu
(x + a’b)2 = (a’b)2 — 2a’emod p.

Diese Kongruenz ist genau dann lésbhar, wenn (a’b)?—2a’c eine Quadratzahl modulo p
ist. Mit den Quadratzahlen modulo p wollen wir uns in diesem Kapitel beschéaftigen,
also mit der Kongruenz

(2) 2% = amod p.

Da diese Kongruenz fiir « = 0 mod p trivial ist, setzen wir @ Z 0 mod p voraus. Die
klassische Bezeichnung fiir Quadratzahlen modulo p wird in der folgenden Definition
eingefiihrt.

Definition 3.1.1 Sei a € Z, a # 0 mod p.
a heifit quadratischer Rest modulo p <—

2? = amodp

ist losbar,
d.h. die Restklasse & = amod p € F, ist ein Quadrat.

Bemerkung 3.1.2 In Beispiel 2.2.38 haben wir schon gezeigt, dafl jeder quadrati-
sche Rest modulo p eine Quadratwurzel im lokalen Kérper Q, besitzt.
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Lemma 3.1.3 Es gibt genau 172;1 modulo p inkongruente quadratische Reste modulo
.
Beweis: Wir geben zwei Beweise
(1) Sind ¢,b € Zmit 1 <¢ < ]72;1, 1<b< 172;1 und gilt ¢ = b? mod p, so gilt
(¢ —b)(c+b) = 0modp, also ¢ = +bmod p.

Nach der Voraussetzung iiber ¢ und b folgt ¢ = b. Damit ist gezeigt, daf} die
% quadratischen Rest

52,1§b§p%1

inkongruent modulo p sind.
Da b? = (—b)* und
{52 | — p;l <b< p;l}
2 2
die Menge aller quadratischen Reste modulo p ist, folgt die Behauptung.

(2) In diesem Beweis benutzen wir etwas triviale Gruppentheorie.

¢ FY — FS mit p(z) = 2?

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn (1) = 1, p(zy) = (zy)* = 2%y* =
o(x)p(y). Es gilt ker o = {+1}, und somit gilt nach dem Homomorphiesatz

FY /{£1} = Im ¢ = {Quadrate in F }.

Es folgt: Die Anzahl der Quadrate in F) ist

I (1)) = oy =20

Definition 3.1.4 Sei p eine Primzahl, p # 2. Fiir a € Z setzt man

a 1 , falls @« # 0mod p und a quadratischer Rest mod p
<—> = 0 , fallsa=0modp
P —1 , falls @ Z 0mod p und a ‘quadratischer Nichtrest’” mod p

(&) heiBt das Legendre-Symbol.

Offensichtlich ist (2£) + 1 die Anzahl der inkongruenten Lésungen von z? = a mod p.

v
Satz 3.1.5 (Eulersches Kriterium)
Es sei p eine Primzahl, p # 2 und a € Z mit a # 0 mod p. Dann gilt

<ﬂ> = mod p.
p
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Beweis: Es gibt 172;1 quadratische Reste aq,...,ap-1 und ebensoviele Nichtreste
! !
al,...,ay,.

2

Es sei b; € Z mit a; = b? mod p.
Nach dem kleinen Fermat gilt dann

a,” ="' =1modp
und somit hat das Polynom
f:x%;l—lelﬁ‘p[x]

die % Restklassen [ai],, ¢+ = 1,... ,7)2;1 als Nullstellen. Da 2771 — 1 = (:1;%1 —

1)(:1;132;1 + 1) und z=' — 1 alle Elemente von [F; als Nullstellen hat, besitzt das
Polynom

g:x%;l-l-lelﬁ‘p[x]

die % Restklassen der Nichtreste als Nullstellen. Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 3.1.6 Fiir alle a,b € Z gilt
(1) (2) = (D)
(2) a=bmodp = (2) = (})
3) (%) =1 (H)=1
(4) (3 =(-1=F
Beweis:

(1) ist trivial, falls @ oder b durch p teilbar ist. Sei also ¢ Z 0modp und b #
0Omod p. Dann ergibt das Fulersche Kriterium

() arm=im - (3)().

(2) und (3) sind trivial.
(4) folgt aus dem Eulerschen Kriterium. O

Korollar 3.1.7 —1 besitzt eine Quadratwurzel in [F, genau dann, wenn p = 1 mod 4.

4

Beispiel 3.1.8 Ist 22 = 63 mod 11 Isbar?
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Es gilt () = (3) = (32) = (3)(E) = (&) = (32 = () (%) = (1) = -1
Also ist die Kongruenz nicht 16sbar. Man kann natiirlich auch einfach die Liste aller
quadratischen Reste und Nichtreste modulo 11 anschauen.

rzmod1l | z2mod 11
+1 1
+2 4
+3 -2
+4 5
+5 3

quadratische Reste mod 11 : 1, —2,3,4.5
quadratische Nichtreste mod 11 : —1,2, -3, —4, -5

Satz 3.1.9 (GauBisches Lemma)

Es sei p eine Primzahl, p # 2. k = ])2;1. Es sei @« € Z mit @ Z Omod p. t sei die
Anzahl der Zahlen mit negativem absolut kleinstem Rest modulo p in der Menge

M, ={a, 2a,... ka}.

Dann gilt

Beweis: Es sei b, der absolut kleinste Rest von va. Dann gilt

(%) bl-...-bkEa(Qa)...(ka):k!ak = Ekl(2)modp.

[Euler] P
Da a # 0mod p, sind die Zahlen +va, v = 1,... , k paarweise inkongruent modulo
p und folglich sind ihre absolut kleinsten Reste

+b,, v=1,... .k

paarweise verschieden, d.h. diese Zahlen sind alle von Null verschiedenen absolut
kleinsten Reste.

Es folgt daher

IT =00 JT bo=1-2-...- k=&

1<v<k 1<v<k
b, <0 by >0

und nach Definition von ¢ ergibt sich somit
() by-...-bp=(=1)" [ (=b,) [] b, = (—1)'K!
b, <0 b, >0

Da k! # 0mod p, folgt dann aus (*) und (%)
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Beispiel 3.1.10 Man kann das Gaufische Lemma an der Multiplikationstafel von
F,, in der die Elemente von F; durch die absolut kleinsten Reste reprisentiert
werden, tiberpriifen.

Zunachst definiert man

akrest[n_, p_] :=Module[{r = Mod[n, p|},
<= (p— 1)/2
r?
p—rll
Der relevante Teil der Multiplikationstafel ist dann

m[p—] :=Table[akrest[z * y, p],
{z, L(p=1)/2}{y, 1, (p = 1)/2}]
Durch
tlp-]:= N[Map|(2# + p — 1)/ (2p — 2)&, m[p], {2}]]
und
s[p-] := N[Map[(Sign[#] + 1)/2&, m[p], {2}]]
erhdlt man eine Grauwerttafel von mp], bzw. eine Schwarz-Weif-Tafel der Vorzei-
chen von m[p] mit schwarz = 0 und weiff = 1.
Als Beispiel betrachten wir p = 19

m[19]//TableForm
t[19]//TableForm
s[19]//TableForm

Die graphische Darstellung erhdlt man durch

Show[Graphics[Raster[t[19]]]] und
Show[Graphics[Raster[s[19]]]].

Durch Zahlen der Nullen in der a-ten Zeile von s[p] kann man feststellen, ob «
quadratischer Rest modulo p ist:

($) =1 <= die Anzahl der Nullen in der a-ten Zeile von s[p] ist gerade.

Das Gauflsche Lemma ergibt auch sofort
1 bt
-0
p
Lemma 3.1.11 Sei p eine Primzahl, p # 2. Dann gilt:

(0)-ore

2
(—) =1<= p=+lmod8
p
2
(—) = —1 <= p=+3mod8
p

und weiter

d.h.
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Beweis: Es sei k = %, also 2k = p—1. Die Anzahl ¢ der negativen absolut kleinsten
Reste modulo p von My = {2,4,... 2k} ist gleich #{z € My | « > k} = #{v €
Z|t<v<k}

Wir gehen die moglichen Falle durch:

I.Fall: p=8l+1 = k=4l =

t=H#{reZ |2 <v <4} =41 — 2] = gerade :><g>:1.
p

22Fal: p=8l—-1=k=4-1=

1 2
t:#{V€Z|2[—5<1/§4l—1}:(4[—1)—(2[—1):gerade :><—>:1.
p

J.Fall: p=8/43—=Fk=4l4+1 =

1 2
t:#{I/EZ|2l—|—§<1/§4l—|—1}:4l—|—1—2l:ungerade :><—>:—1.
P

4. Fal: p=8l-3 = k=4-2 =

t:#{I/EZ|2[—1<1/§4l—2}:4l—2—(2l—1):ungerade:><g>:—1.
p

Wir schreiben allgemein nun

p=q-8+rmitre{-3, —1,1,3}.

Dann gilt
P’ —1=8(¢"8+2¢qr)+r* —1=r>~1mod8 = 0modS8,
2 _ 1 2_1 2_
p8 :q28—|—2qr—|—r8 Er8 mod 2
drz—l_ 0 , fallsr==l1,
un 8 | 1 , fallsr=43.
Also gilt die Behauptung. O

Ubungen 3.1.12
(1) Berechne die quadratischen Reste modulo p fiir p = 3,5,7,11,13,17, 19, 23.

(2) Berechne (%), (19—7), (%), (5—71), (%)
(3) Beweise mit Hilfe des Gauflschen Lemmas

(3)_{ 1, falls p=45mod12

}_? —1 , falls p=+1lmodl2.

(4) Beweise: (_73) =1=p=1mod3
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(5) Fiir welche m € Ny hat die Kongruenz
z? = 2mod m

eine Losung? (Hinweis: Chinesischer Restsatz)

(6) Beweise mit Hilfe von Aufgabe 3

fiir alle Primzahlen p > 5.

(7) (Fiir Mathematica -Fans)

Schreibe ein Programm, welches (%) mit Hilfe des Gauflschen Lemmas berech-

641 1001
48751 ) 7 \ 48673 )

net. Berechne dann
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3.2 Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Satz 3.2.1 (Gaufisches quadratisches Reziprozitatsgesetz)
Seien p, ¢ ungerade Primzahlen p # ¢. Dann gilt

d.h.

<2—7> = <g> , falls p = 1mod4 oder ¢ = 1 mod4
q P

(B) - _ <g> , falls p = ¢ = 3mod 4.
q P

Beweis: Wir geben zwei der vielen Beweise fiir diesen Satz.

1. Beweis: Es sei s die Anzahl der Elemente von {q, 2¢, 3¢, ..., %-q} mit negativem
absolut kleinstem Rest. Es gilt

vg = [—q}p—l—rymit0§m<p
p

und

=
3
[}
el
—
I
R
X
=
I
1
X
< |3
_
3
_|_
=
AN

v=1 v=1 v=1
p=l
2 -I/q-
- —|p+ Y (n—p)tspt Y m
P e ry <25t
p=l
2 -I/q-
= — | +s+ Z (p—ry)+ Z r, mod 2,
v=1 L P rp>EL ,,Dsp—l

2 2

Die beiden letzten Summanden stellen die Summe aller Zahlen j mit 1 < 5 < 172;1

dar, weil die p—1 Zahlen +r, = +vq, v =1,..., ]72;1, paarweise inkongruent modulo
p sind, also

p—1 p—1 p—1
{17"'7T}:{p_rl/|TV>T}U{TV|TV§T}'
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t]‘
2

Da Y j= 7)27_1, folgt
7=1

2 SR 2
-1 2 —
qp S = ; % + s+ P mod, also
Po1 - [vd]
0=(¢g—1) = —| 4+ smod?2, d.h.
8 = L P
s = i
= L P
Nach dem Gaufschen Lemma folgt
%1
q =[]
DR
p
und analog
%1
p > [#]
ORE:
q
Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, daf}
=N =N
qu pp| p—1qg—1
<*> Ll

Dies ist ein einfaches Abzé&hlargument.

-1 g-1 : :
£~ — 5= = #M, wobei M das Rechteckgitter

2
~1 ~1
M:{(V,,,L)ezﬂlgyng, 1§/,L§QT{CR2.

Die Gerade y = ;1—):1; trifft die Menge M nicht und teilte M in zwei disjunkte Teil-
mengen

My ={(vp) e M | p < %1/} und

My = {(vu) € M | > gu} = {(vu) € M | ugu}.

Es gilt
ERg T
#M =Y {q—} und #M; =Y []ﬂ} .
v=1 p n=1 q

2. Beweis: (nach Eisenstein)

Zunachst beweisen wir
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Lemma 3.2.2 Sei m € N ungerade. Dann gilt

Beweis:

(1) Durch Induktion nach k (m = 2k 4 1) zeigen wir:

Es gibt Polynome £, und G, in R[y] vom Grad k = 25% und mit Leitkoeffi-
zient (—4)%, so daB

sin mx

F,(sin’z) = — und
sin x

Go(sin®z) = cosme.
cos T

Fiir £ =0, d.h. m = 1, kénnen wir F; = GG; = 1 wéhlen.

Seien F,,, (G, schon konstruiert, m = 2k+1. Wir konstruieren F,,, 15 und G, 12:
(m+2=2k+1)+1)

sin(m 4+ 2)x  sinma cos 2 4+ cos ma sin 2z

sin @ sin @
sin max COS T COS T

= — (1 —2sin*z) +

sin cosT sinx

=F, (sm x)(l—Zsm z)+ G (sm :1;)(2—281n )

2sin T Cos T

Also kann man
Fova = Fr - (1= 2y) + G - (2 = 2y)

wahlen. Es gilt
grad F, 4o =grad F,, + 1 =k+1

und

Leitkoeffizient F,,, 1o = (—4) - Leitkoeffizient F,
_ (_4)k+1‘

Analog findet man G, 12.
(2) Esgilt nun fir m =2k +1und j =1,... ,k

5 2 in 2wy
F ( ﬂ) - =

m sin =<

Also sind ,
Lo 2my . G 4m . o 2km
sin? == sin* —, ... ,sin® —
m m m

Nullstellen von F,,. Zeigen wir noch, dafl diese paarweise verschieden sind, so

folgt
= k H ( — sin? —)
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und durch Einsetzen von y = sin? x die gesuchte Formel.

Seien ji,j2 € {1,... ,k} und

2717 2717
in? 211 — sin? —]2.

sin
m m
Dann gilt
. 2Ty . 2Ty,
sin = +sin
m m
also ] ]
. 2T . 277,
sin = sin + .
m m
27rj1 27rj2 2k
Da 0 < =54, =02 < 25 <7 und
sin
-7 T

sin auf [—m, 7] injektiv ist, folgt 7; = jo. Damit ist gezeigt, dafl die Werte

. g 2Ty
smzﬂ, 7=1,...
m

k

b
paarweise verschieden sind. O

Jetzt kommen wir zum Eisensteinschen Beweis.

Ist @ € Z und a #Z 0 mod g, so bezeichnen wir mit

e(a, 1)

das Signum (Vorzeichen) des absolut kleinsten Restes von ap modulo ¢. Nach dem

GaufBlschen Lemma gilt also
L2

2
-l
p=1
Sei nun fir 1 < p < % mit p, der Absolutbetrag des absolut kleinsten Restes von
ap modulo g bezeichnet.
ta = Abslakrest]au, q]]
Dann gilt
ap = e(av M)Ma mod ¢

und somit fiir a = p :
. 2mpp . 2mpy
sin = e(p, ) sin

q
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Da die Abbildung s — p1,, eine Permutation von {1,... , 41} ist, folgt weiter
g=1 g=1
p : T .. 2mpu 2y
(—) = e(p,p) = H sin /sin £
q e el q q
(]2;1
_ . 2mp . 2T
= || sin—p/sin —
el q q
= o
= (—4)172;1 (sm2 2T in? —2mj>
n=1 v=1 q p
g=1 g1
2 2
= (—4)}72;1(12;1 (Sin2 2T sin? —2mj>
pu=1 v=1 q p

Beispiel 3.2.3 p = 641, ¢ = 37 sind Primzahlen, p2;1 = 320, % = 18.
Es folgt also

37\ /641\ /641 —740\  [/—99\ /-1l
641 )  \ 37 ) 37 S\37 ) \U37
(DY (Y 3Ty (A
S\37/\37/) \11) \11)
Damit ist die Kongruenz

2% = 37mod 641

16sbar. Die Losungen erhalten wir durch
z/.Solve[z? == 37&&Modulus == 641, z] = {—590, —51}.

Das Legendresymbol (;1—)) ist fiir alle @ € Z aber nur fiir Primzahlen p > 2 definiert.
Einer Zahl p sieht man aber nicht so ohne weiteres an, ob sie eine Primzahl ist. Da
jede ungerade Zahl b € N ein Produkt

b= HPZ'
=1
von Primzahlen py,... . p, ist (r = 0 bedeutet: b = 1 = leeres Produkt) kann man

p

von der Menge der ungeraden Primzahlen auf das Monoid U = 2N+ 1 der positiven
ungeraden Zahlen fortsetzen.
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Definition 3.2.4 Ist « € Z und b € N ungerade, b = [] p; die Primfaktorzerlegung

() -T1 (%)

=1

von b, so sei

(%) heiBt das Jacobisymbol.
Fiir festes a € Z ist also die Funktion b —— (%) ein Homomorphismus (U,-) —
({=1,0,1},-) von Monoiden, wobei U die Menge der positiven ungeraden Zahlen

bezeichne. U wird als multiplikatives Monoid von den ungeraden Primzahlen erzeugt.

Es gilt (§) =1 fiir alle « € Z.

Bemerkung 3.2.5 Es sei ¢ € Z und b € N, b # 0mod2. Gilt ($) = 1, so ist die

Kongruenz

2 = amodb

nicht 16sbar, denn: wenn ($) = —1, gibt es einen Primteiler p von b mit (%) = —1.
2

Also ist sogar x* = @ mod p nicht l16sbar.

Ist dagegen (%) = 1, b keine Primzahl, so kann z?

b
sein. Man wihle zum Beispiel b = p*, p Primzahl, p # 2.

= amodb ebenfalls nicht 16sbar

Lemma 3.2.6 Seien a,b € Z, m,n € N ungerade.
Dann gilt

Beweis: (1) — (4) ergeben sich aus der Definition des Jacobisymbols und den ent-
sprechenden Eigenschaften des Legendresymbols.

(1), (2) und (3) bedeuten, daf fiir festes m durch @ — (%) ein Gruppenhomomor-

phismus

(Z/mZ)" — {—1,1}

amod m — <%>

induziert wird.

Zu (5): Seim = kl. Dann sind k, [ ungerade, also 0

111(1(ilsomr1itm—1Ek—1—I—Z—11(1(10(14111(1(5[mT_1

(k—=1)(I-1) = m—k—I+1mod 4
]“2;1 + I_Tlmod 2. Es folgt

3
I
-
b
I
-
-
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Da weiter <%> _ <%> . <%> :

folgt jetzt durch Induktion nach m sofort

Analog gilt
m’ —1=FK D -1+ -1+ -1=k —1+1*—1mod8,

woraus man wieder durch Induktion nach m

folgert. O

Das quadratische Reziprozitétsgesetz impliziert

Lemma 3.2.7 Seien m,n € N ungerade. Dann gilt
m n m—1n—1
— )= ) =(—-1)=z =, fall = 1.
<n><m> (=1) , falls (m,n)

r S
Beweis: Es seien m = [ p;, n = [] ¢; die Primfaktorzerlegungen von m und n.
i-1 j=1

Dann gilt p; # g;, also

() =I0(;) =Ten== (%)

] ]
21%2—_1(1]2_1 n m—1 n—1 n
= (—=1)7 <—>: 1"z = <_>7
(1) 1) = e (2
: p—1lg—1 pi—-l—q¢g-1
weil Zz]: 5 5 —Z 5 z]: 5

7

—1n-1
ELn mod 2.

2 2

4

Beispiel 3.2.8 405 und 1001 sind keine Primzahlen. Nach Lemma 3.2.7 kann man

das Jacobisymbol (%) nach dem Reziprozitatsgesetz berechnen, da

(405,1001) = (405,191) = (23,191) = (23,7) = (2,7) = (2,1) = 1.

() ()~ (2)- (3)- ()~ (%)
3)-(3)-()-or-

Es gilt

Il
|
TN
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Als kleine Anwendung des Jacobisymbols zeigen wir

Satz 3.2.9 Ist a € Z keine Quadratzahl, so gibt es eine Primzahl p, so daf (;1—)) =—1,
also a kein quadratischer Rest modulo p ist.

Beweis: Sei a € Z, a # b* fiir alle b € Z.
1. Fall.
a = —b* fiir ein b € Z

Fiir eine ungerade positive Zahl & > 3 mit (b, k) = 1 gilt dann

a —bz -1 k=1
0=(5)=(F) =
Wir wéhlen k£ = 3mod4 und teilerfremd zu b. Dann gilt
a
(7) =

Fiir wenigstens einen Primfaktor p von £ gilt dann

a
<_> -
P
2. Fall.

a = £2'h mit ¢,b € N, ungerade. Ist b = 1, so sei k = 5. Ist b > 1, so sei k € N} mit

k =5mod8
k = 1modb.

(£)-()-(B)()-()- e

weil & = 81 + 5, also k* = 64/* 4+ 80/ + 25 = 8(8/* + 10/ + 3) + 1 und somit
ol _ g2 + 10{ + 3 ungerade.

8

Dann gilt

Weiter ist
B-6)-()-
k b b
Es folgt Ly )
a
(}) - (7) (z) =t
3. Fall.

a = £2%¢'b, wobei t, b positive ungerade Zahlen sind, ¢ Primzahl, ¢ # 2 und (¢, b) =
1. Dann sei £ € N} mit

k = 1mod4b
k = cmod ¢
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wobei ¢ ein quadratischer Nichtrest modulo ¢ sei. Dann gilt
+2%\  [E1\ !
k S\ k)
b k 1
—Jl=(l=)l=(=]1=1
() -()-()

und weil ¢ ungerade ist, folgt

. k—1 .
weil %= gerade ist.

Also ist auch

4

Ubungen 3.2.10
(1) 311, 467, 587, 661, 761, 887, 997 sind Primzahlen. Berechne die Legendresym-

BV (661 (3ST) (90T\ (167) (857
467 /) 7\ 761 / 7\ 887/ 7\ 311 ) 7\ 997 ) 7\ 997
(2) Welche der folgenden Kongruenzen sind 16sbar.

(a) 2* = 4977 mod 1997
(b) 2% + 4z — 262 = 0mod 173
(¢) 32* + 5z + 1 = 0mod 37
(d) 152? — 6z + 7 = 0mod 59
(3) Welche der folgenden diophantischen Gleichungen ist in Z? 16sbar?
(a) 224+ 3y +5=10
(b) 62* — 17y + 100 = 0
(c) * +43y +40 =0
(d) @? 4 4999y + 100000 = 0

(4) Beweise
y2 = 2%+ 45
besitzt keine Losung in Z2

Hinweis: Schliefle zunédchst die Félle + = 0mod 2, # = 1 mod4 aus. Fiir den
Fall + = —1mod 8 betrachte die Umformung

y*—2-9=(x+3)(z* —32+9)
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und beweise die Existenz eines Primfaktors p von 2% —3z+9 mit p = +3mod 8,
und untersuche
y? — 2.9 = 0modp.

Im letzten Fall # = 3mod 8 betrachte man die Umformung
y*—2-36 = (2 —3)(2* + 3z +9)
und verfahre analog.

Sei p eine ungerade Primzahl. Zeige:

(-
()

(Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes mit Hilfe des chinesischen
Restsatzes)

(a)
().

ii Mi iM|

Seien p,q ungerade Primzahlen, p # ¢. U = {£{1,1}} ist Untergruppe von
G=TF; xF*. Q= G/U sei die Faktorgruppe. Beweise:

(a) Das Produkt iiber alle Elemente von @ wird durch das Paar

p—1g-—1

Xo={(p-1I'T, (- DT - (-1)T 7}
repriasentiert. Dazu zeige, daf} die Paare (7,j),¢ = 1,...,p—1;5 =

..., % ein vollstdndiges Représentantensystem fiir die Elemente von

() bilden.

(b) L = {{Mod[t,p],Mod[t,q]} | 1 < ¢ < ELL (¢,pq) = 1} ist ebenfalls ein
vollstandiges Repréasentantensystem fiir dle Gruppe @ (d.h. die Kompo-
sition der Abbildungen

LC{{x,y} €Z* | 2 #0modp, y # 0mod ¢} — I} x F — Q
ist eine Bijektion L — Q).
Zeige, dafl das Produkt aller Elemente von () auch durch das Paar
Y = {Mod][A, p], Mod[A, ¢}
reprasentiert wird, wobei

1 p—1
B 2271

IIt—IIf[m+w II<?2%+M>/iL@

(¢, pq) L v=0 u=1 =1
) mod p
und durch Symmetrietiberlegungen

A= (g- 17 (2) mods.

q

Folgere
A=(p— 1T

TN
LS

3
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p—1
(c) Beweise, dafl 27 —1— Hl(:zi — ) € F,[x] das Nullpolynom ist, und schliefle
/J,:
daraus

(p— 1! =—1modp.
Analog gilt natiirlich (¢ — 1)! = —1mod q.
(d) Aus (a) -(c) folgere man das quadratische Reziprozitatsgesetz.

(7) (Eine Variante des Eisensteinschen Beweises)

Sei f(Z) = 218in2wz = ezmz _ 6—27@2‘

(a) Fiir m € N ungerade beweise:
fms) Ty (o j
el | SRR KA
(b) Ist p ungerade Primzahl und a #Z 0 mod p, so folgere man aus dem Gauf}-

schen Lemma . .
Tl Z (N1 (2
Hf<p> - <p>£[1f<p>

c¢) Beweilse nun das quadratische Reziprozitéts esetz analog zum zwelten
g g
Beweis von 3.2.1.

(8) (fir Mathematica -Fans)

Schreibe ein Programm zum Jacobisymbol mit Hilfe von 3.2.6 (2), (3), (5) und
3.2.7.
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Kapitel 4

Algebraische Methoden

4.1 Algebraische Zahlen

C ist der Koérper der komplexen Zahlen.

Definition 4.1.1 Sei a € C.

(1) a heifit algebraische Zahl, wenn ein normiertes Polynom f € Q[z] mit
fla) = 0 existiert.

(2) o heifit ganze algebraische Zahl, wenn ein normiertes Polynom f € Z[x]
mit f(a) = 0 existiert.

Lemma 4.1.2 Es gilt

(1) Ist o € Q ganz algebraisch, so ist o € Z.

(2) Ist o € C algebraisch, so gibt es ein ¢ € Z, so dafl ca ganz algebraisch ist.
Beweis:

(1) Es sei @ # 0 und o = ¢ mit a,b € Z, (a,b) = 1. Ist nun a ganz algebraisch,

b
so gibt es ganze Zahlen aq,... ,a; € Z, so daf}

ozk—l—alozk_l—l—---—l—ak:().

Es folgt
"+ ard o4+ abf =0
und somit ist b ein Teiler von a*, also b = 1, weil (a,b) = 1. Somit ist
o ==xa€Z.
(2) Seien a;, ¢ € Z und
O{k_l_ﬂak_l_l_..._l_%:()‘
c c

Durch Multiplizieren mit ¢* folgt
(coz)k + al(coz)k_l + agc(coz)k_2 4ot = 0,

d.h. ca ist ganz algebraisch.



104 Algebraische Methoden

Sehr wichtig ist folgender

Satz 4.1.3 Seien f31,...,03,, € C.

V =Q8 + -+ Qp,, seil der von Fy,..., [, erzeugte Q-Untervektorraum von C.
Es sei V' # 0. Dann gilt:

Ist o € C und gilt oV C V, so ist « algebraisch.

Beweis: oV C V = Ja;; € Q, so daB
aff; = Za”ﬂj fir allez =1,... ,m.
7=1

Da (f1,...,08m) # 0, folgt det(a,;; — §;;a) = 0. Entwickelt man die Determinante, so
erhdlt man eine algebraische Relation fiir a. Also ist « algebraisch. 4

Analog ergibt sich

Satz 4.1.4 Seien fy,... .8, € Cund M = ZB + --- + ZS3,, die von By,... B,
erzeugte Untergruppe von (C, +). Es sei M # 0. Dann gilt: Ist o« € C mit aM C M,
so ist a ganz algebraisch.

Beweis: Der Beweis geht genauso wie der von Satz 4.1.3. Jetzt sind aber die a;; € Z
und somit liefert det(a;; — d;jor) = 0 eine ‘Ganzheitsrelation’ fiir a. O]

Es folgt der wichtige Satz

Satz 4.1.5 (a) Die Menge A aller algebraischen Zahlen o € C ist ein Unterkorper
von C.

(b) Die Menge I aller ganzen algebraischen Zahlen o € C ist ein Unterring von C.
Beweis:
(1) Seien a, 8 € A und a;,b; € Q, so daf}
(a) "+ a1 4 4 a, =0
(b) "4+ b8™ 7 4o+ + by = 0.
Es sei V' der von den Elementen
’)/Z']‘::Oéiﬁj, 0<i<n, 0<73<m
erzeugte Q-Untervektorraum von C.
Wegen (a) und (b) gilt dann
oV CVund gV CV

und somit auch

(a4+ )V CVund oV C V.
Nach 4.1.3 sind daher o 4+ 3 und af algebraisch. Weiter folgt im Fall a # 0

aus (a)
a0 "+ a, 0" 4o gt + 1 =0.
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Dabei darf man OE a,, # 0 annehmen. Dann erhilt man

o 1
(™) + oy g =0,

(22 Gy
d.h. a7! ist algebraisch. Damit ist A Unterkorper von C.

(2) Seien a, 8 € Lund es gelte (a) und (b) mit a;,b; € Z. M sei von den Elementen
vii = a0 <4 < n, 0<j < m erzeugte additive Untergruppe von C.
Wieder folgt

(a+8)M C M,aBM C M

und nach 4.1.4 somit o + 3, a8 € I. Damit ist I Unterring von C.

Satz 4.1.6 Zu jeder algebraischen Zahl o € A gibt es genau ein normiertes irredu-

zibles Polynom f € Q|z], so daf} f(«) = 0.

Beweis: Es sei f € Q[z] ein normiertes Polynom minimalen Grades mit f(«) = 0.
Da « algebraisch ist, existiert f.

Behauptung: f ist irreduzibel.

Sei dazu f = ¢- g mit ¢,g € Q[z]. Es folgt 0 = f(a) = ¢(a)g(a), also ist g(a) =0
oder ¢(a) = 0 und somit grad g > grad f oder grad ¢ > grad f. Da aber grad f =
grad g + grad ¢, bedeutet das: grad ¢ = 0 oder grad g = 0, also ist ¢ oder g Einheit in
Q[z]. Ist nun f ein weiteres irreduzibles Polynom mit f(a) = 0, so ergibt Division
mit Rest

f=qf +r mit gradr < grad f.

Da f(a) = f(a) = 0, ist auch r(a) = 0 und nach Wahl von f somit r = 0, d.h.
f =qf. Da f irreduzibel und normiert ist, muff ¢ = 1 gelten, also

=17
Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 4.1.7 Sei o € A und f € Q[z] das irreduzible normierte Polynom mit
f(a) =0.

(1) f heifit das Minimalpolynom von «.
(2) grad o = grad f heifit der Grad von a.

(3) B € A heifit zu a konjugiert, wenn f(3) = 0.

Wir benutzen den Fundamentalsatz der Algebra, der besagt, dafl jedes nichtkon-
stante Polynom [ € Clz] eine komplexe Nullstelle besitzt, also in Linearfaktoren
zerfallt.

Lemma 4.1.8 Sei f € Q[z] normiertes irreduzibles Polynom vom Grad n > 1.
Dann besitzt f genau n verschiedene Nullstellen a4, ... ,a, € C.
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Beweis: Wir miissen (wegen des Fundamentalsatzes der Algebra) nur zeigen, daf}
alle Nullstellen von f einfach sind, d.h. ist

fla) =0, soist f'(a)#0.
Da die Ableitung f’ von f den Grad n — 1 hat, sind f und f’ teilerfremd und der

erweiterte euklidische Algorithmus in Q[z] gibt uns eine Darstellung
1 =af +bf mit a,b € Q[x].

Da f(a) =0, muB daher f'(a) # 0 gelten. O

Eine algebraische Zahl o vom Grad n hat also (einschliellich «) n verschiedene
konjugierte Zahlen aq,... ,, € C und

f=@—a)...(x —ay)
ist das Minimalpolynom von « in Q[z].

Satz 4.1.9 Essei o € A, grad o« = n und

Qlo] := {p(@) | p € Qlz]}.

Dann ist Q[a] ein Unterkdrper von A und (1, a, ... ,a"" ') ist eine Q-Vektorraumbasis

von Q[a].
Beweis: Q[a] ist das Bild des Ringhomomorphismus
Q] — C, p — p(a).

Also ist Q[o] ein Unterring von C.

Nach Satz 4.1.3 sind alle Elemente in Q[a] algebraisch, weil o algebraisch ist. Es sei
f=a"+a 2" '+ - +a, € Qz] das Minimalpolynom von «a. Dann gilt

Q" = g R fiir k>0
sukzessive erhalt man schliefilich

" eQ+ Qo+ +Qa

Damit ist (1,c,... ,a" ') Erzeugendensystem des Q-Vektorraums Q[a].
L,a,...,a" ! sind Q-linear unabhingig, weil sonst ein normiertes Polynom h € Q[x]

vom Grad m < n existieren wiirde mit h(«) = 0. Wir miissen noch zeigen, daf§ fiir

jedes Element € Q[a] mit § # 0 auch
B~ € Qld]

gilt.
Es sei also g € Q[a], § # 0. Dann existiert ein Polynom ¢ € Q[z] mit grad g < n,
so daf}

B =g(a).
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Da f irreduzibel ist und grad f > grad g, sind f und g teilerfremd in Q[z], und somit
gibt es Polynome «,b € Q[z], so daB

1 =af + bg.

Durch Einsetzen von « folgt
L= ba)g(a),
also
gla)™ = b(a) € Qla].
O

Beispiel 4.1.10 Sei a = v/2 € R. Dann ist f = 2° —2 das Minimalpolynom von a,

2

und o, wa, w”a sind die simtlichen Nullstellen von f, wobei

143
:%ﬂec

w

wa ¢ Qo] = Q& Qa & Qa?, weil wa nicht reell ist. wa hat natiirlich ebenfalls f als
Minimalpolynom, aber

Q[a] # Q[wal.
Jedoch ist ¢ : Q[a] — Q[wa] mit

o(ap + ara + aza?) = ag + aywa + agw?a’

ein Isomorphismus von Kérpern (Ubung!). Der kleinste Korper, der sowohl « als
auch wa enthélt, ist
Klwal],

wobei K = Q[a]. Da w? +w + 1 = 0, erhilt man
f=(z—a)(z —wa)(z —wa)
= (2 — oz)(:Jc2 + ax + ozz),
g=a2+axr+a*e K]
ist daher das Minimalpolynom von we iiber dem Kérper K. Es folgt
dimy Kwa] = 2,

und (1, wa) ist eine K-Basis von K[wa]. Da (1,a,a?) eine Q-Basis von K ist, folgt

sofort:

(1,a,0*, wa, wa?, wa®)

ist eine Q-Basis von Kwa] = Qa,wa]. Da w? +w + 1 =0, ist
wa = —wa — a € Qla,wal

und damit ist

Qlo,wa] = Q& Qa & Qo* & Qwa & Quwa® & Quwa®
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der kleinste Korper, der alle zu « konjugierten algebraischen Zahlen enthalt.

Sei nun ¥ := a — wa. Dann ist @ = J + wa und
h(z) = f(0 + x) € Q[][z] mit h(wea) = f(a) = 0.
Da

f=(z—a)(z —wa)(zr —wa),
ist

19—|—:1:—oz)(19—|—:1;—woz)(19—|—:1;—w20z)

2

h=(
= (z —wa)(z+ 9 —wa)(x —J —wa)
= (
= (

r—wa)(r 4+ o —2wa)(r + o —wa — w2a)
r—wa)(r —a2w —1))(z — oz(w2 +w—1)).
Da nun w? + w+1 =0 sind

a,wia, a(2w—1), a(w? +w—1)

paarweise verschieden, d.h. f und h haben nur die Nullstelle wa gemeinsam.

Folglich gibt es Polynome a,b € Q[¥][z] mit
r—wa =af + bh,
und somit erhélt man durch Einsetzen von x = 0:
—wa = a(0)(0) + b(0)A(0) € QY]
Da o = 9 + wa, ist auch @ € Q[9] und damit haben wir bewiesen, daf
Qla,wa] = QY]
wobei

ﬂza(l—w)za(l—%)

3—3i
2

= :O{T/7
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Man erhilt ¥¢ = a%y® = 4n°. Da || = /3, ist (siehe Bild)

= —v3 =271

und somit

W = —4 . 27.
Da grad ¢ = dimg Q[¢] = 6, muf

2 4427 € Q[z]
das Minimalpolynom von ¥ sein.

Es ist kein Zufall, dafl der Koérper Q[a, wa] von einem Element erzeugt wird. Um
dies zu sehen, fithren wir zunéchst Q[aq, ... , a,,] in der folgenden Verallgemeinerung
von Satz 4.1.9 ein.

Satz 4.1.11 Seien ay,... ,qa,, € A. Dann ist
Qlay, ... ,an] ={plar,... ,an) | p € Qx1,... ,2m]}
ein Unterkérper von C, und es gilt
n = dimg Qlag, ..., an] < .
Der Grad von «; iiber Q ist ein Teiler von n.

Beweis: Induktion nach m.

Fiir m = 1 ist der Satz schon bewiesen. Induktionsschluf m — 1 — m (m > 2) : Es
sel

K =Qay,... ,0n-1] und L = Qlay, ..., ay]

Dann ist

L = Klay],

und wie im Beweis zu 4.1.9 (mit K an Stelle von Q folgt, dafi L ein Unterkorper von
C ist mit
dimg L < oo.

Ist nun {f, ..., 0} eine Q-Basis von K und {v1,...,79} eine K-Basis von L, so ist
{Bivjle=1,...,8 7=1,... .t}

eine Q-Basis von L. Es gilt also
dimg L = dimg K - dimg L < oo.

Die 'Kette’ Q C Qo] C Q[a, ... ,ay] zeigt auch, daBf dimg Q[a;] ein Teiler von
dimg Q[aq, ... , ay] ist. O
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Definition 4.1.12 Esseien ay, ... ,a,, € A. Q[ay,. .. ,a,] heiit der von aq, ... ,ay,
erzeugte algebraische Zahlkorper.

Die Unterkérper K von C, die man auf diese Weise erhélt, sind durch die Eigenschaft
dimg K < oo
charakterisiert. Diese Korper heiflen algebraische Zahlkoérper.

Wichtig ist nun der folgende Satz:

Satz 4.1.13 (Satz vom primitiven Element)

Es seien aq, ... ,a, € A. Dann gibt es rationale Zahlen ¢s, ... , ¢, € Q, so daf

Qlay, ... ,an] = Q[Y],

wobei

V= + o+ + cpo,.

¥ heiBit ein primitives Element des algebraischen Zahlkorpers Qlaq, ... , oy,

Beweis: Induktion nach m, m > 2.
Es sei zunachst m = 2, K = Qlo, 8]. f € Q[x] sei das Minimalpolynom von « und
g € Q[z] sei das Minimalpolynom von 3. Es sei zunachst ¢ € Q* ein beliebiges fest
gewiahltes Element. Wir setzen
V= a4+ cf.

Da f € Q[z], ist h mit

h(z) := f(0 — cx)
ein Polynom in z mit Koeffizienten in dem Erweiterungskérper Q] von Q. Da
a =1 — ¢f, folgt

h(B) = f(a) = 0.
Die Polynome i und g haben daher 3 als eine gemeinsame Nullstelle.

Da f und g irreduzibel in Q[z] sind, besitzen f und g nur einfache Nullstellen. Nach
Definition von & gilt dies auch fiir A. f besitze die Nullstellen

a1, ... 0, € C,
wobel o = o sel.
Es sei v; := 79—;”, also # = 7. Dann sind vy,...,7, die verschiedenen Nullstellen
von h.
Es gilt
o — O
Vi = + 8.

Seien f31,..., [, die Nullstellen von g. Es gelte 8 = 3;,. Man kann nun ¢ € Q" so
wahlen, daf fir alle: =2,... ,nund y=2,...,r

o — Oy

+ B # B

c
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gilt. Alle Werte ¢ € Q* mit

c¢{ﬁj—ﬁ

sind moglich. Hat man nun ¢ so gewéhlt, so haben & und ¢ nur die Nullstelle
gemeinsam.

Nach dem euklidischen Algorithmus im Ring Q[¢][z] gibt es daher Polynome a,b €
Q[v][x], so daB

1 =2,...,n; sz,...,r}

x— 3 =ag—+bh.

Durch Einsetzen von x = 0 folgt hieraus

— = a(0)g(0) + 6(0)A(0) € Q[V].

Damit gilt
B < QY]
und wegen o = 9 — ¢ folgt auch
a € QJ].
Wir haben somit
Q[a, 5] = QY]

bewiesen.

Es sei nun m > 3, und die Behauptung sei fiir m — 1 schon bewiesen. Seien
at,... o, € Calgebraisch und

K =Qlaq, ... ,au).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es rationale Zahlen co,... ,¢,—1 € Q, so daf}

Q[ala e 7am—1] = Q[ﬂl]v

wobel ¥y = ay + a0 + -+ Co 1 Ot -

Nach dem Fall m = 2 gibt es nun eine rationale Zahl ¢,, € Q, so daf}

Q[ﬂlv am] - Q[ﬂl + Cmam]-

V=" 4 cpa, = a1+ caag + -+ - + epay, ist das gesuchte primitive Element. O

Definition 4.1.14 Es sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n iiber Q. Dann
ist K = Q" als Q-Vektorraum. Jedes Element 3 € K definiert die Q-lineare Abbil-
dung

@g, K — K

mit of (v) :== G7.

(1) N(B) = Nisg(B) := det ol € Q heiBt die Norm von 3 iiber Q.
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2) Tr(B3) = Trip(B) == Treh € Q heiBt die Spur von f3 iiber Q.
/Q Y
Wir bemerken:

Ist L C K ein Unterkorper, so ist c,o? : K — K auch L-linear. Fassen wir c,o?
/L

als L-linear auf, so schreiben wir c,og

(3) Ni/n(B) := det(c,og/L) € L heifit die Norm von [ tiber L.

(4) Trg/n(B) = Tr(c,og/L) € L heifit die Spur von (3 iiber L.
Beispiel 4.1.15 Wir betrachten den Korper

K = QY] mit ¥ = v/2 ; _2\@.

Wie wir in Beispiel 4.1.10 gesehen haben, ist K vom Grad 6 {iber Q und
f=a%44-27 € Q[z]

ist das Minimalpolynom von 4.
Bzgl. der Q-Basis (1,9,...,9%) von K ist % : K — K somit durch die Matrix

00000 —4-27
1 0000 0
01000 0
=loo100 o0
00010 0
00001 0
gegeben.
Also ist
N(@W)=det Ay =4-27
und
Tr(v)=0.
Betrachten wir dagegen o = /2 € K, so ist die Berechnung mit Hilfe der Basis
(1,9,...,9%) nicht einfach. Wir wéhlen eine andere Basis von K, ndmlich (siehe
4.1.10)

2 2 .3
(1, o, 0, war, war ,wa),
wobel w = _1%\/&

Beziiglich dieser Basis ist ¢ durch die Matrix

00 2
1 00 0
010
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gegeben, denn: wa* = 2wa.

Also ist
N(a) =4,
Tr(a)=0
SchlieBlich sei L = Q[a]. Dann ist K eine quadratische Erweiterung von L und

(1,9) ist eine L-Basis von K. Um eine Relation fiir ¥* zu erhalten, betrachten wir
die Darstellung ¢ = ol —w) = o — aw. Es folgt

2 = oz2(1 — 2w —|—w2) = oz2(1 — 3w 4w —|—w2) = —3a’w,

w

w2

also 92 — 3ad = —3c%w — 3a? + 30%w = —3a? und somit Y2 — 3ad + 3a? = 0.
g=2°—3ax +3a’ € L[]

ist das Minimalpolynom von ¥ iiber L.

Die Matrix von )
c,of;/L K — K

bzgl. der L-Vektorraumbasis (1,9) von K ist somit

0 —3a?
Bo = ( 1 3a > ’
K/L

denn " (V) = ¥? = =3a* 4 3ad). Also gilt

N]{/L(ﬁ) = 3&2,
TTK/L(ﬂ) = 30é.

Man sieht: Nr/(¥) = Ni/r(9)?. Ebenso gilt
Nrjola) = Nijg(a)

denn

0 0 2
Npjgla)=det | 1 0 0 | =2.
0 1 0

Weiter ist
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Lemma 4.1.16 Es seien K, L C C algebraische Zahlkoérper und L C K.

Essei 3 € K und g = 2™ + by, 2™ ' + - + by € L[z] sei das Minimalpolynom
von (3 iiber L. Weiter sei n = dimy K. (4,...,3, € C seien die Nullstellen von ¢
(etwa 3y = ), d.h. B1,..., B sind die zu 3 konjugierten algebraischen Zahlen iiber
L. Dann gilt n = mk mit £ € N und

(1) Neyo(B) = Nigoyo(B)F = (81 B)® = (=1)"08
(2) Treye(B) = KTy (B) = k(B + -+ + Bn) = —kby

(3) ¢* = detp(x idi — ")

Beweis:
0 —bo
1
(1) Npggyyp(8) = det N : = (—1)"bo.
1 _bm—l
Da g = [[(z — 8;), ist bo=(=1)"B1 ... B
=1
Es sei nun (v1,...,v) eine L[]-Basis von K. Dann ist
(v By B 22 B BT

/

eine [-Basis von K und die Matrix A von c,og YK — K beziiglich dieser

Basis hat Blockdiagonalgestalt
A/
A = .. R
A/

wobei A’ die Matrix von V" L[8] — L[] ist. Es gilt also
Ni/i(B) = Ny ()",
(2) Mit den Bezeichnungen von (1) erhlt man
Tr(B)=Tr A=k Tr A' = —kby_y = k(Bi 4 - + ).
(3) Es gilt weiter
det p(x idi — /") = det(z B, — A) = det(z B, — A")"

T Ce bo
und det(z E, — A") = det

T
1 T+ bm—l
=™ 4 by 2™ by
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Die Aussage (3) besagt, dafl das charakteristische Polynom von c,og/L die k-te Potenz
des Minimalpolynoms ¢ € L[z]| von (3 iiber L ist.

Lemma 4.1.17 Sei K = Q[o], N = Ng/q, Tr = Trr/g. Es gilt

(1) VB,y€ K: N(By)=N(B)N(v)
(2) VBeRK*: N(B™)=N(B)™
N : K* — Q* ist also ein Gruppenhomomorphismus
B)VBvyeK: Tr(B+~)=Tr(B)+Tr(v)
) VaecQ, e K: Tr(ap)=alr(p)
Tr: K — Q ist also Q-linear
(5) VaeQ: N(a)=a", wobei n =dimg K der Grad von K iiber Q ist.

Beweis: Sei p3 = c,og/(@.

(1) Aus @3y = ¢ 0 ¢, und dem Determinantenmultiplikationssatz folgt N(8v) =
N(BIN()-

2) idg =1 =pgops1 = 1= N(1) = N(ﬁ)N(ﬁ_l)

3) Yoy = wptoy = Tr(B4+7) = Tr(es+ey) =Tresg+Tre, =Tr(B)+1r(y)

(2)

(3)

(4) pap = aps = Tr(af) = Tr(aps) = a Tres = a Tr(B)

(5) @o = aidx = N(a) = det(a idg) = a”, wobei n = dimg K. 0

Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so gibt es neben der Inklusion K C C noch
weitere Ringhomomorphismen ¢ : K — C, d.h. Abbildungen ¢ : K — C mit
w(ab) = p(a)p(b), e(a+0b) = p(a)+¢(b) fir alle a,b € K und mit p(1) = 1. Solche
Homomorphismen sind injektiv, denn wére ¢(a) = 0 fiir ein @ # 0, so wire auch
(1) = p(a)p(a) = 0. Das Bild ¢(K) ist also ein zu K isomorpher Unterkdrper von
C. Wie wir schon in Beispiel 4.1.10 gesehen haben, sind K" und ¢(K) als Teilmengen
von C im allgemeinen verschieden.

Lemma 4.1.18 Es seien K, L algebraische Zahlkérper und L C K. « sei primitives
Element von K und

h=a"+n_a" "+ 4 € L]

sei das Minimalpolynom von « iiber L.

Es seien aq,... ,qq die zu o iiber L konjugierten Zahlen (d.h. die komplexen Null-
stellen von h).

Dann ist ¢; : K — C mit

k-1 k-1
©; (Z Am/) = Z )\Z»oz; (A elL)
=0 =0
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ein Ringhomomorphismus mit
e;(A) =X fir e L

und es gilt
i 7 ¢y falls i £ g

und {py,... ¢k} ist die Menge aller Ringhomomorphismen, ¢ : K — C, die die
Inklusion L C C fortsetzen.

Beweis: Nach dem Homomorphiesatz induziert die Auswertungsabbildung

Liz] — K, fr— f(a)
einen Isomorphismus

¢ Lix|/h- Ljz] — K.
Ebenso induziert

Llz] — K; = Llaj], fr— flay)

einen Isomorphismus

Q;: Llz]/h- Ljz] — Kj.
Dann ist auch

P,007" K — K;

einen Isomorphismus.
Nach Definition ist

T o
= Z )\Zoz; = @; (Z )\Zo/>
1=0 1=0

@; + K — C ist also ein Homomorphismus. Ist ¢ # j, so ist ¢;(a) = a; # a; =
w;(a), also ¢; # ;. Damit haben wir k verschiedene Homomorphismen ¢ : K — C,
die die Inklusion I C C fortsetzen.

Ist nun ¢ : K — C irgendein Homomorphismus mit ¢(A) = X V A € L, so folgt
aus

h(a) =0
auch ¢(h(a)) = 0 und da andererseits

p(h(a)) = ¢ (Z mo/) = Z nig(@)’ = h(p(a)),

ist p(a) eine Nullstelle von h und somit
pla) =qj firein y=1,... k.

Es folgt ¢ = ;. O

Wir benutzen die Gelegenheit, um den Begriff der Galoisgruppe einzufiihren.
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Definition 4.1.19 Es seien K, L algebraische Zahlkorper und L € K. Mit G(K/L)
wird die Menge aller Isomorphismen ¢ : K’ — K bezeichnet, die L festlassen, d.h.
fir die ¢(A) = XV A € L gilt. Offensichtlich ist G(K/L) mit der Komposition als
Multiplikation eine Gruppe.

G(K/L) heiit die Galoisgruppe von K iiber L.

Wie Lemma 4.1.18 zeigt, ist G(K/L) eine endliche Gruppe der Ordnung kleiner oder
gleich £ = dimy, K und besitzt genau dann die Ordnung &, wenn die k£ verschiedenen
Ringhomomorphismen

o K —C, 57=1,...k

Automorphismen von K sind, d.h. wenn
pi(K) = K, also Lla;] = Llo]
gilt. Kérpererweiterungen L C K mit dieser Eigenschaft
|G(K/L)| = dimp, K
heiflen Galoiserweiterungen.

Beispiel 4.1.20 Wir schlieffen an das Beispiel 4.1.10 an. Die Bezeichnungen seien
wie dort, also o = v/2. Q[a] ist nicht galoissch iiber Q, weil die drei Homomorphis-
men

¢; : Qa] — C mit a — aw’ (j =0,1,2)

bis auf ¢g keine Automorphismen von Q[a] sind. Daher ist die Galoisgruppe G(Q[a]/Q)
von Q[a] iiber Q die triviale Gruppe. Wir haben schon gesehen, dafi ¢ = an
ein primitives Element des von o und aw erzeugten Korpers K ist. Dabei ist
n=1—-w= 3—7\/52 Nun ist aber ¢ := 1 4+ w eine primitive sechste Einheitswurzel,
und somit sind ¥g = 9, ¥y = 9, ..., 95 = 9(° die sechs Nullstellen von 2° + 4 - 27.
Diese Nullstellen liegen in K = Q)] = Qlo, aw], weil ( =1+ w =14 =* € K. Die

sechs Homomorphismen
w;: K — Cmit ¢;(¥) =9, (j =0,...,5)

sind daher Automorphismen von K, und somit ist G(K/Q) = {¢o,..., s}

K ist somit eine Galoissche Erweiterung von Q.

Lemma 4.1.21 Es seien K, L algebraische Zahlkérper wie in Lemma 4.1.18.

©1,... 0+ K — C seien die Homomorphismen mit ¢;|L = id, dann gilt fiir jedes
ek

Niyo(B) = e1(B) ... - er(B)
Tri(B) = ¢i(B) + -+ wx(B)

Bewels: Es sei
g=a" +bp_1x™ 4+ by € Llz]
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das Minimalpolynom von 3 {iber L. m = grad(f), [ = %
L C LB CK.

Nach 4.1.16 gilt )
gl = detL(:ﬁ Z.d]( — S«QE/L)
Es folgt also detz (3 idx — c,og/L) = 0 und somit auch

0 = pj(det(B idx — p'")) = det(p;(B)idx — p'") fir j =1,... k.

Folglich sind
p1(B), - ex(B)
Nullstellen von g.

Da grad g = m, hat g nur m verschiedene Nullstellen. Um zu sehen, dafl ¢1(53), ..., ox(3)
alle Nullstellen von ¢ durchlaufen, miissen wir nur zeigen, dafl [ + 1 dieser Zahlen
nicht untereinander gleich sein kénnen.

Annahme: ¢1(f) = ... = ¢i41(8) (nach evtl. Umnumerieren) Dann gilt

Y=y | L[ﬁ] = ... =Y+ | L[ﬁ]

Da dimpjs K = [, gibt es nach Lemma 4.1.18 aber nur [ Fortsetzungen von % :
L[#] — C zu einem Homomorphismus ¢ : K — C. Wir haben aber [ + 1.
Widerspruch!

Da k = Im, sind somit mindestens m Elemente von {¢1(3),...,¢r(3)} paarweise
verschieden. Da grad ¢ = m, folgt

g = H(l‘ — i (B)).

Es folgt dety(x idx — @g’/L) = [[(# — ¢;(5)) und somit

J=1

k
Niji(B) = detigs”" = [ [ 0i(8).

Definition 4.1.22 Sei o € C algebraisch, K = Q[a].
Ok :={p € K | f ist ganz iiber Q}

ist ein Unterrring von K.

Ok heifit der Ring der ganzen algebraischen Zahlen in K.
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Ubungen 4.1.23
(1) Beweise das Eisensteinsche Irreduzibilitatskriterium:

Essei f = 3 apx® € Z[z]und p eine Primzahl, so daf gilt: red, f = (a,, mod p)a™ #
k=0

0 und ap Z 0 mod p*.
Dann ist f irreduzibel in Q[z].
(2) Ein Polynom f = Y azz* € Z[z] heiBt primitiv, wenn ggT(ao, ... ,a,) = 1

k=0
gilt.

(a) Zeige: Sind f, g € Z[z] primitiv, so ist auch fg primitiv.

(b) f € Z[x] ist irreduzibel <= f ist primitiv und f ist irreduzibel in Q[x].

(c¢) Es sei a eine algebraische Zahl mit Minimalpolynom f € Q[z]. Dann gilt:
a ist ganz algebraisch <— f € Z[z].

(3) Welche der folgenden Polynome sind irreduzibel in Z[x]?
a) x2+3 b) x? — 169 c) ¥ +at+a+1, d) a*+a® 422 +a+1,
e) x° 4+ 22% + 3x + 4

(4) Bestimme die Konjugierten von cos ¢

(5) Bestimmedie Minimalpolynome der algebraischen Zahlen V345, e%, 1+ V2+

1"‘@ . 2ms
1—V2, ——, i4+V2, e +2.
V2

(6) Bestimme ein primitives Element von

(a) Q[V3, V3]

(b) Q[v/5, wv/5], wobei w = %__3

(7) Es sei K = Q[v3], L =Q[V3].
Berechne Trgp(a), Trigla), Nio(e), Nijgla) fir o = V3, V3, 1+
V3, %(1+\/§), V34 V3.

(8) (fir Mathematica -Fans)

(a) Essei a eine algebraische Zahl vom Grad n mit Minimalpolynom f. Fiithre
die Elemente von K" = Q[a] als abstrakten Datentyp ein, und erklare dann
die Arithmetik im Korper K (vgl. Beispiel 2.1.6).

(b) Schreibe ein Programm zur Berechnung der Matrix A von c,og/(@ K=+ K
beziiglich der Basis (1,a,...,a" '), wobei 3 € K.

(c¢) Schreibe ein Programm zur Berechnung von Norm und Spur eines Ele-
mentes in K. Benutze dazu b). Versuche die Aufgabe auch mit Lemma
4.1.16 oder 4.1.21 zu l6sen.
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4.2 Reell-quadratische Zahlkorper

Es sei d € Z quadratfrei, o := V/d.
Definition 4.2.1 K = Q[a] heifit quadratischer Zahlkérper.
f= 22 —d

ist das Minimalpolynom von a.
Sind a,b € Q und § = a + ba, so ist
3% = a® + 2aba + b*a* = (a2 + de) + 2aba
= (—a* + db*) + 2ap3,
also
pB* —2ap 4 a* — db* = 0.

Ist b # 0, so ist 22 — 2ax + a* — db* irreduzibel in Q[x], also das Minimalpolynom
von [, und somit gilt in diesem Fall

N(B3) = a* — db*

Tr(B)=2a

Dies gilt auch im Fall b = 0, denn dann ist + — a das Minimalpolynom und man
kann Lemma 4.1.16 anwenden.

Auch mit Hilfe von Lemma 4.1.21 kann man N(3) und Tr(3) bestimmen: o, —«
sind konjugiert. Die Homomorphismen K — C sind ¢y = 1dg, ¢z : K — C mit
wa(a + ba) = a — ba.
Es folgt

N(a+ ba) = (a + ba)(a — ba) = a* — db?,

Tr(a+ ba) =a+ ba+ a— ba = 2a.

Wir betrachten nur den Fall K C R, d.h. d > 0.
Definition 4.2.2 Ist d > 0, so heifit A reell-quadratischer Zahlkorper.

AuBerdem setzen wir voraus, dafl
d =1mod4.
Es gilt nun 3 = a + ba (a,b € Q) ist genau dann ganz, wenn das Minimalpolynom
von 3 in Z[z] liegt (Ubung 4.1.23(2¢)), also wenn
2a € Z und o® — db* € 7.
Es gilt dann

! 12
B = a+ ba ganz (a,bEQ)ﬁa:%mita’EZ, %—deEZ
/

b
illdszZib:gmitb’EZ

2 _ b2
L2 cz—
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a — b'? = a” — db* = 0mod 4
[d=1mod 4]
— a = V' mod2. Umgekehrt gilt: Sind «’,8' € Z mit ' = b'mod2, so ist f =
%(a’ + b'a) ganz. Wir setzen
l+a 14Vd
=—— =

Lemma 4.2.3 O =Z & Z~

Beweis: § € O <— 3 d't/ € Z mit '’ = ' mod 2 und
a v a =

o =

2 2 2

+ by

O
Nicht ganz trivial ist es nun, die Einheitengruppe O von Og zu bestimmen.

Ist 8 € Ok eine Einheit, so ist N(3) Einheit in Z, also N(3) = £1. Ist umgekehrt
N(B) = %1, so heifit das

BB = £1, wobei ' = a — ba, wenn 3 = a + ba,
also ist 3 Einheit in Og. Also gilt

Lemma 4.2.4 Of = {3 € Ox | N(#) = £1}.
Sei nun
f(a,b) := max(|3|, |5']) fiir a,b € Q, wobei 3 =a+ba, ' =a— ba.

Lemma 4.2.5 Ist N > 0, so gilt
2 2 N
{(a:b) € @ | fla,b) S N} {(a,b) € @ |fal < N, b < =}

Beweis:

(1) Ist @ > N, so ist f(a,b) > N.
Beweis: Ist 8 = a4+ba < N, soist b < 0,also a—bar > N und somit f(a,b) > N.
Ist 8 > N, so ist ebenfalls f(a,b) > N.

(2) Ist —a > N, soist f(a,b) > N.
Beweis: Ist =3 = —a + ba < N, so ist b < 0, also —a — ba > N und somit
fla,b) > N. Ist =3 > N, so ist natiirlich auch f(a,b) > N.

3) b> Y = f(a,b) > N.
Beweis: Ist 0 = a 4+ ba < N, so ist @ < 0, also —a + b > N und somit
fla,b) > N. Ist 8> N, so ist sowieso f(a,b) > N.

(4) =b> L% = f(a,b) > N.

Beweis: Ist 3/ = a — ba < N, so ist a < 0, also —a — ba > N und somit
fla,b) > N. O
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Lemma 4.2.6 Fiir N > 1 gibt es nur endlich viele Einheiten f € O mit 1 < g <
N.

Beweis: f =a+ba € O und 1 < g <N =
L= N(B) = N(B)38 —
57 = NI = 18] = 5 <1

— f(a,) = max(8, =) = < N

@®

N
— =N el
[Lemma 4.2.5] o

Da fiir ganze 3 nach Lemma 4.2.3 2a,2b € Z gilt, gibt es nur endlich viele Méglich-
keiten. O

Wir benutzen nun den folgenden Existenzsatz, den wir spater beweisen werden (siehe

Satz 4.2.19).
Es gibt positive Zahlen a,b € N, mit

a® — db* = 1.

Insbesondere gibt es eine Einheit ¢ € O mit ¢ > 1. Nach Lemma 4.2.6 gibt es nur
endlich viele Einheiten &’ mit 1 < ¢’ < e. Man findet daher eine wohlbestimmte
kleinste Einheit £ > 1 in O%.

Satz 4.2.7 Es sei ¢ € O die kleinste Einheit mit e > 1. Dann gilt
O ={xe" | n e Z}
¢ heifit die Fundamentaleinheit in Og.

Beweis:

(1) Es sei e’ € O mit e’ > 1.

Es folgt ¢ <&, und da ¢ > 1 ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes n € N} mit
gl < g/ < ¢" Es folgt ¢ = &, denn sonst wire &/ < &”, also 66—7 > 1 und
somit 66—7 > g, woraus "1 > &’ im Widerspruch zu "1 < ¢’ folgen wiirde.

(2) Es sei ¢’ € Of beliebig. Dann gilt ¢’ = +1 oder &’ > 1 oder 4 > 1 und
somit &’ = +¢° oder ¢’ = £&” mit n > 0 oder &’ = ££” mit n < 0. Insgesamt
ergibt sich

O ={+e" | n € Z}.

4

Wir haben hier die Existenz einer nichttrivialen Losung (z,y) € Z* der Gleichung

2? — dy* = 1 benutzt. Im Fall d = 5 kénnen wir dies ad hoc einsehen.
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Beispiel 4.2.8 Esseid =5, v = 1""2\/5, N(v) = (3)* = 5(3)* = —1, also ist 7 eine
Einheit in O.

Behauptung: v ist die Fundamentaleinheit.
Beweis: Nach Lemma 4.2.5 gilt mit N :=~

{(a,b) € @ | fla.b) <9} € {(a,b) € Q| Jal <, ol < 2}

wobei o = /5, f(a,b) = max(|a + ba|, |a — bal.)
Ist 3 = a + ba eine Einheit, so ist ' = @« — ba = £87!, und aus 1 < 8 < « folgt
somit
8 =187 <1,
also f(a,b) = max(5,|7]) =8 < ~. Es folgt

{Be0i 18y c{f=a+bacOx|lal<y b<1].

s gilt y = 1(1+V5) < 1(14+2,3) =1,65 und 2 = ¥5 + 1 <0,23 40,5 = 0,73.
Damit sind die Zahlen 3 = a + ba mit

3 1 1 1 1 1 3 1
(avb) :<__7 _>7 <__7 _>7 <_7 _>7 <_7 _>7

272 272 272 272

(_170)7 (070)7 (170)7

< 3 1> < 1 1> <1 1> <3 1>
27 2/ 27 2/7\27 2/7\27 2

die einzigen Elemente in Ox mit
la] < 1,65 und |b] < 0,73,

Die Paare, die Einheiten definieren, sind

(4G Yo (3

und davon ergibt nur (%, %) eine Zahl grofler als 1 und zwar v = % + %oz.
Damit ist die Behauptung bewiesen.
Es folgt somit fir d =5
Or ={£7" | n € Z}.
Es besteht ein Zusammenhang zu den Fibonacci-Zahlen: Da v? = 1 + v, folgt aus

n—1

Y = Up_3 + Up-17
" = (Up—z + Un—1)Y + Up—1
= Up_1 + Up7,
wobel
Uy = 0, U1 = 1

Uy = Up_o + Up_y TUr n > 2.
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Wir wollen den Beweis der Existenz einer nichttrivialen Lésung (z,y) € Z?* von
2? — dy* = 1 nachtragen.

Dazu miissen wir zunachst etwas iber Kettenbriiche lernen.

Definition 4.2.9 Ein Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form

1
[q07q17q27"'7qn]:q0+ 1 )
a1+ R !
42
g3+ 1
gn-1 ‘|‘ an
wobei qq, ... ,q, reelle Zahlen grofler oder gleich 1 sind.
Es gilt
1
[qov"' 7qn] = |905-+- yqn-2, gn-1 + q_
= [qov s 9 Gn-2, [qn—lv qn]]
Allgemeiner
[a07 A 7qn] = [q07 A 7qk—17 I:qk7 A 7qn]]'
Man kann [qo, ... , q,] rekursiv nach folgendem Schema berechnen:
0 ‘ 1 ‘GOZQO‘G1:1—|—QOQ1 ‘G2:CL0+G1Q2 ‘ ‘an:an—Z—l_an—IQn
1 ‘0‘ by =1 ‘51:(]1 ‘bzzbo—l-bﬂh ‘ ‘bn:bn—Q—l_bn—IQn

Es gilt dann

an
[qov"' 7(]71] = E
Der Beweis geht durch Induktion nach n:
Fiir n = 0 ist [go] = g0 = .
n—1—=n:
1 ty_y
[qov"'vqn]: qu"'vqn—27Qn—1‘|‘_ = 7 -
qn bn—l

Ap_3 + an—?(qn—l + an) Ap—3qn + an—?(Qn—lqn + 1)

bn—3 + bn—?(Qn—l + an) bn—3qn + bn—Z(Qn—IQn + 1)
_ Up—2 —I' (an—S —I' an—?Qn—l)Qn _ Up—2 —I' Gp—1Gn o Gy

bn—2 —I' (bn—S —I' bn—QQn—l)Qn B bn—2 —I' bn—lQn B bn ‘

In Mathematica kann man also den Wert von [qo, . .. , ¢,] durch
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Kettenbruch[g_List]:=Module[{n =Length|q¢].;,v,w},
For[i = 1; {v,w} = {{0,1}, {1,0}}, ¢ <n,
{v,w} = {w, v+ qe]w}; i++];
wli]/w]2]]

berechnen.

Definition 4.2.10 Ein unendlicher Kettenbruch [go, ¢1, ¢z, - . -] ist eine Folge

([90- - -+ @u])n>0 von endlichen Kettenbriichen, wobei ¢; € R fiir 7 > 0 und ¢; > 1
falls © > 1. [q0,¢1, G2, - . .| konvergiert, wenn die Folge ([qo, ... ,¢n])n>0 konvergiert,
d.h. wenn die Folge (§2).>0 der Néherungsbriiche von [qo, i, ...] konvergiert.

Es gilt also

Lemma 4.2.11 Sei [qo, ¢1, g2, - - - , ] ein endlicher oder unendlicher Kettenbruch mit
Ggo > 0, g; > 1 fiir « > 1. Es sei weiter

o =qo, a1 =1+ apqr, ... ,0p = Gp_o+ Ay 1Gy, ...
bozl,blqu,..., bn:bn—Z—l'bn—IQna---

Dann gilt
an .
[0, 4] = 7= fiiw . > 0.

n

Weiter gilt fiir jede reelle Zahl o > 1

q07 st 7qna - bn_l —I— bnO{

4

a, heifit n-ter Ndherungszihler und b, n-ter Ndherungsnenner von [qo, ¢1, . . . |-
Es gilt

Lemma 4.2.12 Sei o € N und ¢; € Ny fiir ¢ > 0.

(a) (=) *!
an, Gn41 —1)"

nbn —ay, bn e —1 n, - =
Apbpy1 — anp (=1) by buy1 Db

(b) (an,by) =1
() bg <by <by<...<by<byys
(d) Z—g<§—j<...<‘;j—:<—2§:ﬁ <—Z§::11 <Ll

(e) [qo,q1,q2, - .. ] ist konvergent.

Beweis:
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(a) apby — arby = goq1 — (1 + goq1) = —1 und
Anbpt1 — api1by = an(boo1 4 bnguir) — (a1 + @nGni1)bn
= apby_1 — @10, = —(apn—1b, — anb,_1)
= dpbpy1 — apgrb, = (—1)"

und
T =R Gt
bn bn—l—l B bnbn—l—l ‘

(b) folgt sofort aus (a).

(c) 1:bogbl[ < ]1—|—blq2:bg, und fiir n > 2 ist b,_5 > 0, g, > 1, also
g22>1

bn = bn—2 + bn—l > bn—l

(d) Nach (*) ist

T —1 <0

E B an—I—l B bnbn—l—l
Auflerdem ist

ok G2k42 (—1)2k+1 (—1)% _ —bokt2 + bay

+ <0

bZk bZk—I—Z bZkak—I—l bZk—I—lek-I—Z bZkak—I—lek-I—Z

und analog
A2k—1  G2k41 bakt1 — bar—1 0

bak—1  bakpr  bar—1barbarss
Also gilt (d).

(e) [qos--- ,qu] = . Nach (a) und (c) gilt fiir alle K > 1 und m > 1

k—1
Qg 1

b bpyr| — o bt ibmtijt1 [br>k]
k—1 1 B m—l—zk:_l 1 m—1 1
Zmtmri+l) 2 QG+ G+
_m+ E—1 m—1 B k
 om -tk m (m+k)m
Also ist (§=),>0 eine Cauchyfolge und somit konvergent.
Kettenbriiche [qo, ¢1,42,¢3,-..] mit g € N und ¢ € Ny fiir ¢ > 1, heiflen re-

gelméBig. Wir betrachten nur regelméflige Kettenbriiche.

Definition 4.2.13 Sei o € R, o > 0. Die Kettenbruchentwicklung von « wird
rekursiv definiert:

o 1= a, go = [ao].
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1
@o—4qo

. Dann ist

Ist cg — qo # 0, so sei oy :=

1
a=q+ — = [q, 1]
(&3]

ﬁ, falls a1 — @1 #

n—1—4¢

0 und ¢, = [a,]. Es ¢gilt @ = [qo,--- ,Gn-1,4]. Ist a1 = @gu_1, so bricht die
Kettenbruchentwicklung ab und es gilt

Sind e, ... , 41,90, - - - 5 Gn—1 schon definiert, sei o, =

a = [qov s 7(]71—1]-
Der unendliche oder endliche Kettenbruch

[q07q17q27 < ]

heifit die Kettenbruchentwicklung von a.
In Mathematica kann man diese Entwicklung folgendermaflen definieren:

Kettenbruchentwicklunglar_,n_] :=
Module[{Q, 8 = a, ¢ = Floor[a], 1 = 0},
Q = {q}; While[f —q¢#0Ai <n -2,
1 .
b=g—gia= Floor[]; it-+;

q
Q = Append[Q, q]]; Q]

Ein eleganteres Programm:

-
# — Floor[#]

Lemma 4.2.14 Sei o € R, o > 0. Die Kettenbruchentwicklung von « ist genau
dann endlich, wenn « rational ist.

Kettenbruchentwicklung[ar—, n_] := Floor[NestList| &, a,n —1]]

Beweis: Sei a = § rational mit a,b > 0 und (a,b) = 1. Dann ist nach dem euklidi-
schen Algorithmus

1
a=qb+r, also%:ql—l—T, falls ry > 0
b N
b= qri+ 12, also — = g2 + R falls ry > 0,
™ -

2

Th—2 = qpTk—1, Tk =0

Somit gilt § = [q1,... , qx]. O
Offensichtlich ist

1

[qov"' 7(]71—17171] = |40, - - - 7qn—171+I = [qov"' 7(]71—172]-

Um die Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl zu erhalten
muf} man die letzte Stelle > 2 wahlen.



128 Algebraische Methoden

Lemma 4.2.15 Seien qo,q, €N, q1,... ,¢n, 41, ,q, € Ny.
Es gelte g, > 2 und ¢/, > 2. Gilt nun

[qov"' 7(]71] = [Q67 7Q;n]7
so folgt n =mund ¢; = ¢ fir e =0,... ,n

Beweis: Ohne Finschrankung sei n < m. Induktion nach n:

n=0: q =l[q]=1[9%;---,q¢,]- Annahme: m > 1. Dann ist 0 < ﬁ < 1, weil
T
G- q, > 0,4, > 2. Andererseits gilt [¢],...,q.] = qo — ¢4 € Z, was nicht sein
kann. Also ist m = 0 und ¢y = ¢.
n—1—=mn: Aus[q0,..--,9.] =[¢5,---,q,] folgt qo—l—m = qé—l—m. Da g, =
q, > 2 folgt 0 < [q{,.~1~,q41]’ [q{,nl.,qén] < 1,also go=¢q)und [q1,...,q.) = [q7,- - ,4q.,]
Nach Induktionsvoraussetzung folgt
n=m und ¢ =4q,...,q¢, = ¢,
0

Lemma 4.2.16 Ist o € R\Q, @ > 0, so konvergiert die Kettenbruchentwicklung
[0, q1, G2, - - -] von « gegen a.
Wir schreiben daher auch

a = [%#]1&2,---]

Beweis: Es gilt mit den Bezeichnungen von Definition 4.2.13

a — [907--- 7(]71] = [q07"' 7Qn7an+1] - [q07"' 7(]71]
Ap—1 + ApOipyq . a_n o (_1)n

= = — 0 fiir n — oo.
[Lemma4.2.11] bn—l + bnOén_|_1 bn bn(bn—l + bnOén_|_1) e o

Dabei ist [qo, ... ,¢.] = §* der n-te Naherungsbruch. O

Lemma 4.2.17 Seien

/ I Y
o = [q07q17q27"']7 a = [QO7QI7Q27"‘]

zwei unendliche Kettenbriiche, ¢o, ¢ € N, ¢;, ¢/ € Ny fiir 7 > 0. Gilt nun o = ¢/, so
gilt

q; = ¢ fur alle i > 0.
Beweis: Es gilt
B = [q1,q2,...] > 1, weil ¢¢ > 1 und ebenso ist 3" = [q1,¢,...] > 1. Es folgt
0<pB71<1, 0<p! <1 Weiter gilt

. . 1 1 B
a=limqo,...,q) = lim { @+ ———=) =@+ — =q+0
oo n—>00 [qlv' .. 7(]71] nll_>r£lo[q17 .. 7(]71]

und analog o/ = ¢, + 3'~1.
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Aus a = o folgt wegen qo,q) € Zund 0 < 37! < 1,0 < 5/~ < 1 sofort gy = ¢} und
B = 3. Jetzt kann man mit § und 3’ genauso verfahren und erhilt schlieilich

q; = qZ'» fir allez > 0.

O
Jetzt kommen wir zu den algebraischen Zahlen vom Grad 2 zuriick.
Satz 4.2.18 Es sei a € R\Q, o > 0.
a = [qo, q1, - - -] sei die Kettenbruchentwicklung von a. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.

(1) « ist algebraisch vom Grad 2
2) k> —1,1> 1, so daf
( 7 :
[q07q17---] = [qov"' s Ak Gk+1y - -+ 5 Gk+1y Gk+15- -+ 5 Gkt - - -
= [qov"' s Qk Gk+1,5 - - - 7q1€+l]

ein periodischer Kettenbruch ist mit Vorperiode (qo, . .. , qx) (leer, falls k = —1)
und der Periode (qr41, ... ,qr1) der Lange [ > 1. Es gilt also

Gl = G, fiir alle m > k.

Beweis: Wir brauchen im folgenden nur die Aussage (1) = (2).
Sei also f = cox? + dox + €9 € Z[z] mit ggT(co, do, €9) = 1 und

fla) =0.

Es sei weiter Dy := d2 — 4egco € Z die Diskriminante von f. Da o ¢ Q besitzt f
zwei verschiedene reelle Nullstellen, und somit ist Dy > 0.

Nach Definition 4.2.13 ist

a = Oy, aoqu+a—, alqu+a—,...
1 2
1

2
ap — gk

api41 =

Behauptung: V k € N 3 ¢, di, e, € Z mit ggT(ck, di, ex) = 1, so dafl oy, Nullstelle
von
fr = a2’ + dpx + ey,
ist und die Diskriminante Dy = di — 4cgegr mit Dy iibereinstimmt.
Beweis: Induktion nach k.
Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen.
k — k+ 1. Es gelte schon

CkOéz + dkOék + € = 0.
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Seien ¢py1,dpi1,€pr1 € Z. Dann gilt wegen agyq = py—

Ck-|—1042_|_1 + diy10541 + €441 = 0 =
[mit (o — qx)?* multiplizieren]

Ck41 + dk+1(ak - Qk) + €k+1(Oék - %)2 =0 <
crrr — e @i + exs1qy + (disr — 2qrersr)ax + eppray, = 0.

Setzt man fir ¢pyq, dpy1, ery1 die Werte mit

0 0 1 Ck+1 Ck
(*) 0 1 —2¢ di+1 = dy,
I —q g €rt1 ex

so ist die Gleichung
2
Ch410 4 T dpprorpy +eppr =0

erfiillt. Auflosen des linearen Gleichungssystems (*) liefert

Crt1 = qzck + qidy + ek,
di+1 = 2qpcy, + di,

€k+1 = Ck,
woraus man sofort
ge T (crt1, dir1s entr) = gl (cr, d, ex) =1
abliest. Die Diskriminante ist ebenfalls unverandert:

Dk-l—l :dz—l—l — 4Ck_|_1€k+1 = 4(]20% + 4chkdk + dz
_ 4(]202 - 4(]kdk0k —4depcr = dz —depc, = Dk

Wir wollen nun sehen, da die Folge (¢x)p>0 beschrankt ist.

Dazu beachten wir, dafl nach Konstruktion

anan—l—l —I' Ap—1
9
bnan—l—l —I' bn—l

o = [qov"' 7qn7an+1] =

wobei [qo, ... ,qx] = Z—: der k-te Naherungsbruch von « ist.

Aus f(a) = 0 folgt dann
CO(anan—I—l —I' an—1)2 —I' dO(anan—I—l —I' an—l)(bnan—l—l —I' bn—l) —I' eO(bnan+1 —I' bn—1)2 = 0
Ordnet man nach Potenzen von a,41, so folgt

(Coai + dOann + 606721)057214_1 +
‘|‘(200anan—1 —|— doanbn_l ‘I‘ doan—lbn —I' QGObnbn—l)an‘l'l —I_
+c0ai_1 + dotn—1b,—1 + 605721—1 =0
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Da aber auch
cn—|—1a721_|_1 + dn—l—lan—l—l + €1 = 0 mit ggT(Cn—I—h dn—l—h en—l—l) = 17
folgt, daB ¢,1; ein Teiler von cpa? + doa,b, + eob? ist (Ubung!). Insbesondere ist

leat1]| < |Coél721 + doanb, + 605721|

=il (32)] =4l (o (2 -) )
il (3 =) + 552 (32 -0) |

2
= 0. |(2cocr + dp) (Z—n—a>—|—co<Z—n—0z> ‘

= b?

[}

T 1 ..
[Lemm;4.2.16] n o 0 bn(bn—l + bnOén_|_1) b%(bn_l + bnOén_|_1)2
(_1)n—l—lbn Co
=1(2 d,
‘( coct —I_ O)bn—l —I' bnan—l—l —I_ (bn—l —I' bnan+1)2

S |2€00é —|— d0| —|— |Co|.

Damit ist (cx)r>0 beschrankt, also auch e = ¢;—y und somit schlieBlich auch |d;| =
v Do + 4ck€k-

Fiir die Tripel (ck,dk,er) € Z* gibt es also nur endlich viele Méglichkeiten, und
damit treten auch nur endlich viele verschiedene Zahlen ay, in der Folge (ay)r>0 auf.

Ist nun «apyq die erste Zahl mit
Qpi14] = Qpyq firein I > 1

und ist [ minimal gew&hlt, so folgt

@ =[qo,--- Gk, k1]
= [Gos- -+ s Gns Qot1s- - 5 Pty k1]
= [Gos -+ > Qs Qet1s o s Qhtls Qrtis - s Qhtls Oy
= [0+ > Qs Tt - Gerl]
Die Behauptung ist bewiesen. O

Jetzt zeigen wir, daB die Pellsche Gleichung 2? — dy? = 1 (d € Ny quadratfrei)
l6sbar ist. Zur Gechichte der Pellschen Gleichung siehe [21].

Satz 4.2.19 Sei d € N; eine quadratfreie natiirliche Zahl. Dann gibt es positive
natiirliche Zahlen =,y € N, , so daf}

2? —dy? = 1.
Beweis: Es sei a := /d und [qo,qq,...] sei die Kettenbruchentwicklung von a.
Weiter sei (ay)r>0 durch
ap =« und
Qpr1 = ! , k>0

ap — gk



132 Algebraische Methoden

definiert. Es gilt also ay € Qo] fiir alle k.
Somit gibt es eindeutig bestimmte rationale Zahlen x, yr € Q, yx # 0, so daB

ey 4+ Vd

Yk

ap =

Es sei
(e7%

E:[qov"' 7(]71]

der n-te Naherungsbruch von «. Dann gilt

Qp—2 + Qp_10,

by—2 + b,_10v,
2l + Gns (2, + Vd)

 buayn + buoi (2, + V)

\/8: [qov"' 7qn—17an] =

Multipliziert man mit dem Nenner, so erhalt man
dbn—l + (bn—Qyn + bn—lxn)\/g = Up—2Yn + Qn_1T, + an—l\/87

und durch Koeffizientenvergleich beziiglich der Q-Basis (1,v/d) von Q[a] ergibt sich
( p—1 QAp—2 ) ( T ) _ ( dbn—l )
bn—l bn—2 Yn B Gp—1 ‘

Ap—1 Ap_2 - _ 1 bn—2 —lp_2
bn—l bn—2 Cln_lbn_g — Cln_gbn_l _bn—l Gp—1

und a,_1b,—2 — ap_2b,—y = (—1)"7, folgt

T _ (_1yn—-1 dbn—lbn—Q — Up_1dp_2
(yn>_( b ( an_y —db;_, )

Insbesondere sind z,,,y, ganzzahlig, und fir alle n > 1 gilt

(_1)n_lyn = a721—1 - dbi—r
Nach Satz 4.2.18 ist die Folge (a4 ) periodisch, also auch die Folge (yy ).
Wir finden ein m und ein & > 0, so daf}

Ynik = Yy, fur alle n > m.

Sei e := (—1)""1y,,. Dann ist e = (—1)"y, fiir alle n = m + {2k, [ > 0 und somit
hat
(%) u? —dvt=c¢

unendlich viele Lésungen, ndmlich

Uy = Am—1421k,

vy = bm—1+21k7 [>0.



4.2 Reell-quadratische Zahlkoérper 133

Es gibt dann sicher zwei verschiedene Losungen (u,v), (u/,v’) von (%) mit

u = u' mod |e],
v = v' ' mod |e].
Es folgt
ur' — dvv' = u® — dv* = 0mod |e|
und
uv’ — u'v = wv — uv = 0mod |e.

Es gibt daher z,y € Z mit

ex = uu' — dvv’

7 7
ey = uv’ — u'v.
Man errechnet

e*(2* — dy?) = (ex)* — d(ey)? = (ut/ — dvv')* — d(uv’ — u'v)?

= (u? — dv*)(u? — dv") = €,

also
2? —dy? = 1.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Ubungen 4.2.20
(1) Benutze die Tatsache, daB Z[i] ein faktorieller Ring ist (vgl. Ubung 11 in
Abschnitt 1.2) um zu zeigen, daf} jede Primzahl p mit p = 1mod4 Summe
zweier Quadratzahlen ist, d.h. 3 a,b € Z : p = a® + b°.

_SleVEs

(2) Es sei K = Q[v/—3], w 5 )

= Og. Beweise:

(a) g = 2* + = + 1 ist das Minimalpolynom von w.
(b) R=17Z& Zw. Fiir n,m € Z sind n + mw und n + mw? konjugiert, und es
gilt

2—nm+m2

N(n+mw)=n
(¢) Sei A =1 —w. Dann gilt
MR =3Rund R/AR = F;
(d) 5 ist irreduzibel in R, und R/5R ist ein Korper mit 25 Elementen

(e) 7 besitzt eine Zerlegung 7 = aff in R, so dal R/aR = R/BR = F;. Ist
R/TR ein Korper?

(3) Bestimme die Einheitengruppen O} fiir K = Q[i], K = Q[v/3i], K = Q[/5].

(4) Seiug =1, uy =1, Uupys = ty+utugq flir n > 0 die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Zeige
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(a) Der n-te Naherungsbruch von [1,1,...] ist “ L und es gilt
= L+ \/5 = lim Yntl Uy = 7”"‘1 + LT (—1)”
2 nooo U, NG 2 '

(b) Seien p,g € Ny mit 0 < p < g und ¢ < tp41.
Zeige: Der euklidische Algorithmus g = byp + 7y, p = bary + 79, ... endet
nach hochstens n — 1 Divisionen, aufler im Fall p = u,, ¢ = w41, In
welchem n Divisionen notwendig sind.

(5) (a) Entwickle s

(b) Zeige: Fiir n € Ny ist v/n? + 1 = [n, 2n]
(c) Zeige: Fiir n € Ny ist 4/(n + 1) = [n,1,2n]

(6) Finde eine Losung (z,y) € Z* der Gleichung

in einen Kettenbruch.

2? —dy* =1
fiir d = 2,3,5,15 Man versuche auch d = 61
(7) (a) Essei a € Ny und o = [a,a,...]. Berechne a.

(b) Berechne o =[1,2,1,2,1,2,...].
(c¢) Es seien a,b,c € N,. Zeige:

1

a=[a,b,c, a,b,e,...] und ﬁ:[cba ha ]

sind Nullstellen desselben quadratischen Polynoms in Z[x].
(8) (Fiir Mathematica -Fans) Schreibe ein Programm

(a) zur Kettenbruchentwicklung einer Zahl

(b) zur periodischen Kettenbruchentwicklung einer algebraischen Zahl vom

Grad 2
2

(c¢) zur Pellschen Gleichung. Priife das Programm an den Gleichungen z* —
61y* = 1,22 —109y* = 1, die Fermat einem Kollegen zur Losung vorgelegt
hat. Noch schwieriger ist 2 — 94y? = 1.
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4.3 Ideale

Wir setzen die Untersuchung der algebraischen Zahlkérper noch etwas fort. Es sei
K = Q|o] algebraischer Zahlkorper vom Grad m.

Definition 4.3.1 Fiir vq,... ,79, € K heifit

AI&"/Q(VD s 77m) — A(’}/lv s 77m) = det(TrI(/Q(ﬁyi’Yj)i,j:l,...,m)

die Diskriminante von ~v,... , 7, (in K/Q).

Satz 4.3.2 v1,... .7y, sind Q-linear unabhéngig <= A(y1,... ,vm) # 0.

Beweis:

(1) Seien v1,...,¥m Q-linear abhéngig. Dann gibt es ein (ay, ..., ay,) € Q™\0, so
dafl

m

Z a;v; = 0

=1
Es folgt
Y alr(yiyy) = Tr(Y_ aivy) = Tr(0-7;) =0

fir alle = 1,... ,m. Also gilt det(Tr(y,v;)) = 0.

(2) Sei det(Tr(7:;v;)) = 0. Dann besitzt das lineare Gleichungssystem

ZQ?Z’TT(’)/Z"}/]‘) =0, 7=1,....m
=1
eine nichttriviale Losung (aq,... ,a,) € Q™\0.

Setze v := > a;¥;. Dann gilt
=1

K3

Tr(y-v;) = Z%TT(%%‘) =0 Vjy=1,...,m,

also

Tr(v3)=0 Y 3€Qy+ -+ Qyn.

Waren nun ~i,... ,7, linear unabhingig, so wire Qy; +---+Qy,, = K, v # 0 und

somit 0 = Tr(yy~') = Tr(1) = m, Widerspruch! O

Lemma 4.3.3 Sind (v1,... ,%m), (71, -+ »7) Q-Basen von K und ist v; = a7}, ai; €
7=1

Q, so gilt
A1, ym) = (det(ag))’ Al 5 70)-

Beweis: Tr(vv;) = > awTr(v])a. =
kol
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Satz 4.3.4 Seien
Olyeeyom: K — C

die verschiedenen Homomorphismen von K in C. Dann gilt

A1y s Ym) = (det(%(vy')))?-

Beweis: Nach Satz 4.1.21 gilt

Trivy;) =D eu(iv) = D wu(3)en (1),
v=1 v=1
2
also det T'r(y,y;) = <det (c,ol,(’yi») : O
Korollar 4.3.5 Seien ay,... ,«, die Konjugierten von «. Dann gilt
A(lvav 7am_1) = H(Oé] al)z
i<
Beweis: ,
I a; ... ot
as ... a7t
All,a,...,a™ ) =det ’ ?
1 apy am~t
ist die Vandermondesche Determinante. O

Definition 4.3.6 Eine nichtleere Teilmenge a C K heifit gebrochenes Ideal in
K

(1)ﬁ77€a:>ﬁ—’y€a
(2) Bea, yeOx = fBy€a
(3) 3+ € Ok\0, so dal va C Og

Ein gebrochenes Ideal a heifit ganz, wenn a C Og. Fin gebrochenes Ideal a heifit
gebrochenes Hauptideal, wenn ein § € K existiert mit a = §Ox. Wir schreiben
auch () an Stelle von SOg. Weiter nennen wir ganze Ideale auch kurz Ideale in
Ok . Fiir Ideale in O ist die Bedingung (3) natiirlich automatisch erfiillt.
Mit Jy bezeichnen wir die Menge aller gebrochenen Ideale a # {0} in A" und mit
Pk bezeichnen wir die Menge der gebrochenen Hauptideale 3Oy, 3 # 0.

Sind a,b € Jg, so ist auch

k
a-b:= {Zazﬁz

ein gebrochenes Ideal. Die Eigenschaften (1) und (2) sind klar. Zu (3): Seien 7,6 €
Ok mit ya C Ok und éb C Og. Dann ist leicht zu sehen, dafl (vd)(a-b) C Ok.

o; € a, ﬁieb}
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Definition 4.3.7 a- b heifit das Produkt von a und b.
Sind () = B0k, (v) = vOx Hauptideale, so ist auch

(B) - (7) = 870k = (87)

ein Hauptideal.
Ist (B) # (0), so ist (3~!') ein Hauptideal mit

<6> ) <ﬁ_1> = Ok.

Damit ist Px mit der Multiplikation eine Gruppe. Da zwei Hauptideale (3) und (~)
genau dann {ibereinstimmen, wenn

(3 = ey fiir eine Einheit ¢ € OF,
induziert der Homomorphismus K* — Pg einen Isomorphismus
KX /0% 5 Py
Man sieht sofort, dal auch fiir gebrochene Ideale a, b, ¢ € Jx die Regeln

(a-b)-c=a-(b-¢)
a-b=>b-a
a-Og =a

erfiillt sind. Es ist nicht so einfach zu beweisen, dafl jedes gebrochene Ideal a € Jx
ein Inverses besitzt. Zunachst definieren wir

Definition 4.3.8 Sei a € Jx.
a':={Bc K |BacC O}
Wir zeigen zunéchst

Lemma 4.3.9 Ist a € Jx, so ist auch a™! € Jx, und es gilt a™' - a C Ok.

Beweis: a™! # (), weil a ein gebrochenes Ideal ist.

(1) pa C Ok, ya C Ox = (f —v)a C Ok und
(2) Ba C Ok, v € O = vBa C Ok

sind offensichtlich erfiillt.

AuBerdem gibt es ein v € Og\0, so dal vya C Og. Damit ist ya C a N Ok, also
aNOx 2 {0}. Wahle vy € anNOg, v # 0. Dann ist ya™' C a-a™! C Ok, also erfiillt
a~! auch das Axiom (3). O

Um zu zeigen, daf}
a'a=Og
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fiir jedes gebrochene Ideal a € Jx gilt, genligt es, dies fiir [deale a C Og zu beweisen.
Das sieht man so ein:

Jedes gebrochene Ideal in K ist von der Form aa, wobei a € K* und a C Ok Ideal,
a # (0). Weiter gilt

be(an) ' <= baa COx &= baca ' < becaltal

also ist (aa)™ =« 'a™! und somit

1

(aa)"'(aa) = a'a 'aa = a7 a.

Der Nachweis, dal a™! - a = Oy fiir Ideale a € O gilt, ist nicht ganz einfach.
Es sind einige Vorbereitungen nétig. Wir erinnern zunéchst an einige algebraische

Grundbegriffe.
Definition 4.3.10 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(1) Ein Ideal a C R ist eine nichtleere Teilmenge mit den Eigenschaften

(a) a,bea=a—-b€Ea
(b) aca,re R=raca

(2) Ein Ideal p C R heifit Primideal in R ;<= p # R, und es gilt

Vabe R: abep=—=acpoderbeyp

(3) Ein Ideal m C R heifft maximal in R :<= m # R, und es gilt:
Ist @ C R Ideal, a # R mit m C a, so ist

m=d.

Definition 4.3.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. a C R ein Ideal. Dann
wird der Restklassenring R/a definiert als die Menge der Restklassen a+a, a« € R
mit den Verkniipfungen

(a+a)+(b+a):=(a+b)+a,
(a+a)-(b+a):=ab+a.

Man sieht leicht, dal dadurch R/a ein kommutativer Ring mit Eins wird, so daB
R — R/a, a — a + R, ein surjektiver Ringhomomorphismus mit a als Kern ist.

Lemma 4.3.12 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und a C R ein Ideal.
(a) aist Primideal <= R/a ist Integritatsbereich.
(b) a ist maximales Ideal <= R/a ist Korper.

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus folgenden Feststellungen:

(1) abea<= (a+a)b+a)=0,
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(2) Ideale in R/a =% Ideale b in R mit a C b. O

Satz 4.3.13 (1) Ist a € Jk, so gibt es eine Q-Vektorraumbasis v1,... ,7,, von
K,sodaBl v,... .7, € a.

(2) Ist a € Jk, so ist a eine freie abelsche Gruppe vom Rang m.

Genauer gilt

(3) Sei a C Ok Ideal, a # (0).

(Y1, -- »Ym) sei ein Q-Basis von K in a mit minimalem Betrag der Diskri-
minante [A(y1,...,7vm)| € Ni unter allen Q-Basen von K in a. Dann ist
Yy-.- ,Yn €ine Z-Basis von a, d.h. jedes Element v € a hat eine eindeutige
Darstellung

m

v = Zai’yi mit a; € Z.

=1

Beweis: zu (1): Sei 741,... .7/, irgendeine Q-Basis von K. Wéhle ¢ € Z\0, so daf}
Y1y .- ¢y, ganz algebraisch sind. Weiter sei 8 € a, # # 0. Dann gilt v; := f¢v! € a.
Da ¢ # 0, ist auch (vy1,...,79n,) Q-Basis von K.

zu(2): Dies folgt aus (3).
zu (3): Sei (v1,... ,vm) eine Q-Basis von K in a.

0 COx = 775 € Ox = Tr(yiyy) € Z =
AV, Ym) = det Tr(viv;) € Z\0 = 3 Q-Basis

(Y15« »Ym) von K in a, so daB |A(y1,... ,¥m)| minimal.
Annahme: 3 v € a, so daf die Darstellung

m

v = ZCZ%' (c; € Q)

=1

keine ganzzahlige Linearkombination ist.
Sei etwa ¢; ¢ Z. Dann ist

co=ni+r mit nf€Z, 0<r<1, reqQ.

Es folgt 71 == vy—nmiy1 = ryi+eaye+- -+ emym € aund (Y1,7%2, .-« ,¥m) ist ebenfalls
@-Basis von K in a. Nach Lemma 4.3.3 gilt

2

r 0 0

" Co 1 ... 0
IA(F1, 925« Ym)| = det o : A1y Ym)]

T | B |

=2 A )| <A, - Y]

im Widerspruch zur Minimalitat von |[A(y1,... ,vm)]- O
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Definition 4.3.14 Seia € Jx.

(1) (71,-.-,7%m) heit Ganzheitsbasis von a: <= (v,...,7,) ist Z-Basis von
a.

(2) Ala):= Ay, yYn), wobei (y1,... ,7,) irgendeine Ganzheitsbasis von a ist,
heifit die Diskriminante von a.

Da zwei Ganzheitsbasen sich um eine unimodulare Matrix (a;;) € GL,(Z)
unterscheiden, ist A(a) wohldefiniert.

(3) 0k = A(Ok) heifit auch die Diskriminante von K.

Satz 4.3.15 Ist a C Ok Ideal, a # (0), so ist der Restklassenring O /a endlich.
Fiir « € Ny ist Ok /aOk| = a™.

Beweis:

(1) an Ny #£ 0, denn:
Ist 0 € a, B #0, so gibt ganze Zahlen by, ... ,bp_1 € Z, by # 0, so dafl

B+ by B+ 6B+ by =0, also by € a.

(2) Wahle @ € an N;. Dann ist aOx C a, und somit ist Og/aOrg — Og/a
surjektiv. Ok /aOg ist aber endlich von der Ordnung «™. Um das zu sehen,
wahle man eine Ganzheitsbasis ~vq,... ,7,, von Og.

Z" — Ok, (€1,... yCm) — Zci%
induziert dann einen Isomorphismus additiver abelscher Gruppen

(Z/aZ)™ —s Ok /aOx.

Es folgt nun
Satz 4.3.16 Og hat folgende Eigenschaften
(1) Ok ist Integritatsring mit Quotientenkérper K.
(2) Jedes Ideal a C Ok ist endlich erzeugt, d.h. 3 v1,... v, € a, so dafB}
k
a= (Y. %) = {Z@%’ | Bi € OK}
i=1
(Man sagt: Ok ist noetherscher Ring.)

(3) Ist B € K und g € Og[x] normiert mit g(3) = 0, so ist 5 € Ok.

(Man sagt: O ist normal.)
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(4) Jedes von Null verschiedene Primideal p C O ist maximal.

(Man sagt: Ok ist eindimensional.)

Beweis: (1) ist klar wegen 4.3.13 (a).
(2) folgt aus 4.3.13 (b).
Zu (3): Wir wenden hier wieder Satz 4.1.4 an.
Es sei 8 € K und

B+ a7+ +ag=0
mit ganzen algebraischen Zahlen «; € Of.
Dann ist der Unterring

Zlag, ... o) C T

als additive abelsche Gruppe endlich erzeugt und somit ist auch

-1

M = Z Zlag, ... ,o_1]3°

=0

eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

Es gilt nun, wie man leicht sieht,
oM C M,

und daher ist § ganz algebraisch. Das beweist (3).

Zu (4): p Primideal, p # (0) = R = Ok /p ist ein endlicher Integritatsbereich, also
ein Korper, (denn fiir « € R\O ist R — R, b — ab, injektiv, also bijektiv. 1 wird
also erreicht: 3b€ R: b+ 1 = ab).

Nach Lemma 4.3.11 ist p maximal. O

Lemma 4.3.17 Zu jedem von Null verschiedenen Ideal a in Og gibt es maximale

Ideale py, ... ,p, in Ok, so dafl
pr-...-p, Ca.

Beweis: Annahme: Es gibt ein von Null verschiedenes Ideal in O, das kein Produkt
von maximalen Idealen enthélt. Es sei 91 die Menge aller dieser Ideale in Op. Es
gibt ein maximales Element in 91, denn gébe es das nicht, so kénnte man eine echte
aufsteigende Kette

aSas...
von Idealen a; € M konstruieren, und a = J a; wére auch ein Ideal in O, welches

=1

nach 4.3.16 (2) von endlich vielen Elementen ~;,... ,y € Ok erzeugt wére, die alle

in einem geeigneten a,, liegen miifiten, was den Widerspruch
p = Qg1 = ... =0a

nach sich zoge. Sei also a € 9 maximal in 9. a ist kein Primideal (nach Definition
von M). Also gibt es Zahlen a,b € Og\a mit ab € a.
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am=(a)+a, aa=(b)+a

sind dann echte Oberideale von a in Og. Da a maximal in 9% ist, gilt a;,a, ¢ M
und somit enthalt sowohl a; als auch a, ein Produkt von maximalen Idealen und
damit auch a, weil

al-a2C<ab>—|-aCa.

Also gilt a ¢ M im Widerspruch zu a € 9. Damit ist die Behauptung bewiesen. O
Lemma 4.3.18 Ist a C Ok Ideal, p C Og maximales Ideal, so ist

ap™' 2 a.

Beweis:
(1) Sei @ € p, a # 0. Es sei » > 0 die kleinste Zahl, so da} maximale Ideale
P1y... P, mit
(*) ... C{a)
existieren (beachte Lemma 4.3.17).

Dann gilt
i P CP.

Da p ein Primideal ist, liegt eines der Ideale p; in p (Ubung) etwa p; C p. Da
p; maximal ist, folgt p; = p. Wegen der Minimalitdt von r gilt

pr-... P & (a)

also gibt es ein b € py - ... p.\(a), und somit ist a™'b ¢ O, aber a~'bp =
a1 (bpy) C Ok, denn

bpy CPpy-p-...-p, C{a).
Es folgt also a™'b € p~'\Ox und somit gilt

p~t 2 Ok.

(2) Ist nun a C Ok beliebiges Ideal, so ist a als abelsche Gruppe endlich erzeugt.
Ist nun ¢ € p~"\ Ok, so folgt aus Satz 4.1.4

ca ¢ a,
also p~la# a.DaOx Cp~ ' istauchaCp™'-a. O

Jetzt kénnen wir folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes der elementaren Zah-
lentheorie beweisen.

Satz 4.3.19 Zu jedem von (0) und (1) verschiedenen Ideal a in O gibt es eine bis
auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellung

a=p-...-p,

von a als Produkt von Primidealen py,....p, in Og.
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Beweis:

(1)

Existenz:

Es sei p; ein Primideal mit a C p;. Ist a Primideal, so ist @ = py, und wir sind

fertig. Andernfalls gilt nach 4.3.17
aGapy' =a; und p; G piprt
Da p; maximal ist, gilt also p;p;' = Of. Es folgt
a=0k-a=(pp;')a=pa.

Nun sei py ein Primideal mit a; C po.

Ist a; Primideal, so ist a; = po, also a = pips, und wir sind wieder fertig. Ist
a; kein Primideal, so erhalt man

. ~1
a=pPipsay mit a; = P, .

Nach endlich vielen Schritten bricht dies Verfahren ab, weil es keine echt auf-
steigenden Idealketten a ; a ; as ; as ; ... in O gibt, wie der Beweis von
4.3.16 lehrt.

Eindeutigkeit:
Es seien pq,... .9, q1,...,qs maximale [deale und es gelte
Pr- o Pr=01:...°(s.

Dann folgt q; - ... g, C p1, also q; C py fiir ein ¢. Da g; maximal ist, folgt
qi = Pi1-
Ohne Einschrinkung sei 7 = 1. Durch Multiplizieren mit p;* folgt

p?---pr:qQ---q57

und durch Induktion folgt die Behauptung. O

Satz 4.3.20 Zu jedem gebrochenen Ideal a € Jk gibt es eindeutig bestimmte Prim-
ideale pq,...,p, in Ox und ganze Zahlen vy,... v, € Z\{0}, so daf

v Yy
a=p'...p .

Jx ist mit der Multiplikation eine abelsche Gruppe.

Genauer ist Jg die freie abelsche Gruppe mit der Z-Basis MaxOx = {p C Ok | p
maximales Ideal }.

Beweis: Wegen Satz 4.3.18 miissen wir nur noch zeigen, dafl Jx eine Gruppe ist
und dafiir geniigt es, wie wir uns schon iiberlegt haben, zu zeigen, dafl

aa™! D Og
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fiir alle Ideale a C O gilt.
Sei zunéchst p ein maximales Ideal. Da p & pp~', folgt pp~"' = Ok Ist nun

a=p-... P
so gilt fiir b:=p7'...p=" die Gleichung
a-b=ppi'...pp = Ok,
und wegen p; D a folgt p7' C a™!, also b C a™' und somit

Ok =a-bCa-al.

Definition 4.3.21 Die Faktorgruppe
ClK = jK/PK

heifit die Idealklassengruppe von K.
Offensichtlich gilt Cly = {1} genau dann, wenn O ein Hauptidealring ist.

Wir illustrieren die Theorie an einigen Beispielen

Beispiel 4.3.22 Es sei K = Q[a], a = v/—5. Dann sind a und —a konjugiert und
es gilt

N(a+ ba) = (a + ba)(a — ba) = a* + 5b%,
Tr(a+ ba) = 2a.
a+ba € Og <=N(a+ba), Tr(a+ba) € Z <= a,b e Z.

Also ist Oxg = Z + Zo und (1, «) ist Ganzheitsbasis von Og. Somit ist die Diskri-
minante

S = A(Ox) = A1, a) = det ( L )2 — (=2a)* = —20.

Auch

et (1rta) 1rom ) =4 (5w ) =

ergibt die Diskriminante.

Wir wollen die Primfaktorzerlegung von (2) = 20k bestimmen. Das Ergebnis ist:
(2) = p*, wobei p = (2,1 + a).
Zunichst beweisen wir

p=(214+a0)={28+(0+a)y|fF7€ 0k}
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ist Primideal. Beweis: Mit
O=a+ba, y=c+da, a,b,e,d €7,
ist
20+ (1+a)y=2a+c—>5d+ (2b+d + c)a.
p wird also als abelsche Gruppe in Z* = Z + Za von den Spalten der Matrix

( g g 1 _f ) erzeugt. Mit elementaren Spaltenumformungen erhalt man

001 1Y _(201) (2 -11)_ (211)_ (21
02 1 1 02 1 0 11 0 1 1 0 1)

d.h. (2, 1 4+ «) ist eine Ganzheitsbasis von p. Da (1, 1 4+ «) eine Ganzheitsbasis von
O ist, sieht man, dal Og /p nur zwei Elemente besitzt, die Restklasse von 0 und
die Restklasse von 1. O /p ist also isomorph zu Fy. p ist somit ein Primideal. Weiter
ergibt sich

[N]

pP=(4,2(1+a), (1+a)’) =4, 2+2a, —4+ 2a)
= (4, 2+ 20, 2a) = (4, 2, 2a) = (2, 2a) = (2).

Dabei haben wir die Regel (a,b) = (a — ¢b,b) benutzt. Weiter zeigen wir:
Das Ideal p ist kein Hauptideal.

Beweis: Annahme: p = (). Dann gibt es Zahlen ny,n, € Ok, so daf}
I+ a=mn,
2 = .
Es folgt 4 = N(2) = N(n2)N(n). Da aber
N(a+ ba) = a’ + 5% =1 oder >4, folgt N(n) =1 oder 4.

Da n keine Einheit sein kann, folgt N(n) = 4 und somit ist 7, eine Einheit, also
p = (2). 1 + o ist aber kein Vielfaches von 2. Widerspruch.

Og ist also kein Hauptidealring. Man kann zeigen, daff C'lx = {[Oxk], [p]} gilt.

Wir berechnen die Diskriminanten von p und (2). Da (2,1 + «) eine Ganzheitsbasis
von P ist, ist

B B 2 1+a)' (1 o)
A(]J)—A(Z,l—l-oz)—dlet<2 1_@) —4<1 —a)

— 45[{ - _80

Da weiter (2, 2a) Ganzheitsbasis von (2) ist, folgt

A((2)) = A(2,20) = det (g g) A(l, @)

=265 = —320
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Beispiel 4.3.23 Im Fall @« = Vd, d € Z, d = 1mod4 ist Ox = Z+~Z, v =

1+« ! _ 1—«
277_27

k=A(Ly)=(y—7)=a’=d

Beispiel 4.3.24 o = v/2, K = Q[v/2]

Dann ist
1 o o : 111\’
All,a,0*)=det | 1 ow a?w? =af det| 1 w w?
1 aw? Pw 1 w? w

=92 | (wz—w4—w—|—w2—|—w2—w)2 =
= 273w —w)? = 273%(1 + 2w)? = —273°
= —108.  vgl. Beispiel 4.1.10
Bemerkung 4.3.25 Es gibt eine Beziehung zwischen algebraischer Zahlentheorie

und algebraischer Geometrie. Ist K ein algebraischer Zahlkérper, R = O der Ring
der ganzen algebraischen Zahlen in K, so bezeichnen wir mit

Spec R
die Menge aller Primideale in R. Wir erhalten eine Abbildung
7 : Spec R — SpecZ
mit
m(p) :=pNZ.

Diese Abbildung kann man sich als eine n-blittrige verzweigte Uberlagerung vor-
stellen, wobei n = dimg K der Grad des Zahlkorpers ist. Ist ¥ € K ein primitives
Element von K mit Minimalpolynom f € Z[z], so ist Z[J] = Z[x]/{f) und Z[J] C R.
R ist der ganze Abschlufl von Z[{] in K. Zu den Ringhomomorphismen

Z — Z[x] — Z[¥] — R
gehoren ‘geometrische’ Abbildungen:

5—>C%>X—>B.
v J pr

Dabei ist B = SpecZ die arithmetische Gerade und X = SpecZ[z] die arith-
metische Ebene.

pr: X — B, pr(p) = p N Z ist die Projektion mit den Geraden SpecF,[z] als
Fasern. C' = Spec Z[J] ist die durch die ‘Gleichung’ f € Z[z] beschriebene Kurve in

X.C = Spec R — C ist die Normalisierung von C'. C ist ‘glatte’ Kurve.

Fiir jeden Punkt # = (p) € SpecZ besteht die Faser 77'(2) C Spec R aus m ver-
schiedenen Punkten z; = p;, 1 = 1,... ,m. Es gilt dann die fundamentale Beziehung

PR =pi .y
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und
m
n= Zeifm wobel e; > 1
=1

und
fi = dimp, (R/p;) > 1.

¢; heifit der Verzweigungsindex von 7 im Punkt x;, und f; heifit der Tragheits-
index von 7w im Punkt x,;. k(z;) = R/p; heiflt der Restklassenkérper vonR im
Punkt z;. k(x;) ist endlicher Kérper mit p/* Elementen.

Die Abbildung 7 : ¢ — B ist iiber dem Punkt z = (p) € B verzweigt, wenn
es ein maximales Ideal p C R gibt mit pR C p und 14(p) > 2, wobei 14(p) den
Exponenten e von p in der Primfaktorzerlegung von p in R bezeichnet.

Als konkretes Beispiel betrachten wir
K= Q[\/E]v

wobei d € Z eine quadratfreie ganze Zahl sei.

Dann gilt fiir die Diskriminante

DS 4d  falls d £ 1 mod 4
T T 4 fallsd=1mod4

M. Dann ist

Es sel w := >

(1,w) eine Ganzheitsbasis von O und deshalb ist

Trl Trw 2 D
det(TTw Trw2>:det<D D""TD2>ZD
die Diskriminante von K.

Nur im Fall d # 1 mod 4 ist die Diskriminante D durch 2 teilbar und in diesem Fall
ist

R =7+ Zw = Z[Vd] = Z[z]/(2* — d)Z]z].
Ist d = 1 mod4, so ist Z[v/d] nicht ganz abgeschlossen in K:

1+Vd
9

ZIWd G R=17

In jedem Fall gilt: Die Abbildung
7 : Spec R — SpecZ
ist genau iiber den Primteilern p € Z von D verzweigt. Ist p ein Teiler von D, so ist
pR=1p*  wobeip=(p,1+w).

Ist p kein Teiler von D und p # 2, so gilt folgendes ‘Zerlegungsgesetz’
p ist trage in R, d.h. pR ist Primideal in R <—

()
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p ist zerlegt in R, d.h. pR = p; - po mit zwei verschiedenen Primidealen pq,ps in

- ()1

Fiir Beweise dieser Aussagen und mehr zur algebraischen Zahlentheorie siehe etwa

[5], 4], [2], [12].

Ubungen 4.3.26
(1) Seid € Z quadratfrei und d = 2,3 mod 4. K = Q[\/d]. Beweise: O = Z+7Z/d.

Berechne die Diskriminante von Oj-.
(2) In Z[v/=5] betrachte man die Ideale
p=(2,14+vV=5), g= (3,1 +v=5), t=(3,1 —/=5).
(a) Beweise: p, q,t sind maximale Ideale.
(b) Zeige: p* = (2), qv = (3), pq = (1 +V=5), pr = (1 —V=5).

(3) Sei « eine algebraische Zahl vom Grad n. f sei das Minimalpolynom von «

und f’ die Ableitung von f.

(a) Beweise: A(1,a,...,a" 1) = (—1)ﬂn2__QNK/@(f’(oz))
(b) Berechne A(1, o, a?), falls f = 2° + a2 + ao

(4) Sei K ein algebraischer Zahlkorper vom Grad n und O der Ring der ganzen
Zahlen in K. Ist a C Ok ein von Null verschiedenes Ideal, so wird die Norm
von a definiert als die Anzahl der Elemente des Restklassenrings O /a.

N(a) =[Ok /al.
Berechne N(a) fiir die Ideale aus Aufgabe 2.
(5) Beweise, daB die Ideale p, q,t aus Aufgabe 2 keine Hauptideale sind.

(6) Die Voraussetzungen seien wie in Aufgabe 4. Es sei a C Og von Null verschie-

denes Ideal.

(a) Beweise: Es gibt eine Ganzheitsbasis (01, ... ,03,) von Ox und Zahlen

dl,... ,dn € N_|_ mit d1|d2|dn,

so daBl (d1fa, ..., d,0,) Ganzheitsbasis von a ist (Stichwort: Gauflsches
Eliminationsverfahren, Elementarteiler).
Aa)

(b) Nio) =\ 5605

(7) (Fiir Mathematica -Fans) Schreibe ein Programm

(a) zur Diskriminante eines Ideals
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(b) zur Multiplikation von Idealen in O
(¢) zur Bestimmung einer Ganzheitsbasis eines gebrochenen Ideals in K =

Q[Vd].

(8) Es sei d € Z keine Kubikzahl, quadratfrei, und es gelte d # £1mod9. Es sei
W =~/dund K =Q[J], R = O.

Beweise:
(a) NK/@(a + 00 + ¢?) = @® 4 db® + d*c® — 3dabe
(b) (1,49,9?) ist eine Ganzheitsbasis von R.

(c) Sei p Primzahl, die 3d nicht teilt. Dann gilt: (p) = pR ist maximales Ideal
in R, wenn die Kongruenz

2® = dmod p

nicht losbar ist.
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4.4 Endliche Koérper und die prime Restklassen-
gruppe modulo m

Neben den endlichen Kérpern F, sind uns auch schon andere endliche Kérper in der
Gestalt von Restklassenkorpern & = R/p maximaler Idealer p in Zahlringen R = Oy
begegnet.

Zunachst wollen wir zeigen, dafi die multiplikative K* = K\{0} eines endlichen
Korpers K stets zyklisch ist.

Definition 4.4.1 Es sei G irgendeine multiplikativ geschriebene Gruppe mit neu-
tralem Element e.

Fiir g € G heifit
ord(g) ;= min{n € Ny | ¢" =€}
die Ordnung von g. Dabei wird min{) = oo vereinbart.

(9) ={g" | n € Z} ist dann eine zyklische Untergruppe der Ordnung ord(g) von G.
Ist (& eine endliche Gruppe der Ordnung m, so ist ord(g) ein Teiler von m.

Satz 4.4.2 FEs sei (¢ eine Gruppe der Ordnung m. Fiir jeden Teiler d von m gebe
es hochstens d Elemente g € (¢ mit ¢¢ = e. Dann ist G zyklisch.

Beweis: Es sei f(d) die Anzahl der Elemente der Ordnung d in GG. Da ord(g) ein
Teiler von m ist, folgt
m =Y f(d).

d|m
Es sei d Teiler von m mit f(d) # 0. Dannl gibt es also ein Element g mit ord(g) = d.
G" = (g) C G ist zyklische Untergruppe der Ordnung d, und fiir alle h € G’ gilt
ht =e.
Also ist nach Voraussetzung
G'={rcG|z'=¢}
und natiirlich folgt dann
M;={x € G| ord(z)=d} C G".

Also ist

fd) = #M,y
die Anzahl der Erzeuger der zyklischen Gruppe G’ = (Z/dZ,+) und somit folgt

Jd) = ¢(d),
wobei ¢ die Eulersche o-Funktion ist. Es folgt

Yoeld)=m= Y fld)= ) o

d|lm d|lm d|lm
f(d)#0 f(d)#0

und somit f(d) # 0 fiir alle d|m. Insbesondere ist f(m) # 0. Es gibt also ein Element
der Ordnung m in G. 4
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Satz 4.4.3 Es sei K ein Korper und G eine endliche Untergruppe von K*. Dann
ist G zyklisch.

Beweis: Da das Polynom f = 2% — 1 € K[z] hochstens d Nullstellen in K besitzt,
gibt es auch héchstens d Elemente ¢ € ¢ mit ¢¢ = 1. Die Voraussetzung in Satz
4.4.2 ist also erfiillt, und damit ist G zyklisch. g

Korollar 4.4.4 Ist K ein endlicher Koérper, so ist K* zyklisch. O

Korollar 4.4.5 Ist K ein Korper, so ist die Untergruppe G = {z € K | 2% = 1}
von K* zyklisch und ihre Ordnung ein Teiler von d.

Beweis: (7 ist endliche Untergruppe von K*, also zyklisch. Ist @ € G, so ist ord(x)
ein Teiler von d. O

Korollar 4.4.6 Sei p Primzahl. Dann gibt es ein r € N, r £ 0mod p, so daf
_ 2 -2
F> = {1 modp, rmodp, r"modp,... 7’7" mod p}.
O

Definition 4.4.7 Seim € N;. a € Z heifit Primitivwurzel modulo m (oder auch
primitiver Rest modulo m): <= amodm ist Erzeuger der Gruppe (Z/mZ)* der
primen Reste modulo m.

Genau dann, wenn (Z/mZ)* zyklisch ist, gibt es eine Primitivwurzel modulo m. Da
w(m) die Ordnung von (Z/mZ)* ist, gibt es dann p(¢(m)) verschiedene (d.h. mo-
dulo m inkongruente) Primitivwurzeln von (Z/mZ)*. Ist ndmlich a Primitivwurzel
modulo m und

n = ord(amod m) die Orndung von a modm

in der Gruppe (Z/mZ)*, so gilt fir « < d <m

ord(a® modm) = (n.d)’
also ord(a?modm) = n < (n,d) = 1.

Mit Mathematica kann man die Primitivwurzeln etwa folgendermafien bestimmen:

ord[a_ Integer, m_ Integer /; m > 1] :=
Module [{t, =1, d = GCDla, m]},
If [d =1, t = Divisors [EulerPhi [m]];
While [Mod[PowerMod [a, t[¢], m], m] # 1,
is]: 11,
Print[“geT =7, d, " # 1"]]]

ord[a, m] ist die Ordnung von @ modm, falls m > 2 und ggT(a,m) = 1.

Die primen Restklassen modulo m bekommt man durch
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primerestklassen [m_ Integer /; m > 1] :=

Select [Range [1,n], GCD[#,n]==1 & |
Die Primitivwurzeln modulo m erhédlt man dann als die Teilmenge

primitivwurzeln [m_ Integer /; m > 1] :=
Select [ primerestklassen[m], ord[#, n]=== Euler Phi|m]&]

Einige Beispiele:

primitivwurzeln [37] =
2,5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35 }
— {2,513, 15, 17, 18, -18, -17, -15, -13, -5, 2 }

primitivwurzeln [17] =

= { 37 57 67 77 _77 _67 _57 -3 }

primitivwurzeln [41] =

={6,7 11,12, 13, 15, 17, 19, -19, -17, -15, -13, -12, -11, -7, -6 }
Gibt es eine GesetzmaBigkeit fiir Primzahlen p = 1 mod 47
Satz 4.4.8 Sei p eine Primzahl, p # 2. Es sei a € Ny. Dann gilt:
(Z/p"Z)"

ist zyklisch.

Genauer gilt:

(a) Ist @ Primitivwurzel modulo p, so ist @ oder a + p Primitivwurzel modulo p*.

(b) Ist @ Primitivwurzel modulo p*, so auch modulo p~.

Beweis zu (a):
(Z/p*Z)* hat die Ordnung (p*) = p(p — 1).
amod p* — amod p ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
q: (Z/p°Z) — (Z/pZL)"
mit
kerqg = {1l +vp)modp* | v =0,1,... .p—1}.

Fiir a € Z erhélt man die exakte Sequenz
1 — H — {(amod p*) — (amod p) — 1,

wobei H eine Untergruppe von ker ¢ ist, also (weil ord(ker ¢) = p eine Primzahl ist)

ord(H) =1 oder ord(H) = p. Im ersten Fall ist

(1) ord(amodp?) = ord(a mod p).

Im zweiten Fall ist dagegen
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(2) ord(amodp?) = p - ord(a mod p)

Es sei nun a Primitivwurzel modulo p, d.h. ord(a mod p) = p — 1.
Im zweiten Fall ist also ord(a mod p*) = p(p — 1), also a Primitivwurzel modulo p*.
Im ersten Fall gilt dagegen
a*™' = 1 mod p?

und somit a” = mod p?, also auch (a + p)? = amod p*.
Es folgt

(a 4 p)? # a + pmod p?
also erst recht

(a + p)’~' # 1 mod p.
Damit gilt ord((a 4+ p) mod p?) > p — 1.

Aus der exakten Sequenz

1 — H' — {(a + p) mod p*) — (amod p) — 1
Fy
folgt: ord((a + p)mod p*) = ord H' - (p — 1), also ord H' > 1. Als Untergruppe von

ker ¢ mufl daher ord H' = p, also ord((a + p) mod p?) = p(p — 1) gelten. O

Zu (b): Es sei a > 2. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach a. Fiir o = 2
ist nichts zu beweisen. Sei nun o > 3 und die Behauptung fiir o — 1 schon bewiesen.

Es gilt nur noch zu zeigen:

1

Ist @ Primitivwurzel modulo p®~', so auch modulo p®.

Wir betrachten wieder die exakte Sequenz

l— H — {(amodp®) — (amodp*~t) — 1
N N I
1l — kerq, — (Z/p°Z)* — (Z[p*~'Z)* — 1

Da kerq, = {1 +vp*~' | v =0,1,...,p— 1} eine Gruppe der Ordnung p ist, und
ord(amod p”) = ord H - ord(a mod p*~'),
ist nur zu zeigen, daf}
ord(amod p*) > ord(amod p®~)

gilt.
Beweis: Da ord(amod p*~t) = (p — 1)p*~2, ist

alP= 1 Z£ 1 mod p” .
Da aber a®=YP"™ = 1 mod p*~2, folgt

aP=VP" =1 4 bp®~2 mit b 2 0mod p.
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Es folgt
qP=Dp 7% (14 bp™=2)P = 1 4 pbp°~% + (g) brpHe=2 4.
=1+ bp* ' mod p* # 1 mod p*.
Also ist ord(amod p®) > (p — 1)p*~? = ord(a mod p*~1). O
Wir behandeln die Potenzen von 2.
Satz 4.4.9

(a) (Z/2Z)* ={1mod 2}, (Z/4Z)* = {+1mod 4} sind zyklisch.

(b) Fiir a > 3 ist (Z/2°Z)* = {£5" mod2® | v =0,...,2°7? — 1} nicht zyklisch.
Beweis zu (b):
Behauptung: V a > 2:ord(5mod2*) = 2272

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf

5

2&—2

=14 5,2 mit b, Z 0mod 2, a > 2.
Fir a = 2 ist dies klar, weil
57 =5 =1 4 by2? mit by = 1.

a—1—a, a>3:

2 a—3 2
52777 <52 > = (14 b,e1297")? = 1 4 by 2% + 62 _,2°072
= 1+ (baot +62_,2°7%)2 = 145,27

mit b, = by_y + b2_,2°7%) = b,_; mod 2, weil a > 3.
5mod 2% erzeugt also eine Untergruppe U der Ordnung 2°7% von G = (Z/2°Z)*.
Das einzige Element der Ordnung 2 in U ist 527 mod 2%, und es gilt

57 =1 4 by 4277 = 14297 mod 27
Da 1 +2°7% % 0mod 2o ist
24271 =2(1 +2°7%) £ 0mod 2*
und somit
1492971 % —1mod 2%, d.h.
577" # —1mod 2.

Die Restklasse —1 mod 2 € G liegt also nicht in der Untergruppe U.
Damit folgt durch Abzahlen

G=U-{t1lmod2°} = U x {£1}
= {£5"mod2” | v =0,...,2°7 % — 1}

ist isomorph zu dem Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2°~% und einer
zyklischen Gruppe der Ordnung 2, insbesondere also nicht zyklisch. O

Wir folgern
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Satz 4.4.10 Essei m € N, m > 1.

Z |mZ)* ist genau dann zyklisch, wenn m = 2,4, p%, 2p®, wobei p ungerade Primzahl
g g

und o > 1.

Beweis: <= (Z/p°Z)* = (Z[2p°Z)* falls p ungerade Primzahl und o > 1.
,=—" Esseim € N, m > 12 und m nicht von der Form p® oder 2p®, a > 1, p

Primzahl.

Wir miissen zeigen, dafl (Z /mZ)* nicht zyklisch ist. Nach dem chinesischen Restsatz

18t
.

(z/mz) = 1[(@/p2)"
=1
wobei m = [] p* die Primfaktorzerlegung von m ist, p; < ... < p,, a; > 0.
=1
Ist p1 =2 und r = 2, so mufl a; > 2 sein. In jedem Fall findet man zwei Faktoren

U1 = (Z/plalZ)X, U2 = (Z/p]alZ)X

mit gerader Ordnung (p(p®) = (p — 1)p*~1).
Uy x Uy ist dann sicher nicht zyklisch, also auch (Z/mZ)* nicht. O

Definition 4.4.11 Es seien m,n € Ny, n > 2, a € Z mit (a,m) = 1.
a heilit n-ter Potenzrest modulo m: <

Die Kongruenz

n

2" = amodm

ist in Z losbar.

Lemma 4.4.12 Seim so gewahlt, dafl (Z7/mZ)* zyklisch ist. Weiter sei d = (n, p(m))

und ¢ € Z mit (a,m) = 1. Dann gilt: a ist n-ter Potenzrest modulo m <= o2 =

1 mod m.

Die Kongruenz " = amod m hat dann d Lésungen modulo m.

Beweis: Sei g € Z Primitivwurzel modulo m.

(1) Sei @ € Z mit 2" = amodm. Sei g € N mit # = ¢g*modm. Dann folgt
a = ¢"" modm, also

a 4 = (g“%y(m) = Imodm (nach Euler).

(2) Gelte a2 = 1 mod m.
Wihle v € N mit ¢ = ¢” mod m. Dann gilt also

ve(m)
g 4 =1modm

und da ord(gmod m) = ¢(m), muB ¢(m) ein Teiler von Wflm) sein, d.h. & € Z,
also v = /d mit V' € Z.
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Es gibt dann ein g € Z mit
pun = v modp(m),
weil d = ggT'(n,p(m)) ein Teiler von v ist.

Daraus ergibt sich nun fiir z := g*

2" = g¢g"" = ¢” = amodm.

Auflerdem gilt

2" = amodm
hat genau so viele Losungen « mod m wie die Kongruenz pun = v mod ¢(m) Losungen
pmod p(m) besitzt. O

Wir kommen zu den endlichen Kérpern. Ist A ein endlicher Kérper und p die kleinste
positive Zahl mit p-1 = 0in K, so ist F, C K Unterkérper, K also ein endlichdimen-
sionaler IF,-Vektorraum. Ist n = dimy, K, so hat daher K genau ¢ = p” Elemente.

Satz 4.4.13 Es gibt einen Kérper K" mit ¢ = p” Elementen, wobei p Primzahl und
n c N_|_.

Zunachst beweisen wir

Satz 4.4.14 Sei p Primzahl, n € N, und ¢ = p".

Fir d € Ny sei Fy € F,[x] das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome vom

Grad d in F,[z]. Es gilt
! —x = H Fa(x).
d|n
Beweis:

1. Behauptung: Ist f € F,[z] ein Teiler von x? — z, grad f > 0, so ist f* kein Teiler
von x? — z.

Annahme: 27 — @ = f? - h = (Ableiten)
1 =qx"' —1=2ff'h+ f°h = f|l = f = const., Widerspruch.

2. Behauptung: Ist f irreduzibles Polynom vom Grad d in F,[z] und gilt f|z? — «,
so gilt d|n.

Beweis: K = F,[z]/ fF,[x] ist Kérper mit dimg, K = d. Ist « die Restklasse von z,
so ist (1,a,...,a%!) eine F,-Basis von K und f(a) = 0.

Da K p? Elemente hat, gilt
3" = 3 fiir alle 3 € K.

Es gilt auch g9 =03 V g€ K.
Dazu betrachte die Zerlegung
xl—x=f-g.
Es folgt
ot a = f(a)gla) = 0
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also
ol = a.
d—1
Fir g = Z a,0” € K, a, € F, gilt dann, weil ¢ eine Potenz von p ist:
v=0

v=0 v=0 v=0

d—1 4 d-1 d—1
B = E a,a” | = E ala” = a,a” = 3.

Also ist @ — (3 Teiler von z¢ — x fiir alle § € K. Also ist auch

. . o, . d_ . . _
ein Teiler von ¢ — z, und somit ist z?"~! — 1 ein Teiler von 297! — 1.

Aus dem nachfolgenden Lemma 4.4.15 folgt dann (wegen ¢ = p")
pr=1p -1

und somit d|n. Damit ist die zweite Behauptung bewiesen.

3. Behauptung: Sei d Teiler von n und f normiertes Polynom vom Grad d in F,[z].
Dann ist f ein Teiler von z? — .

Beweis: Sei wieder K = F,[z]/ fF,[x] und o € K die Restklasse von @ modulo f.
Da K ein Kérper der Ordnung p? ist und a # 0, ist a Nullstelle von

2P .
Da d Teiler von n ist, ist p? — 1 Teiler von ¢ — 1 und somit ist
2?1 — 1 Teiler von 27! —1

(wie Lemma 4.4.15 zeigt). Also ist o auch Nullstelle von z~!' — 1. Da fF,[z] der
Kern der Auswertungsabbildung

Folz] — K, e — «

ist, ist also f ein Teiler von 2~ — 1. Aus 1., 2. und 3. folgt unmittelbar die Behaup-
tung des Satzes. 4

Wir haben folgendes elementare Lemma benutzt.
Lemma 4.4.15 Es sei F' ein Korper, [,m € N.
(a) ' — 1] 2™ —1in Flz] < Il|lm

(b) Ista€Z,a>2,s0gilt:a —1|a™ —1<=Im
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Beweis zu (a):

Sei m = sl +r mit 0 < r < [. Dann gilt im Quotientenkérper F'(x) von Flz]:

™ —1 B L
-1 -1 -1
es folgt
m—1 "1
- EF[x]<:>x Elz]<=r=0<=Im

i —1 i —1

Zu (b): Fir [ =1 ist das trivial; sei also [ > 2. Es gilt

am—l_rcﬁl—l_l_a”—l
al—l_a al—1  al—1
——
€z
also: o F
¢ €|Z<:>+a €EZ<—=r=0,
al —1 al —1
weil 1 <a" —1 < d' —1, falls r > 0. O

Korollar 4.4.16 Es sei d > 1 und N, die Anzahl der normierten irreduziblen Po-
lynome vom Grad d in F,[z]. Dann gilt

p”:Zd.Nd

d|n

SO

dln
Beweis: Aus Satz 4.4.14 folgt mit ¢ = p”
p" =grad(z? —x) = Zgrad Fy(x) = Zde.
dln dln
Die Mé6biussche Umkehrformel liefert
n
=3 on ()"

4

Korollar 4.4.17 Zu jeder natiirlichen Zahl n € N, gibt es ein irreduzibles Polynom
f € F,[z] vom Grad n.

Beweis:

ZM(%)pd%O,

d|n

weil p(%) € {—1,0,1} und p(%) # 0 fiir wenigstens einen Teiler d von n. Nach
Korollar 4.4.16 ist somit N,, # 0. O
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Jetzt folgt auch Satz 4.4.13:

Man wéhle ein normiertes irreduzibles Polynom f € F,[x] vom Grad n.
K = B [2]/fF, 2]

ist dann ein Koérper mit p™ Elementen. O

Es gilt sogar folgender Eindeutigkeitssatz

Satz 4.4.18 Seien K, K’ zwei Korper mit ¢ Elementen. Dann gibt es einen Isomor-
phismus ¢ : K — K.

Beweis: K~ ist zyklisch. Sei o € K* eine Primitivwurzel. Es gilt dann insbesondere
K =F,[a], wobei F, C K der Unterkorper {alx | a € Z} ist, p ist die Charakteristik
von K und g = p", wobei n = dimy, K.

Es sei f € F,[z] das Minimalpolynom von «, (normiert, irreduzibel mit f(«) = 0).
Nach dem dritten Beweisschritt im Beweis zu 4.4.14 teilt f das Polynom z? — x.
Weiter gilt fiir alle 3 € K', da K’ ¢ Elemente hat,

BT =5,
d.h.
! — = H (x — ) in K'[z].

peEK!

Insbesondere besitzt der Faktor f von 27 — 2 in K'[z] eine Zerlegung
f=1l-8)
=1

mit f1,...,08, € K'. Insbesondere ist f(1) = 0 und « —— [; induziert einen
Homomorphismus

L:=TF,[2]/{f) — F,[0] C K".

Aus Anzahlgriinden mufl L — K" bijektiv sein. Da auch L = F,[a] = K nach Wahl
von f, folgt K = K. O

Notation: 'Der’ endliche Kérper mit ¢ Elementen wird mit [, bezeichnet.

Beispiel 4.4.19
(1) By = Bole]/(e? + o+ 1)
Hier ist ¢ = 4 = p” mit n = 2, p = 2. Die Zerlegung von x
4.4.14 1st

4 _ 7 nach Satz

et — 2 = Fi(x)Fy(z),

wobei Fi(x) = x - (x +1), denn « und x + 1 sind die normierten irreduziblen
Polynome in Fy[z] vom Grad 2.

FQ(Q?):$2—|—$—|—1
ist das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 in F,[z].
Elemente in Fy sind 0, 1, o, 1 + a wobei o = x mod(z? + = + 1)

a und 1 4 « sind Primitivwurzeln von Fy

0

l=a a=ad', a’=a+1
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(2) Fg = Ry [z]/(z® + 2+ 1)
Hier ist 2® — 2 = z(2 4+ 1)(2® + 2* + 1)(2® +  + 1), denn 2® 4+ 2* + 1 und
2® + x + 1 sind irreduzibel in Fy[z].

Sei @ = xmod(z® 4+ x + 1). Dann ist
Fs =10, 1, a, 1 +a, o*, 1 +0* a+a? 1+a+a?}

und Fy ist zyklisch mit jedem von 0 und 1 verschiedenen Element als Primi-

tivwurzel, etwa «a:
0 1
a =1 a =a, o

oz5:oz2—|—oz3:1—|—oz—|—oz2, oz6:1—|—oz2, o

2 3 _ 4 _ 2
o =14+a o =a+a,

7:oz—l—oz?’zl.

[Fg = [Fg[l’]/<l’2 + 1>
=10, 1, 2, o, 1 +a, 2+, 2a, 1 +2a, 24 2a}.

Fy wird von 1 + « erzeugt:

(1+a)” =2a
(14+a)’ =14 2a
(1+a)4:2
(14 a)’ =242
(1+a)6:a
(1—|—oz)7:2—|—oz
(1+a)=1

Ubungen 4.4.20
(1) (a) Beweise: 2 ist Primitivwurzel modulo 29.

(b) Lose die Kongruenz " = 1 mod 29.
(2) Sei p Primzahl

(a) Sei p=3mod4, a € Z, a Z 0mod p. Beweise:

z* = amod p ist 16sbar <= (ﬂ) =1.
P

(b) Lése 2* = 3mod 11

(c) 2* = —1mod p ist 16shar <= p = 1 mod 8
(3) Sei p eine ungerade Primzahl und ¢ € Z, g #Z 0 mod p.

(a) Fiir o € Ny gilt

ord(gmod p*) = ord(gmod p) - p°,

wobei # = max(0, a — v,(¢?~! — 1)).
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(b) ¢ ist Primitivwurzel modulo p® fiir o > 2 <= ¢ ist Primitivwurzel
modulo p und

¢"~' # 1 mod p*.

(4) Sei p eine Primzahl und d ein Teiler von p — 1. Beweise: Die d-ten Potenzreste
modulo p bilden eine Untergruppe der Ordnung % von . Berechne diese
Gruppe fiir

(p,d) = (11,5), (17,4), (19,6).
(5) (a) Bestimme die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad 3
in F,[x].
(b) Bestimme die irreduziblen Polynome vom Grad 3 in Fs[z].

7

(c) Zerlege *" — x in Fs[x] in irreduzible Faktoren.

(6) Sei p eine Primzahl und k € N, . Beweise

{ Omodp, falls kK Z 0mod(p—1)

kyok .. — k=
PA204 4 =17 =9 Jiodp,  falls k = 0mod(p — 1)

(7) Es sei K = F, der Korper mit ¢ Elementen. o € FY sei ein Erzeuger der
Gruppe F*. Fiir jeden Teiler d von g — 1 sei

Fy= (x — a®) € K[z].

(8) (Fiir Mathematica -Fans) Schreibe ein Programm

(a) zur Arithmetik im Kérper F, (¢ = p")
(b) zur Polynomdivision in F,[z]

(¢) zur Bestimmung von quadratfreien Polynomen f; € F,[z] zu gegebnem

f €, [z], so dafB}
f=TJu)"
d=1

(vel. [6] S. 46)

zur Zerlegun
(d) zur Zerlegung

f=f-fa
eines quadratfreien normierten Polynoms f € F,[x] in das Produkt von

Polynomen f; € F,[x], wobei f; das Produkt aller irreduziblen normierten
Polynome vom Grad d ist, die f teilen (vgl. Satz 4.4.14).
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lokaler Korper, 74
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